
 

ΝΙΚΟΛΑΟΥ  ΙΩ.  ΔΑΡΑ

ΕΠΙΚΟΥΡΟΥ ΚΑΘΗΓΗΤΗ ΣΤΡΑΤΙΩΤΙΚΗΣ ΣΧΟΛΗΣ ΕΥΕΛΠΙΔΩΝ 

 

ΘΕΩΡΙΑ  

ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ  

ΚΑΙ 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ  

ΣΕ  

ΣΤΡΑΤΙΩΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 
 

ΤΟΜΟΣ 1ος 
 

ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ 
ΟΠΛΩΝ  

www.armscontrol.info 
‐2007‐ 

 



ΘΕΩΡΙΑ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ ΚΑΙ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΣΕ ΣΤΡΑΤΙΩΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 

ΤΟΜΟΣ Ι 
Ν.ΔΑΡΑΣ 

 

2  ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Ν. ΔΑΡΑΣ 
ΘΕΩΡΙΑ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ ΚΑΙ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΣΕ ΣΤΡΑΤΙΩΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 

ΤΟΜΟΣ Ι 

 

ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  3 

 

ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 1ου Τόμου 

Σελ. 

Περιεχόμενα  3

Κεφάλαιο Ι 

Στοιχεώδεις Πιθανότητες Απαριθμητοί Δειγματοχώροι  5

Ι.1  Βασικοί Ορισμοί και Τύποι  5

  Ι.1.Α. Δειγματοχώρος και Ενδεχόμενα  5

  Ι.1.Β. Ένωση, Τομή, Συμπλήρωμα και Διαφορά Ενδεχομένων. Νόμοι  

 De Morgan   7

  Ι.1.Γ. Ορισμός Πιθανότητας κατά Laplace. Πρώτες Βασικές Ιδιότητες.  

 Προσθετικό Θεώρημα.   9

  Ι.1.Δ. Δεσμευμένες Πιθανότητες και Πολλαπλασιαστικός Τύπος  

      Πιθανοτήτων. Ανεξάρτητα Ενδεχόμενα   23

  Ι.1.Ε. Θεώρημα Ολικής Πιθανότητας και Τύπος του Bayes   37

Ι.2.  Συνδυαστική  44

  Ι.2.Α. Παραγοντικό,  Διωνυμικός  Συντελεστής,  Τρίγωνο  του  Pascal.        Βασικά 
Στοιχειώδη Αποτελέσματα  

44

  I.2.Β. Συνδυασμοί, Διατάξεις και Πολυωνυμικοί Συντελεστές  47

  Ι.2.Γ. Το Πρόβλημα της Τοποθέτησης S Σφαιριδίων σε N Κελλιά: Επαναληπτικές 
Διατάξεις και Επαναληπτικοί Συνδυασμοί των S ανά N 

52

  I.2.Δ. Δειγματοληψίες  Άνευ  και  Μετ’Επαναθέσεως.  Αναφορά  στην 
Υπεργεωμετρική Κατανομή 

55

  Ι.2.Ε. Η Πολλαπλασιαστική Αρχή   62

Κεφάλαιο II 

Κατανομές Τυχαίων Μεταβλητών   66

ΙΙ.1.  Τυχαίες Μεταβλητές. Συνάρτηση Κατανομής  66



ΘΕΩΡΙΑ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ ΚΑΙ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΣΕ ΣΤΡΑΤΙΩΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 

ΤΟΜΟΣ Ι 
Ν.ΔΑΡΑΣ 

 

4  ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  

 

  ΙΙ.1.Α. Βασικοί Ορισμοί: Διακριτές και Συνεχείς Μεταβλητές. Συνάρτηση 
Πιθανότητας και Πυκνότητα Πιθανότητας 

66

  ΙΙ.1.Β. Κατανομή Πιθανότητας: Ορισμός και Πρώτα Γενικά        Αποτελέσματα  75

II.2.  Οι Κυριότερες Διακριτές Κατανομές  82

  ΙΙ.2.Α. Η Υπεργεωμετρική Κατανομή  82

  II.2.Β. Η Διωνυμική Κατανομή  83

  II.2.Γ. Η Γεωμετρική Κατανομή  103

  II.2.Δ. Η Κατανομή Pascal  104

  II.2.Ε. Η Kατανομή Poisson   107

II.3.  Οι Κυριότερες Συνεχείς Κατανομές  128

  ΙΙ.3.Α. Η Κανονική Κατανομή   128

  ΙΙ.3.Β.   Η Εκθετική Κατανομή   149

  ΙΙ.3.Γ. Γενίκευση: η Κατανομή γn   159

  II.3.Δ. Η Κατανομή χ2   162

  ΙΙ.3.Ε. Η Λογαριθμικο‐Κανονική Κατανομή  170

  ΙΙ.3.ΣΤ. Η Ομοιόμορφη Κατανομή   170

  ΙΙ.3.Ζ. Η Κατανομή Βήτα   171

  ΙΙ.3.Η. Η Κατανομή Cauchy   172

  II.3.Θ. Η Κατανομή Student   172

  ΙΙ.3.Ι. Η Κατανομή Snedecor   173

II.4.  Αξιοπιστία της Προσαρμογής Θεωρητικών Μοντέλων Κατανομών στα Δεδομένα 
Παρατηρήσεων  

173

  ΙΙΙ.4.Α. Ορισμός  και  Κατανομή  Πιθανότητας  για  την  Απόσταση  μεταξύ 

Παρατηρηθείσας Κατανομής και της Αντίστοιχης Θεωρητικής Κατανομής  
175

  ΙΙΙ.4.Β. Ο Έλεγχος χ2   180
 

 

 



Ν. ΔΑΡΑΣ 
ΘΕΩΡΙΑ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ ΚΑΙ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΣΕ ΣΤΡΑΤΙΩΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 

ΤΟΜΟΣ Ι 

 

ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  5 

 

 

Κεφάλαιο 1

Στοιχειώδεις Πιθανότητες, 
Απαριθμητοί Δειγματοχώροι 

 

  Αφού  δώσουμε  βασικούς  ορισμούς  και  θεμελιώδεις  τύπους  της  κλασσικής  Θεωρίας  Πιθανοτήτων, 

συνοδευόμενους από κάποια ενδεικτικά Παραδείγματα,  θα παρουσιάσουμε στοιχειώδη αποτελέσματα της 
Συνδυαστικής Θεωρίας που θα χρησιμεύσουν στη συνέχεια. 

Ι.1. Βασικοί Ορισμοί και Τύποι 
 Α. ΔΕΙΓΜΑΤΟΧΩΡΟΣ ΚΑΙ ΕΝΔΕΧΟΜΕΝΑ  
  Το  σύνολο  των  δυνατών  αποτελεσμάτων  μίας  φάσης  ενός  πειράματος  (ή  φαινομένου) 

τύχης καλείται δειγματοχώρος και συνήθως εδώ θα συμβολίζεται με το κεφαλαίο γράμμα Ω . 

Τα  ατομικά  (αδιαίρετα)  αποτελέσματα  καλούνται  στοιχειώδη  ή απλά  ενδεχόμενα  (ή  ακόμη 

σημεία ή περιπτώσεις). 

  Όταν το Ω  είναι αριθμήσιμο σύνολο σημείων, ο δειγματοχώρος λέγεται απαριθμητός. 

  Ενδεχόμενα  (ή  τυχαία  γεγονότα)  ονομάζονται  τα  υποσύνολα  του  Ω . Πραγματοποίηση 

ενδεχομένου  A  σημαίνει την εμφάνιση ενός από τα σημεία του  .A  

Ι.1.1.  Παράδειγμα  .  Έστω  ο  δειγματοχώρος  Ω   που  ορίζεται  από  τις  εύστοχες  και  άστοχες 

ρίψεις τριών βολών. Εάν το γράμμα  ε  αναπαριστά κάθε εύστοχη ρίψη βολής, ενώ το γράμμα 

α  κάθε άστοχη ρίψη βολής, τότε τα σημεία του Ω  (: στοιχειώδη ή απλά ενδεχόμενα) μπορούν 

να αποδοθούν ως εξής: 
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  Προφανώς,  ο συγκεκριμένος δειγματοχώρος  είναι απαριθμητός.  Το  ενδεχόμενο  Α   κατά 

το οποίο ρίπτονται α κ ρ ι β ώ ς δύο άστοχες βολές είναι το σύνολο 

{ },,, εαααεαααε=Α  

ενώ το ενδεχόμενο Β  κατά το οποίο ρίπτονται τ ο υ λ ά χ ι σ τ ο ν δύο άστοχες βολές είναι το 

σύνολο 

{ }.,,, εαααεαααεααα=Β  

Ακόμη, το ενδεχόμενο Γ  κατά το οποίο ρίπτεται άστοχη βολή όταν προηγουμένως έχει ριφθεί τ 

ο υ λ ά χ ι σ τ ο ν μία εύστοχη βολή είναι το σύνολο 

{ }.,, εεαεαεεαα=Γ  

Τέλος, το ενδεχόμενο Δ  κατά το οποίο η πρώτη βολή είναι άστοχη δίνεται από το σύνολο 

{ },,,, αεεααεαεαααα=Δ  

ενώ το ενδεχόμενο  Ε  κατά το οποίο η πρώτη και η δεύτερη βολή δίνουν το ίδιο αποτέλεσμα 

είναι το σύνολο 

{ }.,,, εεαεεεααεααα=Ε ■ 

Ι.1.2. Παράδειγμα . Τα δρομολόγια για τον ανεφοδιασμό τριών (πολεμικών) μονάδων πρόκειται 

να  καθορισθούν  έτσι  ώστε  κάθε  μία  από  τις  μονάδες  αυτές  να  ανεφοδιάζεται  δύο  φορές 

ημερησίως. Να καθορισθεί το ενδεχόμενο κατά το οποίο η πρώτη και η τελευταία επίσκεψη θα 

γίνουν στην ίδια μονάδα. 

Απάντηση.  Εάν  21 ,αα   και  3α   αναπαριστούν  τις  πράξεις  του  ανεφοδιασμού  της  πρώτης, 

δεύτερης και  τρίτης μονάδας αντιστοίχως,  τότε το ζητούμενο ενδεχόμενο καθορίζεται από το 

σύνολο 
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  Β. ΕΝΩΣΗ, ΤΟΜΗ, ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑ ΚΑΙ  
ΔΙΑΦΟΡΑ ΕΝΔΕΧΟΜΕΝΩΝ. ΝΟΜΟΙ DE MORGAN 

  Ένωση των ενδεχομένων  νΑΑΑ ,...,, 21 , συμβολιζόμενη με 

ν
ν

Α∪∪Α∪Α=Α
=

LU 21 1i i  

καλείται  η  εμφάνιση  (:  πραγματοποίηση)  τ  ο  υ  λ  ά  χ  ι  σ  τ  ο  ν    ενός  από  τα  ενδεχόμενα 

νΑΑΑ ,...,, 21 . Τομή (ή γινόμενο) των ενδεχομένων  νΑΑΑ ,...,, 21 , συμβολιζόμενη με 

ν
ν

Α∩Α∩Α=Α
=

LI 211i i  (ή  νΑΑΑ ...21 ) 

καλείται η ταυτόχρονη πραγματοποίηση τούτων. 

  Συμπλήρωμα (ή αντίθετο) του ενδεχομένου Α , συμβολιζόμενο με 

cΑ  (ή  'Α ) 

είναι το ενδεχόμενο μη εμφάνισης του Α . Η διαφορά δύο ενδεχομένων Α  και Β  ορίζεται ως  

cΑΒ≡Β−Α  

(:  το ενδεχόμενο της πραγματοποίησης του  Α  και ταυτόχρονης μη πραγματοποίησης του Β). 

Έτσι, 

.Ac −Ω=Α  

  Βέβαιο  γεγονός  λέγεται  ο  δειγματοχώρος  Ω ,  ενώ  αδύνατο  γεγονός  λέγεται  το 

συμπλήρωμα του Ω , δηλαδή το κενό σύνολο Ø .cΩ=  
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Ι.1.3. Παρατήρηση. Οι ανωτέρω έννοιες μπορούν να περιγραφούν σχηματικά από τα γνωστά 

διαγράμματα Venn. ■ 

 

Ι.1.4. Παράδειγμα . Έστω Ω  το σύνολο των σπουδαστών της Στρατιωτικής Σχολής Ευελπίδων, 

και  έστωσαν  321 ,, ΕΕΕ   και  4Ε   τα  σύνολα  των  πρωτοετών,  δευτεροετών,  τριτοετών  και 

τεταρτοετών Ευελπίδων, αντιστοίχως. Επί πλέον, έστω Θ  το σύνολο των σπουδαστριών και Α  

το  σύνολο  των  αλλοδαπών  σπουδαστών.  Εκφράστε  με  λόγια  τι  ακριβώς  αναπαριστούν  τα 

ακόλουθα σύνολα 

( ) ( ) .,,,, 21
'

3
'

1
''

21 ΑΘΕ∪ΕΘΑΕΑΘΕΘΑΘΕ∪Ε  

Απάντηση. Έχουμε 

( ) =ΘΕ∪Ε '
21 το σύνολο όλων των Γ‐ετών και Δ‐ετών σπουδαστριών, 

=ΘΑ ' το σύνολο των μη αλλοδαπών σπουδαστριών όλων των ετών, 

=ΑΘΕ '
1 το σύνολο των Α‐ετών αρρένων αλλοδαπών σπουδαστών, 

=ΘΑΕ '
3 το σύνολο των Γ‐ετών μη αλλοδαπών σπουδαστριών 

και  

( ) =ΑΘΕ∪Ε 21 το σύνολο των Α‐ετών και Β‐ετών αλλοδαπών σπουδαστριών. ■ 

Ι.1.5. Παρατήρηση 

.i). Για οιαδήποτε ενδεχόμενα  ΒΑ,  και Γ  δειγματοχώρου Ω , ισχύουν οι σχέσεις 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ).).

,).
Γ∪ΑΒ∪Α=ΒΓ∪Α

ΑΓ∪ΑΒ=Γ∪ΒΑ
β
α

 

ii). Επίσης, ισχύουν οι Νόμοι του De Morgan: 
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  Γ. ΟΡΙΣΜΟΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ ΚΑΤΑ LAPLACE. ΠΡΩΤΕΣ  
ΒΑΣΙΚΕΣ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ. ΠΡΟΣΘΕΤΙΚΟ ΘΕΩΡΗΜΑ 

Ι.1.6. Ορισμός. Η πιθανότητα ( ή συνάρτηση πιθανότητας)  P  είναι μία συνάρτηση ωρισμένη 

επί του δυναμοσυνόλου (: δηλαδή, του συνόλου των υποσυνόλων) P  ( )Ω  του δειγματοχώρου 

Ω  

:P  P  ( )Ω →R: ( ),ΑΑ Pa  

η οποία πληροί τα Αξιώματα του Kolmogorov: 

i).    ( ) ,1=ΩP  

ii).  για κάθε ενδεχόμενο (: υποσύνολο του Ω ) Α , ισχύει  ( ) ,0≥ΑP  

iii). για κάθε ακολουθία ξένων (: ασυμβιβάστων) ανά δύο ενδεχομένων 

,...,...,, 21 νΑΑΑ  

(δηλαδή  ενδεχομένων  τα  οποία  είναι  τέτοια  ώστε  =ΑΑ ji Ø,  για  κάθε  ji ≠ ),  ισχύει  το 

Αξίωμα της Πλήρους (ή  )−σ Προσθετικότητας των πιθανοτήτων: 

( ) ( ) ( ) ( ) ............ 2121 +Α++Α+Α=∪Α∪∪Α∪Α νν PPPP ■ 
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  Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η περίπτωση των  ισοπίθανων ενδεχομένων, κατά την 

οποία  

 ο δειγματοχώρος Ω  είναι πεπερασμένος: 

{ }Nωωω ,...,, 21=Ω  

 και ισχύει η σχέση: 

( ) ,1
N

P i =ω  για κάθε  .,...,2,1 Ni =  

Τότε,  τα  iω   καλούνται  ισοπίθανα  σημεία  (ή  ισοπίθανες  περιπτώσεις),  και  έχουμε  τον 

ακόλουθο ορισμό πιθανότητας κατά Laplace του ενδεχομένου  { }:,...,1 Nωω=Ω⊂Α  

( ) ( )

.
νωεστπιρεπςμθιραςκιλονυσ
οταιγνωεστπιρεπνκονυεςμθιρα

υοτνωεμησςμθιραςκιλονυσ
υοτνωεμησςμθιρα

ώόό
ώώϊό

Nίόό
ίό

P

Α
=

=Ω
Α

=Α
 

Οι πιθανότητες που υπολογίζονται κατ’αυτόν τον τρόπο ονομάζονται κλασσικές πιθανότητες. 

  Επισημαίνουμε τις παρακάτω τρείς θεμελιώδεις Ιδιότητες: 

  Εάν Α  και Β  είναι ενδεχόμενα σε κοινό δειγματοχώρο Ω , τότε 

1η Ιδιότητα.  ( ) ( )Α−=Α PP 1'  

 

2η Ιδιότητα.  ( ) ( ) ( )ΑΒ−Β=Β−Α PPP  

 

3η Ιδιότητα (Προσθετικό Θεώρημα).  ( ) ( ) ( ) ( )ΑΒ−Β+Α=Β∪Α PPPP  
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  Η 1η Ιδιότητα έπεται από το Αξίωμα  i και το Αξίωμα  iii της Πλήρους Προσθετικότητας των 

πιθανοτήτων του Ορισμού Ι.1.6, καθώς και από το γεγονός ότι τα ενδεχόμενα  Α  και  'Α  είναι 

ξένα μεταξύ τους (: 'ΑΑ =Ø): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).1'''1 Α−=Α⇒Α+Α=Α∪Α=Ω= PPPPPP  

  Η  2η  Ιδιότητα  έπεται  και  πάλι  από  το  Αξίωμα  iii  της  Πλήρους  Προσθετικότητας  των 

πιθανοτήτων του Ορισμού  Ι.1.6,  καθώς και από την παρατήρηση ότι  ( ) ( )Β−Α∪Β∩Α=Α  

με τα ενδεχόμενα  ( )Β∩Α  και  ( )Β−Α  να είναι ξένα μεταξύ τους: 

( ) [ ] [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).ΑΒ−Α=Β−Α⇒Β−Α+Β∩Α=Β−Α∪Β∩Α=Α PPPPPPP  

  Τέλος, η 3η  Ιδιότητα αποτελεί γενίκευση του Αξιώματος  iii  της Πλήρους Προσθετικότητας 

των πιθανοτήτων του Ορισμού Ι.1.6 στην περίπτωση που τα ενδεχόμενα  Α  και Β  δ ε ν  είναι 

ξένα μεταξύ  τους.  Η απόδειξη  της  Ιδιότητας  αυτής  έπεται  από  την παρατήρηση ότι  η  ένωση 

Β∪Α   των  (όχι  απαραιτήτως  ξένων  μεταξύ  τους)  ενδεχομένων  Α   και  Β   ισούται  με  την 

ένωση των ξένων μεταξύ τους ενδεχομένων  Α  και  Α−Β , και ακολούθως από τη διαδοχική 

εφαρμογή του Αξιώματος iii της Πλήρους Προσθετικότητας των πιθανοτήτων του Ορισμού Ι.1.6 

και της 2ης ως άνω Ιδιότητας: 

( ) [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .ΑΒ−Β+Α=Α−Β+Α=Α−Β∪Α=Β∪Α PPPPPPP  

  Ας δώσουμε κάποια ενδεικτικά Παραδείγματα εφαρμογής των όσων προηγήθηκαν. 

Ι.1.7. Παράδειγμα. Με δεδομένο ότι 

( ) ( )
4
1,

3
1

=Β=Α PP και ( ) ,
6
1

=ΑΒP  

να προσδιορισθούν οι πιθανότητες 

( ) ( ) ( ) ( )'',',',' ΒΑΒ∪ΑΒ∪ΑΑ PPPP και ( ) .'' Β∪ΑP  
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Απάντηση. α. 

( ) ( )Α−=Α PP 1' (από την 1η Ιδιότητα) 

.
3
2

3
11 =−=  

β.  

( ) ( ) ( ) ( )ΒΑ−Β+Α=Β∪Α ''' PPPP (από την 3η Ιδιότητα) 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]ΑΒ−Β−Β+Α−= PPPP1 (από την 1η Ιδιότητα 

καθώς και την παρατήρηση ότι, λόγω της 2ης 

Ιδιότητας, ισχύει  

( ) ( ) ( ) ( )ΑΒ−Β=Α−Β=ΒΑ PPPP ' ) 

( ) ( )

.
6
5

6
1

3
11

1

=+−=

ΑΒ+Α−= PP
 

γ. Ομοίως 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )

.
12
11

6
1

4
11

1
1

'''

=+−=

ΑΒ+Β−=
ΑΒ−Α−Β−+Α=

ΑΒ−Β+Α=Β∪Α

PP
PPPP

PPPP

 

δ.  

( ) [ ]( )''' Β∪Α=ΒΑ PP (από τον 1οΝόμο De Morgan) 

( )Β∪Α−= P1 (από την 1η Ιδιότητα) 

( ) ( ) ( )ΑΒ+Β−Α−= PPP1 (από την 3η Ιδιότητα) 

.
12
7

6
1

4
1

3
11 =+−−=  
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ε. Ομοίως, 

( ) [ ]( )''' ΑΒ=Β∪Α PP (από τον 2οΝόμο De Morgan) 

( )ΑΒ−= P1 (από την 1η Ιδιότητα) 

.
6
5

6
11 =−= ■ 

 

 

Ι.1.8. Παράδειγμα. Με δεδομένο ότι  ( ) ( )43=ΑP  και  ( ) ( )83=ΒP , να δειχθεί ότι 

i).   ( ) ,
4
3

≥Β∪ΑP  

ii).  ( ) .
8
3

8
1

≤ΑΒ≤ P  

Απόδειξη.  Προφανώς,  ισχύουν  οι  σχέσεις  Β∪Α⊂Α   και  Β∩Α⊂Β ,  και  επομένως 

( ) ( )Β∪Α≤Α PP  και  ( ) ( )Β∪Α≤Β PP , δηλαδή 

( ) ( ) ( ){ }.,max ΒΑ≥Β∪Α PPP  

Εν  προκειμένω,  καθώς  ( ) ( ) ( ) ( )8343 =Β>=Α PP ,  έχουμε  ( ) ( ){ } ( )43,max =ΒΑ PP ,  και 

άρα η ανισότητα i έπεται. 

  Ομοίως,  από  τις  σχέσεις  ΑΒ⊃Α   και  ΑΒ⊃Β ,  συνάγεται  ότι  ( ) ( )Α≤ΑΒ PP   και 

( ) ( )Β≤ΑΒ PP , δηλαδή  

( ) ( ) ( ){ }.,min ΒΑ≤ΑΒ PPP  

Εν  προκειμένω,  καθώς  ( ) ( ) ( ) ( )8343 =Β>=Α PP ,  έχουμε  ( ) ( ){ } ( )83,min =ΒΑ PP ,  και 

άρα η δεξιά ανισότητα  ( ) ( )83≤ΑΒP  από τις ανισότητες ii έπεται.  
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  Εξ  άλλου,  σύμφωνα  με  το  Προσθετικό  Θεώρημα  (:  3η  Ιδιότητα),  έχουμε 

( ) ( ) ( ) ( ),Β+Α=Β∪Α+ΑΒ PPPP   και  επειδή  ( ) 1≤Β∪ΑP ,  λαμβάνουμε 

( ) ( ) ( ) .1−Β+Α≥ΑΒ PPP  Όμως, καθ’όσον  ( ) 0≥ΑΒP , συμπεραίνουμε ότι 

( ) ( ) ( ){ }.1,0max −Β+Α≥ΑΒ PPP

Εν προκειμένω, καθώς  ( ) ( ) ( ) ( )8343 =Β>=Α PP , έχουμε  ( ) ( ){ } ( )811,0max =−Β+Α PP , 

και άρα η αριστερή ανισότητα  ( ) ( )81≥ΑΒP  από τις ανισότητες ii έπεται.  

  Στην περίπτωση κατά την οποία  ( ) ( )31=ΑP  και  ( ) ( )41=ΒP , έχουμε 

( ) ( ){ } ( ),31,max =ΒΑ PP ( ) ( ){ } ( ),41,min =ΒΑ PP ( ) ( ){ } ,01,0max =−Β+Α PP  

και, ως εκ τούτου, από τις ανωτέρω πλαισιωμένες σχέσεις προκύπτουν οι ακόλουθες ανάλογες 

ανισότητες των i και ii: 

( ) ,
3
1

≥Β∪ΑP  και  ( ) .
4
10 ≤ΑΒ≤ P ■ 

 

 

Ι.1.9. Παράδειγμα. Για οιαδήποτε ενδεχόμενα Α  και Β , δείξτε ότι 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .'''' ΑΒ−ΒΑ=ΒΑ−ΒΑ=ΒΑ−ΑΒ PPPPPPPPP  

Απόδειξη. Έχουμε, αφενός 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )ΒΑ−−ΑΒ=ΒΑ−ΑΒ PPPPPP '1 (από την 1η Ιδιότητα) 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]ΑΒ−Β−ΒΑ= PPPP '  

( ) ( ) ( )ΒΑ−ΒΑ= '' PPP (επειδή  ( ) ( )Α−Β=ΒΑ PP '  
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και, από την 2η Ιδιότητα, 

( ) ( ) ( ))ΑΒ−Β=Α−Β PPP  

και αφετέρου 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]'1 Β−Α−ΑΒ=ΒΑ−ΑΒ PPPPPP (από την 1η Ιδιότητα) 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]ΑΒ−Α−ΒΑ= PPPP '  

( ) ( ) ( )'' ΑΒ−ΒΑ= PPP (επειδή  ( ) ( )Β−Α=ΑΒ PP '  

και, από την 2η Ιδιότητα, 

( ) ( ) ( ) .)ΑΒ−Α=Β−Α PPP  

Από τις δύο αυτές σχέσεις προκύπτει η ζητούμενη. ■ 

Ι.1.10.  Παράδειγμα.  (Ανισότητα  Bonferoni)  Για  οποιαδήποτε  ενδεχόμενα  ,..., 21 ΑΑ νΑ..., , 

ισχύει η ανισότητα: 

( ) ( ) ( ) ( ).11...
1

'

1
21 ∑∑

==

Α−=−−Α≥ΑΑΑ
νν

ν
i

i
i

i PnPP  

Απόδειξη.  Για  να  αποδείξουμε  την  ανισότητα,  θα  χρησιμοποιήσουμε  την  μέθοδο  της 

Μαθηματικής Επαγωγής επί του  v . 

  Για  1=v , η ζητούμενη ανισότητα εκφυλλίζεται στην προφανή ισότητα 

( ) ( ) ( ).10 '
111 Α−=−Α=Α PPP  
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  Για  2=v ,  κατ’αρχάς  παρατηρούμε  ότι,  σύμφωνα  με  το  Προσθετικό  Θεώρημα  (:3η 

Ιδιότητα), ισχύει 

( ) ( ) ( ) ( ).212121 Α∪Α−Α+Α=ΑΑ PPPP  

Είναι όμως  ( ) 121 ≤Α∪ΑP , και έτσι 

( ) ( ) ( ) ( ),121
2

1

2

1
21 −−Α=−Α≥ΑΑ ∑∑

== i
i

i
i PPP  

δηλαδή, για  2=v  ισχύει η ζητούμενη ανισότητα. 

  Ας υποθέσουμε τώρα ότι η ζητούμενη ανισότητα ισχύει για  :κ=v  

( ) ( ) ( ).1...
1

21 −−Α≥ΑΑΑ ∑
=

kPP
i

i

κ

κ  

Αρκεί να δειχθεί ότι αυτή ισχύει για  1+= κv : 

( ) ( ) [ ]( ).11...
1

1
121 −+−Α≥ΑΑΑ ∑

+

=
+ κ

κ

κ
i

iPP  

Προς τούτο, παρατηρούμε ότι έχουμε 

( ) [ ]( )121121 ...... ++ ΑΑΑΑ=ΑΑΑ κκκ PP  

( ) ( ) 1... 121 −Α+ΑΑΑ≥ +κκ PP (κατόπιν εφαρμογής της ήδη  

αποδειχθείσας ανισότητας για  2=v ) 

( ) ( ) ( ) 11 1
1

−Α+−−Α≥ +
=
∑ κ

κ

κ PP
i

i (κατόπιν εφαρμογής της 

επαγωγικής υπόθεσης για  κ=v ) 
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( ) ( )

( ) ( ) ,1)1(

11

1

1

1

1

−+−Α=

+−−Α=

∑

∑
+

=

+

=

κ

κ

κ

κ

i
i

i
i

P

P
 

δηλαδή, για  1+= κv  ισχύει η ζητούμενη ανισότητα, και η Απόδειξη είναι πλήρης. ■ 

Ι.1.11. Παράδειγμα. Για οιαδήποτε τρία ενδεχόμενα  ΒΑ,  και Γ , ν’αποδειχθεί ότι 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).ΑΒΓ+ΒΓ−ΑΓ−ΑΒ−Γ+Β+Α=Γ∪Β∪Α PPPPPPPP  

Απόδειξη. Είναι 

( ) [ ]( )Γ∪Β∪Α=Γ∪Β∪Α PP  

( ) ( ) [ ]( )Γ∪ΒΑ−Γ∪Β+Α= PPP (σύμφωνα με το Προσθετι‐ 

κό Θεώρημα:3η Ιδιότητα) 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ] [ ]( )ΑΓ∪ΑΒ−ΒΓ−Γ+Β+Α= PPPPP (σύμφωνα  

με την επιμεριστική ιδιότητα: [ ] [ ] [ ]ΑΓ∪ΑΒ=Γ∪ΒΑ  ). 

Όμως, και πάλι σύμφωνα με το Προσθετικό Θεώρημα (:3η Ιδιότητα) 

[ ] [ ]( ) ( ) ( ) ( ).ΑΒΓ−ΑΓ+ΑΒ=ΑΓ∪ΑΒ PPPP  

Έτσι, συνδυάζοντας τις δύο προκύψασες σχέσεις, λαμβάνουμε: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),ΑΒΓ+ΒΓ−ΑΓ−ΑΒ−Γ+Β+Α=Γ∪Β∪Α PPPPPPPP  

και η Απόδειξη ολοκληρώθηκε. ■ 
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Ι.1.12. Εφαρμογή. Τα ποσοστά των σπουδαστών της Στρατιωτικής Σχολής Ευελπίδων οι οποίοι 

επέρασαν επιτυχώς  τρία Μαθήματα  21 ,ΜΜ   και  3Μ   μετά  την πρώτη  τους  εξέταση είναι  τα 

ακόλουθα: 

.%15:)(
%20:%,25:%,35:

%30:%,40:%,50:

321

323121

321

ματααθατρατκαιδηλαδκαικαι
καικαικαι

ήMίήΜΜΜ
ΜΜΜΜΜΜ

ΜΜΜ
 

Ποιο είναι το ποσοστό των σπουδαστών οι οποίοι επέρασαν επιτυχώς τουλάχιστον ένα από τα 

τρία Μαθήματα; 

Απάντηση.  Σύμφωνα  με  τον  Τύπο  που  αποδείχθηκε  στο  προηγούμενο  Παράδειγμα  Ι.1.11, 

έχουμε 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
15.020.025.035.03.04.05.0

3213231

21321

321

+−−−++=
ΜΜΜ+ΜΜ−ΜΜ−

ΜΜ−Μ+Μ+Μ=
Μ∪Μ∪Μ=

PPP
PPPP

PMάέάP θημαναχιστοντουλ

.55.0= ■ 

Ι.1.13. Παράδειγμα. Ένας Στόχος έχει δεχθεί  N  Βλήματα. Ta Βλήματα αυτά ερρίφθησαν σε  N  

αριθμημένες  και  διάφορες  μεταξύ  τους  χρονικές  στιγμές  κατά  την  διάρκεια  μίας  ώρας. 

Ανασύρουμε, εκ των υστέρων, τυχαίως ένα από τα Βλήματα αυτά. 

i. Ποια είναι η πιθανότητα να ανασύρουμε Βλήμα το οποίο ερρίφθηκε σε αριθμημένη 

χρονική στιγμή η οποία διαιρείται δια του 3  ή του  4 ; 

ii. Εξετάστε την περίπτωση κατά την οποία  100=N . 
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iii. Ποιο είναι το όριο της ανωτέρω πιθανότητας όταν  ∞→N ; 

Απάντηση.  i.  Λόγω  του  Προσθετικού  Θεωρήματος  (:3η  Ιδιότητα),  η  ζητούμενη  πιθανότητα 

ισούται με 

( ) ( ) ( ) ( )434343 ∩−+=∪ NNNN pppp , 

όπου  ( )43∪Np  αναπαριστά την πιθανότητα κατά την οποία ο ακέραιος  N  διαιρείται διά του 

3  ή του  4 ,  ( )43∩Np  αναπαριστά την πιθανότητα κατά την οποία ο ακέραιος  N  διαιρείται 

και διά του  3  και διά του  4   (δηλαδή, διά του 12 ),  και  ( )kpN   είναι η πιθανότητα κατά την 

οποία ο ακέραιος  N  διαιρείται δια του ακεραίου  k .  

Επειδή ισχύει η σχέση 

( ) ,
N
k
N

kpN

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

=  

όπου  [ ]x  αναπαριστά το ακέραιο μέρος του  x , καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι 

( ) .
1243

143 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=∪

NNN
N

pN  

ii. Εφόσον στην ανωτέρω σχέση θέσουμε  100=N , θα λάβουμε 

( ) .
2
1

100
82533

12
100

4
100

3
100

100
143 =

−+
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=∪Np  

iii.  Ομοίως,  εφόσον  στην  ίδια  ως  άνω  σχέση  θεωρήσουμε  ότι  ο  ακέραιος  N   αυξάνεται 

απεριορίστως, προκύπτει ότι το όριο της ανωτέρω πιθανότητας όταν  ∞→N  είναι ίσο με  

( ) .
2
1

12
1

4
1

3
143 =−+=∪∞p ■ 
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Ι.1.14.  Παράδειγμα.  Για  κάθε  ,3,2,1,0=k   να  εκφράσετε  τις  ακόλουθες  πιθανότητες, 

συναρτήσει των  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ΑΓΑΒΓΒΑ PPPPP ,,,,  και  ( )ΑΒΓP : 

i). την πιθανότητα κατά την οποία συμβαίνουν ακριβώς  k  από τα ενδεχόμενα  ΒΑ,  και  ,Γ  

ii). την πιθανότητα κατά την οποία συμβαίνουν τουλάχιστον  k  από τα ενδεχόμενα  ΒΑ,  και Γ . 

  Χρησιμοποιήστε τα εξαγόμενα για να υπολογίσετε τα ποσοστά των σπουδαστών της  

Εφαρμογής Ι.1.12, οι οποίοι πέρασαν επιτυχώς 

 μόνον ένα Μάθημα, 

 μόνον δύο Μαθήματα. 

Απάντηση. i. Έστω 

( )ΓΒΑ≡ καιμεναενδεχτααπςακριβνσυμβονα ,όόkώύPpk  

.3,2,1,0=k  Τότε, ισχύουν τα παρακάτω 

• ( )'''0 ΓΒΑ= Pp  

[ ]( )'Γ∪Β∪Α= P (από τον 3ο Νόμο De Morgan) 

( )Γ∪Β∪Α−= P1 (από την1η Ιδιότητα) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ΑΒΓ−ΒΓ+ΑΓ+ΑΒ+Γ−Β−Α−= PPPPPPP1 (από  

τον Τύπο του Παραδείγματος Ι.1.11), 

δηλαδή  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).10 ΑΒΓ−ΒΓ+ΑΓ+ΑΒ+Γ−Β−Α−= PPPPPPPp  

• ( )ΓΒΑ∪ΒΓΑ∪ΓΑΒ= ''''''1 Pp  

[ ] [ ] [ ]( )''' Β∪ΑΓ∪Γ∪ΑΒ∪Γ∪ΒΑ= P (από τον 1ο Νόμο De Morgan) 

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( )''' Β∪ΑΓ+Γ∪ΑΒ+Γ∪ΒΑ= PPP (από το Αξίωμα iii  

της Πλήρους Προσθετικότητας των Πιθανοτήτων, 

επειδή τα  [ ] [ ]',' Γ∪ΑΒΓ∪ΒΑ  και  [ ]'Β∪ΑΓ  
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είναι ξένα μεταξύ τους ενδεχόμενα) 

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( )Β∪Α−Γ+Γ∪Α−Β+Γ∪Β−Α= PPP  

( ) [ ]( ) ( ) [ ]( )Γ∪ΑΒ−Β+Γ∪ΒΑ−Α= PPPP  

( ) [ ]( )Β∪ΑΓ−Γ+ PP (από την 2η Ιδιότητα) 

( ) ( ) ( ) ( )ΒΓ∪ΒΑ−Β+ΑΓ∪ΑΒ−Α= PPPP  

( ) ( )ΓΒ∪ΓΑ−Γ+ PP (από την Παρατήρηση Ι.1.5.i.α ) 

( ) ( ) ( ) ( )ΑΒΓ+ΑΓ−ΑΒ−Α= PPPP  

( ) ( ) ( ) ( )ΑΒΓ+ΑΓ−ΑΒ−Β+ PPPP  

( ) ( ) ( ) ( )ΑΒΓ+ΒΓ−ΑΓ−Γ+ PPPP (από το Προσθετικό 

Θεώρημα: 3η Ιδιότητα), 
δηλαδή 

( ) ( ) ( )[ ] ( ).32 ΑΒΓ−ΒΓ+ΑΓ+ΑΒ= PPPPp  

• ( )ΒΓΑ∪ΓΑΒ∪ΑΒΓ= '''2 Pp  

( ) ( ) ( )ΒΓΑ+ΓΑΒ+ΑΒΓ= ''' PPP   (  από το Αξίωμα iii της Πλήρους 

Προσθετικότητας των Πιθανοτήτων, 

επειδή τα  '',' ΓΑΒΑΒΓ  και  ΒΓΑ'  

είναι ξένα μεταξύ τους ενδεχόμενα) 

( ) ( ) ( )Α−ΒΓ+Β−ΑΓ+Γ−ΑΒ= PPP  

( ) ( ) ( ) ( )ΑΒΓ−ΑΓ+ΑΒΓ−ΑΒ= PPPP  

( ) ( )ΒΓΑ−ΒΓ+ PP (από την 2η Ιδιότητα), 

δηλαδή 
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( ) ( ) ( )[ ] ( ).32 ΑΒΓ−ΒΓ+ΑΓ+ΑΒ= PPPPp  

•  

( ).3 ΑΒΓ= Pp  

ii. Είναι σαφές ότι 

( ) .,,
3

∑
=

=ΓΒΑ
ki

ipόόkάύP μεναενδεχτααπχιστοντουλνσυμβονα  

για κάθε  .3,2,1,0=k  

  Εφαρμόζοντας  τους  ανωτέρω  Τύπους  στα  δεδομένα  της  Εφαρμογής  Ι.1.12  για  τον 

υπολογισμό  της  πιθανότητας  κατά  την  οποία  ένας  σπουδαστής  περνά  επιτυχώς  μόνον 

(:ακριβώς)  ένα  Μάθημα  (=ποσοστό  σπουδαστών  οι  οποίοι  πέρασαν  επιτυχώς  μόνον  ένα 

Μάθημα),  καθώς  και  για  τον  υπολογισμό  της πιθανότητας  κατά  την οποία  ένας  σπουδαστής 

περνά επιτυχώς μόνον  (:ακριβώς) δύο Μαθήματα  (=ποσοστό σπουδαστών οι οποίοι πέρασαν 

επιτυχώς μόνον δύο Μαθήματα), λαμβάνουμε 

 
( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]

( )
[ ] [ ] [ ]

05.0
15.0320.025.035.023.04.05.0

3
2

)(

321

323121321

1

=
+++−++=

ΜΜΜ+
ΜΜ+ΜΜ+ΜΜ−Μ+Μ+Μ=

=
Μ

P
PPPPPP

p
άέόώάήέP ημαθνανονμςεπιτυχπερνςσπουδαστνας

 

και 

 ( ) ( ) ( )[ ] ( )
[ ] [ ]15.0320.025.035.0

3

)(

321323121

2

−++=
ΜΜΜ−ΜΜ+ΜΜ+ΜΜ=

=
Μ

PPPP
p

ήύόώάήέP ματααθοδνονμςεπιτυχπερνςσπουδαστνας

 

        .35.0=  ■ 
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 Δ. ΔΕΣΜΕΥΜΕΝΕΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΕΣ ΚΑΙ ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΤΙΚΟΣ ΤΥΠΟΣ  
  ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ. ΑΝΕΞΑΡΤΗΤΑ ΕΝΔΕΧΟΜΕΝΑ 

  Μία  πολύ  σημαντική  έννοια  για  όλη  την  συνέχεια  είναι  η  έννοια  της  δεσμευμένης 

πιθανότητας: 

 

Ι.1.15.  Ορισμός.  Για  δύο  ενδεχόμενα  Α   και  Β   σε  κοινό  δειγματοχώρο, η  δεσμευμένη  (υπό 

συνθήκη) πιθανότητα του Β  δοθέντος του Α  ορίζεται από την σχέση: 

( ) ( )
( ) ( )( ) .0/ >Α
Α
ΑΒ

=ΑΒ P
P

PP  ■ 

 

 

  Aπό τον Ορισμό αυτόν έπεται αμέσως η 

4η Ιδιότητα (Πολλαπλασιαστικός Τύπος των Πιθανοτήτων) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).// ΒΑΒ=ΑΒΑ=ΑΒ PPPPP  

Γενικότερα, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )....///... 12121312121 −ΑΑΑΑΑΑΑΑΑΑ=ΑΑΑ ννν PPPPP L  

 

  Είναι λογικό τώρα να αναρωτηθούμε για το πότε δύο ενδεχόμενα  Α  και  Β  μπορούν να 

αλληλοεπηρεάζονται, υπό την έννοια ότι: 

( ) ( )Β≠ΑΒ PP /    ε ί τ ε    ( ) ( )Α≠ΒΑ PP / . 

Προφανώς, εάν 

( ) ( )Β≠ΑΒ PP /    κ α ι    ( ) ( )Α≠ΒΑ PP / , 

τότε η πιθανότητα εμφάνισης καθενός από τα δύο ενδεχόμενα δεν επηρεάζεται καθόλου από 

προαπαιτούμενη  εμφάνιση  του άλλου.  Έτσι,  στην περίπτωση αυτή  τα  ενδεχόμενα  Α   και  Β  

είναι,  και  ονομάζονται,  ανεξάρτητα  μεταξύ  τους.  Δίνουμε  συναφώς  τους  ακόλουθους 

γενικότερους Ορισμούς περί την έννοια της (πιθανοθεωρητικής) ανεξαρτησίας: 
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Ι.1.16. Ορισμός.  

i). Δύο ενδεχόμενα  Α   και  Β   σε  κοινό δειγματοχώρο καλούνται ανεξάρτητα  (ή  στοχαστικώς 

ανεξάρτητα), εάν  

( ) ( ) ( ).ΒΑ=ΑΒ PPP  

ii).  Γενικότερα,  τα  ν   ενδεχόμενα  νΑΑΑ ,...,, 21   καλούνται  ανεξάρτητα  (ή  στοχαστικώς 

ανεξάρτητα), εάν 

( ) ( ) ( ) ( )
rr iiiiii PPPP ΑΑΑ=ΑΑΑ L

2121
...  

για κάθε  ν≤<<<≤ riii ...1 21  και κάθε  ν≤≤ r2 . 

iii). Έστωσαν  κΠΠΠ ,...,, 21  πειράματα τύχης και  κΩΩΩ ,...,, 21  οι αντίστοιχοι δειγματοχώροι. 

Τα  iΠ   καλούνται  στοχαστικώς  (ή  στατιστικώς)  ανεξάρτητα,  όταν  για  κάθε 

κ,...,2,1, =Ω⊆Α iii  ισχύει η σχέση: 

( ) ( ) ( ) ( )κκ ΑΑΑ=ΑΑΑ PPPP L2121 ... . ■ 

 

 

  Ας δώσουμε κάποια ενδεικτικά Παραδείγματα διαχείρισης των εννοιών αυτών. 

 

Ι.1.17. Παράδειγμα. Εάν τα ενδεχόμενα Α  και Β  είναι ανεξάρτητα, τότε  

i).   τα ενδεχόμενα Α  και  'Β  είναι ανεξάρτητα, 

ii). τα ενδεχόμενα  'Α  και Β  είναι ανεξάρτητα,  

iii). τα ενδεχόμενα  'Α  και  'Β  είναι ανεξάρτητα. 

Απόδειξη. Επειδή τα ενδεχόμενα Α  και Β  είναι ανεξάρτητα, ισχύει η σχέση: 

( ) ( ) ( ).ΒΑ=ΑΒ PPP  

i. Είναι 

( ) ( ) ( ) ( )ΑΒ−Α=Β−Α=ΑΒ PPPP ' (από την 2η Ιδιότητα) 

( ) ( ) ( )ΒΑ−Α= PPP (από την σχέση  ( ) ( ) ( )ΒΑ=ΑΒ PPP ) 

( ) ( )[ ]Β−Α= PP 1  

( ) ( )'ΒΑ= PP (από την 1η Ιδιότητα), 
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δηλαδή τα ενδεχόμενα Α  και  'Β  είναι ανεξάρτητα. 

ii. Ομοίως, 

( ) ( ) ( ) ( )ΑΒ−Α=Β−Α=ΑΒ PPPP (από την 2η Ιδιότητα) 

( ) ( ) ( )ΒΑ−Β= PPP (από την σχέση  ( ) ( ) ( )ΒΑ=ΒΑ PPP ) 

( ) ( )[ ]Α−Β= PP 1  

( ) ( )'ΑΒ= PP (από την 1η Ιδιότητα), 

δηλαδή τα ενδεχόμενα  'Α  και Β  είναι ανεξάρτητα. 

iii. Τέλος, 

( ) [ ]( )''' Β∪Α=ΒΑ PP (από τον 1ο Νόμο De Morgan) 

( )Β∪Α−= P1 (από την 1η Ιδιότητα) 

( ) ( ) ( )ΑΒ+Β−Α−= PPP1 (από το Προσθετικό Θεώρημα:3η Ιδιότητα) 

( ) ( ) ( )ΑΒ+Β−Α= PPP ' (από την 1η Ιδιότητα) 

( ) ( ) ( ) ( )ΒΑ+Β−Α= PPPP ' (από την σχέση  ( ) ( ) ( )ΒΑ=ΑΒ PPP ) 

( ) ( ) ( )[ ]Α−Β−Α= PPP 1'  

( ) ( ) ( )'' ΑΒ−Α= PPP (από την 1η Ιδιότητα) 

( ) ( )[ ]Β−Α= PP 1'  

( ) ( )'' ΒΑ= PP (από την 1η Ιδιότητα), 

και άρα τα ενδεχόμενα  'Α  και  'Β  είναι ανεξάρτητα. ■ 
 

 

Ι.1.18. Παράδειγμα. Εάν τα ενδεχόμενα  ΒΑ,  και Γ  είναι τελείως ανεξάρτητα, τότε 

i).   τα ενδεχόμενα Α  και ΒΓ  είναι ανεξάρτητα, 

ii). τα ενδεχόμενα Β  και ΑΓ  είναι ανεξάρτητα,  

iii). τα ενδεχόμενα Γ  και ΑΒ  είναι ανεξάρτητα. 

Απόδειξη.  Εφόσον  τα  ΒΑ,   και  Γ   είναι  τελείως  ανεξάρτητα,  ισχύουν,  εξ  ορισμού,  οι 

ακόλουθες σχέσεις: 
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ),

,
,

ΓΒ=ΒΓ
ΒΑ=ΑΒ

ΓΒΑ=ΑΒΓ

PPP
PPP

PPPP
 

και 

( ) ( ) ( ).ΑΓ=ΓΑ PPP  

Από την πρώτη και τρίτη κατά σειρά από αυτές τις σχέσεις, λαμβάνουμε 

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ),ΒΓΑ=ΓΒΑ=ΑΒΓ=ΒΓΑ PPPPPPP  

Δηλαδή  αποδεικνύουμε  ότι  τα  ενδεχόμενα  Α   και  ΒΓ   είναι  ανεξάρτητα.  Ομοίως 

αποδεικνύονται και οι άλλοι δύο ισχυρισμοί του Παραδείγματος. ■ 
 

 

Ι.1.19. Παράδειγμα. Ας υποθέσουμε ότι για τα ανεξάρτητα ενδεχόμενα  ΒΑ,  και Γ , έχουμε 

( ) ( ) βα =ΓΒΑ=Α ''', PP και ( ) .''' γ=Γ∪Β∪ΑP  

Εάν  

( ) ,'' xP =ΓΒΑ  

τότε να δειχθεί ότι η πιθανότητα  x  ικανοποιεί την εξίσωση 

( )( )[ ] ( )( ) .011112 =−−+−+−−+ γαβγαααβα xx  

Απόδειξη. Έχουμε 

( ) [ ]( )ΓΒ∪Α=ΓΒΑ= ''' PPx (από τον 1ο Νόμο De Morgan) 

[ ]( ) ( ) [ ]( )ΓΒ∪Α−Γ=Β∪Α−Γ= PPP (από την 2η Ιδιότητα) 

( ) ( )ΒΓ∪ΑΓ−Γ= PP (από την Παρατήρηση Ι.1.5.i.α) 

( ) ( ) ( ) ( )ΑΒΓ+ΒΓ−ΑΓ−Γ= PPPP           (από το Προσθετικό Θεώρημα: 3η 

Ιδιότητα) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ΓΒΑ+ΓΒ−ΓΑ−Γ= PPPPPPPP      (από την ανεξαρτησία 

των ενδεχομένων  ΒΑ, και Γ ), 

και άρα  

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )[ ] ( ).1111 ΓΒ−−=−ΓΒ−−Γ= PPPPPx ααα (1) 
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Επίσης 

( ) ( ) ( ) ( )'''''' ΓΒΑ=ΓΒΑ= PPPPβ    (επειδή από την ανεξαρτησία των  ΒΑ,   

και Γ  έπεται η ανεξαρτησία των  ',' ΒΑ   

και  'Γ , ακριβώς αναλόγως όπως αποδεί‐ 

χθηκε στο Παράδειγμα Ι.1.18.iii.) 

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]Γ−Β−Α−= PPP 111 (από την 1η Ιδιότητα), 

δηλαδή 

( ) ( )[ ] ( )[ ].111 Γ−Β−−= PPαβ (2) 

Τέλος, 

( ) [ ]( )'''' ΑΒΓ=Γ∪Β∪Α= PPγ (από τον 4ο Νόμο De Morgan) 

( )ΑΒΓ−= P1 (από την 1η Ιδιότητα) 

( ) ( ) ( )ΓΒΑ−= PPP1 (από την ανεξαρτησία των  ,,ΒΑ Γ :Ορισμός Ι.1.17.i) 

και επομένως 

( ) ( ).1 ΓΒ−= PPαγ (3) 

 

  Έτσι, συνδυασμός των (1) και (2) δίνει 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ⇒=Γ+⇒Γ=Γ−⇒
Γ−

Γ
= xPxPPxx

P
Px ββ

β 1
 

( ) .
β+

=Γ
x

xP (4) 

Επι πλέον, από τις (3) και (4), λαμβάνουμε 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )⇒+−=Β⇒

Β−+=+⇒
+

Β−=

βγα

αβγβ
β

αγ

xPx

Pxxx
x

xP

1

1
 

( ) ( )( ) .1
x
xP

α
βγ +−

=Β (5) 
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  Αντικαθιστώντας τώρα τις εκφράσεις (4) και (5) μέσα στην (1), συμπεραίνουμε ότι 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ,111111
βα

βγαα
βα

βγα
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−

−=
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +−
−−=

x
xx

x
x

x
xx  

δηλαδή  

( ) ( ) ( )( )( ),111 βγαααβα +−−−−=+ xxxx  

ή  

( ) ( )( ) ( )( ) ,111112 βγαγαααβαα −−−−−−−=+ xxxx  

που οδηγεί στην ζητούμενη εξισωτική σχέση 

( )( )[ ] ( )( ) .011112 =−−+−+−−+ γαβγαααβα xx  

  Να σημειωθεί ότι, επειδή το  x  αναπαριστά πιθανότητα, πρέπει αμφότερες οι ρίζες αυτής 

της εξίσωσης να είναι θετικές, συνεπώς και το άθροισμά τους, ήτοι  

( )( )

( )α
α
βαγ

α
βαγααβγαα

−+
−

>⇒

−
>+−⇒>−−+−

1
1

1
1011

 

δηλαδή πρέπει να ισχύει 

( ) .
1

1 2

α
βααγ

−
+−

>

Η Απόδειξη είναι πλήρης. ■ 
 

 

Ι.1.20.  Παράδειγμα.(Πρόβλημα  του  Huyghens)  Δύο  (αντίπαλα  ή  μη)  Πολεμικά  Αεροσκάφη 

ρίπτουν   α λ λ η λ ο δ ι α δ ό χ ω ς   βόμβες εναντίον διαδοχικών διαφορετικών Στόχων έκαστος 

των  οποίων  απαρτίζεται  από  12   διακριτά  σημεία.  Τα  σημεία  αυτά  έχουν  χωρισθεί  και 
διαβαθμισθεί  από  το <<1>>  έως  το <<6 >>  αναλόγως  της σπουδαιότητάς  τους,  έτσι ώστε  να 

υπάρχουν συνολικά ακριβώς δύο σημεία σπουδαιότητας  ίσης με <<1>>, ακριβώς δύο σημεία 
σπουδαιότητας ίσης με << 2 >>, κ. ο .κ . 
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  Το  1ο  Αεροσκάφος  θεωρείται  ότι  επιτυγχάνει  στην  αποστολή  του,  εάν  σε  μία  ρίψη 

καταφέρει  να  προσβάλλει  διακριτά  σημεία  ενός  Στόχου  του  με  άθροισμα  πόντων 

σπουδαιότητας των προσβληθέντων σημείων  ίσο με <<6 >>     π ρ ο τ ο ύ      το 2ο Αεροσκάφος 

καταφέρει  να  προσβάλλει  διακριτά  σημεία  ενός  Στόχου  του  με  άθροισμα  πόντων 

σπουδαιότητας  των  προσβληθέντων  σημείων  ίσο  με  <<7 >>  περίπτωση  κατά  την  οποία 

θεωρείται ότι το 2ο Αεροσκάφος επιτυγχάνει στην αποστολή του. 

  Εάν το 1ο Αεροσκάφος αρχίζει πρώτο τις ρίψεις του, ποια είναι η πιθανότητα να επιτύχει 

στην αποστολή του; 

Απάντηση. Προφανώς, η ζητούμενη πιθανότητα είναι  

P (<<το 1ο Αεροσκάφος επιτυγχάνει στην αποστολή του>>) 

∑
∞

=

=
0ν

P (<<το 1ο Αεροσκάφος επιτυγχάνει στην αποστολή του κατά την ρίψη του  )1( +ν οστού 

Στόχου>>). 

Ακόμη, σύμφωνα με τον Πολλαπλασιαστικό Τύπο των Πιθανοτήτων (: 4η Ιδιότητα), έχουμε 

P (<<το 1ο Αεροσκάφος επιτυγχάνει στην αποστολή του κατά την ρίψη του  )1( +ν οστού  

Στόχου>>) 

  = (P <<το 1ο Αεροσκάφος επιτυγχάνει στην αποστολή του κατά την ρίψη βόμβας>> 

και 

<<τα δύο Αεροσκάφη δεν επιτυγχάνουν στις αποστολές τους καθ’ όλες τις προηγούμενες ν  

ρίψεις βομβών>>) 

  = P (<< τα δύο Αεροσκάφη δεν επιτυγχάνουν στις αποστολές τους καθ’ όλες τις  

προηγούμενες ν  ρίψεις βομβών>>) 

×  
     P (<<το 1ο Αεροσκάφος επιτυγχάνει στην αποστολή του κατά την ρίψη βόμβας>> / 

<<τα δύο Αεροσκάφη δεν επιτυγχάνουν στις αποστολές τους 

 καθ’ όλες τις προηγούμενες ν  ρίψεις βομβών>>) 

Όμως, λόγω της ανεξαρτησίας των ενδεχομένων, έχουμε 

P (<< τα δύο Αεροσκάφη δεν επιτυγχάνουν στις αποστολές τους καθ’ όλες τις  

προηγούμενες ν  ρίψεις βομβών>>) 
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  = P (<< το 1ο Αεροσκάφος δεν επιτυγχάνει στην αποστολή του καθ’ όλες τις  

προηγούμενες ν  ρίψεις βομβών>>) 

×  
     P (<< το 2ο Αεροσκάφος δεν επιτυγχάνει στην αποστολή του καθ’ όλες τις  

προηγούμενες ν  ρίψεις βομβών>>) 

  = 21
21
νν qq  

και  

     P (<<το 1ο Αεροσκάφος επιτυγχάνει στην αποστολή του κατά την ρίψη βόμβας>> / 

<<τα δύο Αεροσκάφη δεν επιτυγχάνουν στις αποστολές τους 

 καθ’ όλες τις προηγούμενες ν  ρίψεις βομβών>>) 

  = 1p , 

όπου 

Ppi =: (<<το iοστό Αεροσκάφος επιτυγχάνει στην αποστολή του κατά την ρίψη  

βόμβας>> 

και  

ii pq −= 1:  

( ).2,1=i  Δεδομένου ότι, εξ υποθέσεως, έχουμε 

36
5

1 =p  και  ,
36
6

2 =p  

καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι 

P (<<το 1ο Αεροσκάφος επιτυγχάνει στην αποστολή του>>) 

21
1

1
0

21

1
1

qq
p

pqq

−
=

= ∑
∞

=ν

νν

 

.
61
30

36
30

36
311

1
36
5

=
−

=  ■ 
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Ι.1.21. Παράδειγμα. Τρεις Σκοπευτές  21 ,ΣΣ  και  3Σ  βάλλουν έκαστος άπαξ, κατά την ανωτέρω 

σειρά, εναντίον αντιστοίχων Στόχων, με πιθανότητα επιτυχίας ίση με  21 , μέχρις ότου ένας από 

τους Σκοπευτές πλήξει επιτυχώς τον αντίστοιχο Στόχο. Τότε θα θεωρείται ότι ο Σκοπευτής αυτός 

θα έχει ολοκληρώσει επιτυχώς την αποστολή του, ενώ οι άλλοι δύο ότι απέτυχαν.  

  Με δεδομένο ότι ο Στόχος θα προσβληθεί οπωσδήποτε επιτυχώς από κάποιον Σκοπευτή, 

να υπολογισθεί η πιθανότητα εκάστου να ολοκληρώσει επιτυχώς την αποστολή του.  

Απάντηση. Έστωσαν 

iΚ :<<το ενδεχόμενο κατά το οποίο ο  iΣ  θα πλήξει επιτυχώς τον αντίστοιχο 

 Στόχο >>  ( )3,2,1=i  

και 

      νΑ :<<το ενδεχόμενο άστοχης βολής του  νΣ >>  ( ).2,1=ν  

Επειδή 

12 Α⊂Κ  και  213 ΑΑ⊂Κ , 

μπορούμε να γράψουμε 

212 ΚΑ=Κ  και  .3213 ΚΑΑ=Κ  

  Έτσι, εάν θέσουμε 

( ) ( ),3,2,1=Κ= iP iiκ  

τότε, σύμφωνα με το Πολλαπλασιαστικό Θεώρημα (: 4η Ιδιότητα), θα έχουμε 

( ) ( ) ( ) ( ) ,
2
1/ 11212122 κκ =ΑΚΑ=ΚΑ=Κ= PPPP

καθότι, άπαξ και αστοχήσει ο  1Σ , ο  2Σ  βάλλει πρώτος και επομένως 

( ) ( ) ./ 1112 κ=Κ=ΑΚ PP  
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  Ομοίως, 

( ) ( ) ( ) ( ) ,
4
1/ 12132132133 κκ =ΑΑΚΑΑ=ΚΑΑ=Κ= PPPP  

καθόσον τα ενδεχόμενα  1Α  και  2Α  είναι ανεξάρτητα και άρα 

( ) ( ) ( )
4
1

2
1

2
1

2121 ==ΑΑ=ΑΑ PPP  

καθότι, άπαξ και αστοχήσoυν οι  1Σ  και  2Σ , ο  3Σ  βάλλει πρώτος και επομένως 

( ) ( ) ./ 11213 κ=Κ=ΑΑΚ PP  

  Επειδή,  εξ  υποθέσεως  ο  Στόχος  θα  προσβληθεί  οπωσδήποτε  επιτυχώς  από  κάποιον 

Σκοπευτή, μπορούμε να θεωρήσουμε και την επί πλέον σχέση: 

.1321 =++ κκκ  

  Συνδυασμός όλων των παραπάνω (εντός πλαισίων) Σχέσεων, οδηγεί στο συμπέρασμα ότι 

7
2,

7
4

21 == κκ  και  .
7
1

3 =κ  

■ 
 

 

Ι.1.22.  Παράδειγμα  .  N   Σκοπευτές  NΣΣΣ ,...,, 21   πυροβολούν  εναντίον  Στόχου  κατά  την 

ανωτέρω  σειρά,  έκαστος  άπαξ  με  πιθανότητα  επιτυχίας  ίση  με  p ,  μέχρις  ότου  ένας  από 

αυτούς  προσβάλλει  επιτυχώς  τον  Στόχο.  Τότε  θεωρείται  ότι  ο  Σκοπευτής  αυτός  ολοκλήρωσε 

επιτυχώς την αποστολή του,  και η όλη διαδικασία τερματίζεται με όλους τους υπολοίπους να 

θεωρείται ότι απέτυχαν.  

  Ποια η πιθανότητα εκάστου Σκοπευτή να ολοκληρώσει επιτυχώς την αποστολή του; 

Απάντηση. Όπως στο προηγούμενο Παράδειγμα, θέτουμε 
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iΚ :<<το ενδεχόμενο κατά το οποίο ο  iΣ  θα προσβάλλει επιτυχώς τον Στόχο >> 

( )Ni ,...,2,1=  

και 

νΑ :<<το ενδεχόμενο άστοχης βολής του  νΣ >>  ( ).,...,2,1 N=ν  

Ακόμη, θέτουμε 

Ẽ: <<το ενδεχόμενο κατά το οποίο κανείς Σκοπευτής δεν θα προσβάλλει επιτυχώς τον 
Στόχο >>. 

  Επειδή, προφανώς, 

12121312 ...,...,, −ΑΑΑ⊂ΚΑΑ⊂ΚΑ⊂Κ NN  και Ẽ NΑΑΑ⊂ ...21 , 

μπορούμε να γράψουμε 

NNN ΚΑΑΑ=ΚΚΑΑ=ΚΚΑ=Κ −1213213212 ...,...,,  και Ẽ NΑΑΑ= ...21 Ẽ. 

Έτσι, εισάγοντας τους συμβολισμούς 

( ) ( )NiP ii ,...,2,1=Κ=κ  και ε̃ (P= Ẽ ) , 

και εφαρμόζοντας το Πολλαπλασιαστικό Θεώρημα (: 4η Ιδιότητα), διαπιστώνουμε ότι, σύμφωνα 

με το ίδιο σκεπτικό με αυτό του προηγούμενου Θεωρήματος, ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις: 

( ) ,122 κκ qP =Κ=  

( ) ,1
2

33 κκ qP =Κ=  

…………………….. 

( ) ,1
1κκ −=Κ= N

NN qP  

ε̃ (P= Ẽ ) Nq= (: η πιθανότητα κατά την οποία όλοι οι Σκοπευτές θα αστοχήσουν), 

όπου χρησιμοποιήσαμε τον συμβολισμό  .1 pq −=  Όμως 
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++++ Nκκκ ...21 ε̃ 1= , 

και επομένως, βάσει των ανωτέρω Σχέσεων, έχουμε 

( ) .11
1

11...1 11
12

1 pqq
q

qqqqq N
N

NN =−=⇒−=
−
−

⇒=+++++ − κκκ  

Αντικαθιστώντας την έκφραση αυτή του  1κ  μέσα στις παραπάνω Σχέσεις, συμπεραίνουμε ότι η 

πιθανότητα  κάθε  Σκοπευτή  iΣ   να  ολοκληρώσει  επιτυχώς  την αποστολή  του,  προσβάλλοντας 

επιτυχώς τον Στόχο, είναι ίση με 

( )Niqp i
i ,...,2,11 == −κ  και ε̃ .Nq=  ■ 

 

 

Ι.1.23. Παράδειγμα. Τρία Άρματα  21 , ΤΤ  και  3Τ  ρίπτουν άπαξ τα πυρά τους κατά την ως άνω 

σειρά σημαδεύοντας έκαστο εξ αυτών τον δικό του Στόχο. Κάθε Στόχος αποτελείται από έξι  ( )6  

επί μέρους συνιστώσες. Το πρώτο από τα τρία Άρματα που θα καταφέρει να πλήξει και τις έξι 

συνιστώσες  του  Στόχου  του θεωρείται  ότι  επέτυχε  στην αποστολή  του,  και  η  όλη  διαδικασία 

τερματίζεται με τα υπόλοιπα δύο να θεωρείται ότι απέτυχαν. 

i). Ποια η πιθανότητα ενός εκάστου από τα τρία Άρματα να επιτύχει στην αποστολή του; 

ii).Με δεδομένο ότι κάποιο από τα τρία αυτά Άρματα θα καταφέρει οπωσδήποτε να πλήξει και 

τις  έξι  συνιστώσες  του  Στόχου  του,  να  υπολογισθεί  η  πιθανότητα  ενός  εκάστου  από  τα  τρία 

Άρματα να επιτύχει στην αποστολή του. 

Απάντηση. Έστωσαν 

  iΚ :<<το ενδεχόμενο κατά το οποίο το Άρμα  iΤ  θα καταφέρει να πλήξει και τις έξι  

συνιστώσες του Στόχου του>>  ( )3,2,1=i  

και  

  νΑ :<<το ενδεχόμενο κατά το οποίο το Άρμα  νΤ  δεν θα καταφέρει να πλήξει και  
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τις έξι συνιστώσες του Στόχου του>>  ( ).3,2,1=ν  

i. Θέτουμε 

Ẽ: <<το ενδεχόμενο κατά το οποίο κανένα Άρμα δεν θα καταφέρει να πλήξει και  

τις έξι συνιστώσες του Στόχου του>>. 

Επειδή 

21312 , ΑΑ⊂ΚΑ⊂Κ  και Ẽ ,321 ΑΑΑ⊂ , 

μπορούμε να γράψουμε 

3213212 , ΚΑΑ=ΚΚΑ=Κ  και Ẽ 321 ΑΑΑ= Ẽ 

αντιστοίχως. Έτσι, εισάγοντας τους συμβολισμούς 

( ) ( )3,2,1=Κ= iP iiκ  και ε̃ (P= Ẽ ) , 

και εφαρμόζοντας το Πολλαπλασιαστικό Θεώρημα (: 4η Ιδιότητα), έχουμε 

( ) ( ) ( ) ( ) .
6
5/ 11212122 κκ =ΑΚΑ=ΚΑ=Κ= PPPP (1) 

Η  τελευταία  ισότητα  προκύπτει  γιατί  ( ) 651 =ΑP   και  γιατί,  άπαξ  και  το  Άρμα  1Τ   δεν 

καταφέρει  να  πλήξει  και  τις  έξι  ( )6   συνιστώσες  του  Στόχου  του,  το  Άρμα  2Τ   θα  δοκιμάσει 

πρώτο και επομένως 

( ) ( ) ./ 1112 κ=Κ=ΑΚ PP  

Ομοίως, 

( ) ( ) ( ) ( ) .
36
25/ 12132132133 κκ =ΑΑΚΑΑ=ΚΑΑ=Κ= PPPP (2) 

Η τελευταία ανισότητα προκύπτει αφενός από την ανεξαρτησία των ενδεχομένων  1Α  και  2Α , 

σύμφωνα προς την οποία 
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( ) ( ) ( ) ,
36
25

6
5

6
5

2121 =×=ΑΑ=ΑΑ PPP  

και  αφετέρου γιατί, άπαξ και τα Άρματα  1Τ  και  2Τ δεν καταφέρουν να πλήξουν και τις έξι  ( )6  

συνιστώσες των Στόχων τους, το Άρμα  3Τ  θα δοκιμάσει πρώτο και επομένως 

( ) ( ) ./ 11213 κ=Κ=ΑΑΚ PP  

Τέλος, η πιθανότητα κατά την οποία όλα τα Άρματα δεν θα καταφέρουν να πλή‐ 

ξουν και τις έξι συνιστώσες των Στόχων τους είναι ίση με 

ε̃ (P= Ẽ ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
216
125

6
5

3

3

321321 ==ΑΑΑ=ΑΑΑ= PPPP (3) 

λόγω της ανεξαρτησίας των ενδεχομένων  21 ,ΑΑ  και  .3Α  Καθώς 

+++ 321 κκκ ε̃ 1= , 

διαπιστώνουμε ότι 

.
216
91

216
1251

36
25

6
511 =−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++κ  

Με άλλα λόγια η πιθανότητα κατά την οποία το πρώτο από τα τρία Άρματα θα καταφέρει να 

πλήξει και τις έξι συνιστώσες του Στόχου του και να επιτύχει στην αποστολή του ισούται με 

.
546
91

1 =κ  

Επί πλέον, βάσει των ανωτέρω Σχέσεων (1),(2) και (3), συμπεραίνουμε ότι 

19656
2275,

3276
455

32 == κκ  και ε̃ .
216
125

=  

ii. Κατά την ίδια λογική με το Μέρος i, έχουμε 
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12 6
5κκ =  και  .

36
25

13 κκ =  

Όμως τώρα 

321 κκκ ++ 1= . 

Συνδυασμός των Σχέσεων αυτών οδηγεί στο συμπέρασμα ότι 

,
91
36

1 =κ
91
30

2 =κ  και 
91
25

3 =κ .■ 

  Ε. ΘΕΩΡΗΜΑ ΟΛΙΚΗΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ ΚΑΙ ΤΥΠΟΣ ΤΟΥ BAYES 

  Ολοκληρώνουμε  την αναφορά μας στο παρόν Εδάφιο περί βασικών Ορισμών  και Τύπων 

των  στοιχειωδών πιθανοτήτων σε απαριθμητούς  δειγματοχώρους με  την  παράθεση  των  δύο 

τελευταίων θεμελιωδών Ιδιοτήτων: 

 

5η Ιδιότητα (Θεώρημα Ολικής Πιθανότητας). Εάν 

=ΒΒ ji Ø  ( )νμε ,...2,1,, =≠ jiji  και  ,...21 νΒ∪∪Β∪Β⊂Α  

τότε 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ./...// 2211 νν ΒΒΑ++ΒΒΑ+ΒΒΑ=Α PPPPPPP  

και 

6η Ιδιότητα (Τύπος ή Θεώρημα Bayes). Εάν 

=ΒΒ ji Ø  ( )νμε ,...2,1,, =≠ jiji  και  ,...21 νΒ∪∪Β∪Β⊂Α  

τότε 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

/...//
/

/
2211 νν ΒΒΑ++ΒΒΑ+ΒΒΑ
ΒΒΑ

=ΑΒ
PPPPPP

PP
P ii

i  
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  Η 5η  Ιδιότητα είναι ευθεία απόρροια του Ορισμού  Ι.1.15 καθώς και του Αξιώματος  iii  της 

Πλήρους Προσθετικότητας των πιθανοτήτων του Ορισμού Ι.1.6, καθόσον  

( ) ( )
( )i

i
i P

PP Β
ΑΒ=ΒΑ /  

και επί πλέον τα ενδεχόμενα  νΑΒΑΒΑΒ ,...,, 21  είναι ξένα μεταξύ τους: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ./...//

...

2211

21

νν

ν

ΒΒΑ++ΒΒΑ+ΒΒΑ=
ΑΒ+ΑΒ+ΑΒ=Α

PPPPPP
PPPP

 

  H 6η Ιδιότητα είναι άμεση συνέπεια της 5ης Ιδιότητας και του Ορισμού Ι.1.15, επειδή  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Α=ΒΒΑ++ΒΒΑ+ΒΒΑ PPPPPPP νν/...// 2211  

και επειδή  ( ) ( )ii PP ΒΒΑ / : 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

/...//
/

/...//

/

2211

2211

νν

νν

ΒΒΑ++ΒΒΑ+ΒΒΑ
ΒΒΑ

=

ΒΒΑ+ΒΒΑ+ΒΒΑ
ΑΒ

=

Α
ΑΒ

=ΑΒ

PPPPPP
PP

PPPPPP
P

P
P

P

ii

i

i
i

 

 

 

Ι.1.24. Παράδειγμα. Υποθέτουμε ότι μία εστία φωτιάς μπορεί να διαδοθεί δημιουργώντας  1,0  

ή  2  νέες εστίες με πιθανότητες  ( ) ( )21,41  και  ( )21  αντιστοίχως. Μόλις δημιουργήσει τις νέες 

εστίες φωτιάς, η αρχική εστία θεωρείται ότι εξαφανίζεται. 

  Αρχίζοντας με μία μόνον  εστία φωτιάς,  ας  συμβολίσουμε με  iΧ   τον αριθμό  των  εστιών 

φωτιάς  που  θα  προκύψουν  τοιουτοτρόπως  κατά  την  ήiοστ   διάδοση  και  δημιουργία  νέων 

εστιών. 
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  Να υπολογισθούν 

i). η πιθανότητα  ( ),02 >ΧP  

ii).η πιθανότητα κατά την οποία  21 =Χ  με δεδομένο ότι  .12 =Χ  

Απάντηση. i. Προφανώς, λόγω της 1ης Ιδιότητας, έχουμε 

( ) ( ).010 22 =Χ−=>Χ PP  

Εξ άλλου, σύμφωνα προς το Θεώρημα της Ολικής Πιθανότητας (: 5η Ιδιότητα), 

( ) ( ) ( )0/000 1212 =Χ=Χ=Χ==Χ PPP  

( ) ( )1/01 121 =Χ=Χ=Χ+ PP  

( ) ( ).2/02 121 =Χ=Χ=Χ+ PP  

Όμως, εξ υποθέσεως, είναι 

( ) ( ) ,10/0,
4
10 121 ==Χ=Χ==Χ PP  

( ) ( ) ,
4
11/0,

2
11 121 ==Χ=Χ==Χ PP  

( ) ( ) ,
16
1

4
1

4
12/0,

4
12 121 ===Χ=Χ==Χ PP  

και  άρα η  πιθανότητα  κατά  την  οποία  οι  εστίες  φωτιάς    δ  ε  ν    θα  εξαληφθούν  κατά  την  2η 

διαδικασία διάδοσης της φωτιάς και δημιουργίας νέων εστιών ισούται με 

( ) .
64
39

64
251

64
1

8
1

4
1102 =−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−=>ΧP  

ii. Σύμφωνα προς το Θεώρημα του Bayes (: 6η Ιδιότητα), έχουμε 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) .

22/111/1
22/1

1/2
112112

112
21 =Χ=Χ=Χ+=Χ=Χ=Χ

=Χ=Χ=Χ
==Χ=Χ

PPPP
PP

P  
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Επειδή, εξ υποθέσεως, είναι 

( ) ( ) ,
2
11/1,

2
11 121 ==Χ=Χ==Χ PP  

( ) ( ) ,
4
1

4
1

2
1

2
1

4
12/1,

4
12 121 =+==Χ=Χ==Χ PP  

συμπεραίνουμε πως, με δεδομένο ότι προέκυψε μία μόνον εστία φωτιάς κατά την 2η διάδοσή 

της, η πιθανότητα όπως οι εστίες της κατά την 1η διάδοση να ήταν δύο ισούται με 
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Ι.1.25.  Παράδειγμα.  Σε  επιστράτευση,  οι  εκ  των  παλαιοτέρων  κληρουχιών  επιστρατευθέντες 

αποτελούν  το  %75   του  συνολικού  Στρατεύσιμου  προσωπικού  μίας  Στρατιωτικής  Μονάδας, 

ενώ  το  υπόλοιπο  %25   σχηματίζεται  από  τους  νυν  υπηρετούντες  την  θητεία  τους 

Στρατευσίμους. 

  Το  %20   των  εκ  των  παλαιοτέρων  κληρουχιών  επιστρατευθέντων  είναι  μη  Μάχιμοι  (: 

Ικανότητας 4 ή Ικανότητας 5), ενώ εκ των νυν υπηρετούντων την θητεία τους Στρατευσίμων το 

ποσοστό των μη Μαχίμων ανέρχεται σε  %10 .  

  Για  την  διεκπεραίωση  μίας  επείγουσας  αποστολής  επιλέγεται  κάποιος  Μάχιμος.  Ποια  η 

πιθανότητα το άτομο τούτο να προέρχεται εκ των παλαιοτέρων κληρουχιών επιστρατευθέντων; 

Να  ερμηνεύσετε  την  απάντηση  σε  σχέση  προς  το  συνολικό  Στρατεύσιμο  προσωπικό  της 

Στρατιωτικής Μονάδας. 

Απάντηση. Έστωσαν τα εξής ενδεχόμενα: 

:Ε <<ο επιλεγείς προέρχεται εκ των παλαιοτέρων κληρουχιών επιστρατευθέντων>>, 
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:Υ <<ο επιλεγείς προέρχεται εκ των νυν υπηρετούντων την θητεία των Στρατευσίμων>> 

και 

:Μ <<ο επιλεγείς είναι Μάχιμος>>. 

Σύμφωνα προς το Θεώρημα του Bayes (: 6η Ιδιότητα), έχουμε 
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Όμως, εξ υποθέσεως, είναι 

( ) ( )
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και  ως  εκ  τούτου,  η  πιθανότητα  ο  επιλεγείς  Μάχιμος  να  προέρχεται  εκ  των  παλαιοτέρων 

κληρουχιών επιστρατευθέντων 

( ) .727.0
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×+×
×

=ΜΕP  

Καταλήγουμε  λοιπόν  στο  ερμηνευτικό  συμπέρασμα  ότι,  από  τους  Μαχίμους  του  συνολικού 

Στρατεύσιμου  προσωπικού  της  Στρατιωτικής  Μονάδας,  το  727 ‰  προέρχεται  εκ  των 

παλαιοτέρων κληρουχιών επιστρατευθέντων. ■ 

 

 

Ι.1.26.  Παράδειγμα.  Στις  Εισαγωγικές  Εξετάσεις  μίας  Στρατιωτικής  Σχολής  κάθε  υποψήφιος 

κρίνεται ως “ικανός” ή “μη ικανός” επί τη βάσει του αν επέτυχε ή απορρίφθηκε σ’ ένα τεστ. 

  Κατά το περασμένο έτος, εκτιμήθηκε ότι από τους πραγματικά “ικανούς” υποψηφίους το 

%80  επέρασαν επιτυχώς το τεστ, και από τους πραγματικά “μη ικανούς”  το  %40  επέρασαν 

επιτυχώς το τεστ. 

  Με  δεδομένο  ότι  το  %40   των  υποψηφίων  ήταν  πραγματικά  “ικανοί”,  ποιο  ήταν  το 

ποσοστό των πραγματικά “ικανών” επιτυχόντων της Στρατιωτικής Σχολής; 
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Απάντηση. Θεωρούμε τα ενδεχόμενα: 

  :Ι <<το ενδεχόμενο κατά το οποίο ο υποψήφιος ήταν (πραγματικά) “ικανός”>> 

και 

  :Ε <<το ενδεχόμενο κατά το οποίο ο υποψήφιος επέτυχε στο τεστ>>. 

Τότε, σύμφωνα προς το Θεώρημα του Bayes (: 6η Ιδιότητα), έχουμε 
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και επειδή, εξ υποθέσεως, είναι 
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συμπεραίνουμε ότι 
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δηλαδή ότι  το ποσοστό  των πραγματικά  “ικανών”  επιτυχόντων  της  Στρατιωτικής  Σχολής ήταν 

περίπου  %68 . ■ 

 

 

Ι.1.28.  Παράδειγμα.  Κιβώτιο  A   περιέχει  1κ   κατάλληλα  προς  χρήση  βλήματα  και  1α  

ακατάλληλα.  Άλλο  κιβώτιο  B   περιέχει  2κ   κατάλληλα  προς  χρήση  βλήματα  και  2α  

ακατάλληλα. 

  Ένα βλήμα εξάγεται από  το κιβώτιο  A   και  τοποθετείται στο  κιβώτιο  B ,  και ακολούθως 

ένα βλήμα εξάγεται από  το κιβώτιο  B   και  τοποθετείται στο κιβώτιο  A .  Τελικώς,  ένα βλήμα 

εξάγεται από το κιβώτιο  A . Ποια η πιθανότητα το βλήμα αυτό να είναι κατάλληλο προς χρήση; 
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Απάντηση. Έστωσαν τα ενδεχόμενα 

  :Κ <<το ενδεχόμενο κατά το οποίο τελικώς εξάγεται βλήμα κατάλληλο προς χρήση από το 

κιβώτιο  A >>, 

:1Κ <<το ενδεχόμενο κατά το οποίο εξάγεται βλήμα κατάλληλο προς χρήση από το κιβώτιο 

A >> 

και 

:2Κ <<το ενδεχόμενο κατά το οποίο εξάγεται βλήμα κατάλληλο προς χρήση από το κιβώτιο 

B >>. 

  Από το Θεώρημα της Ολικής Πιθανότητας (: 5η Ιδιότητα), έχουμε 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) .//

//
'
2

'
1

'
2

'
12

'
12

'
1

'
21

'
212121

ΚΚΚΚΚ+ΚΚΚΚΚ+

ΚΚΚΚΚ+ΚΚΚΚΚ=Κ

PPPP
PPPPP

 

Επειδή, θέτοντας  
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ισχύουν οι Σχέσεις 
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καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι η πιθανότητα το βλήμα αυτό να είναι κατάλληλο προς χρήση 

ισούται με 
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Ι.2. Συνδυαστική 
  Α. ΠΑΡΑΓΟΝΤΙΚΟ, ΔΙΩΝΥΜΙΚΟΣ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ, ΤΡΙΓΩΝΟ  

ΤΟΥ PASCAL. ΒΑΣΙΚΑ ΣΤΟΙΧΕΙΩΔΗ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 

  Για κάθε πραγματικό αριθμό  x  και κάθε μη αρνητικό ακέραιο  k , θέτουμε 

( )( ) [ ]( ) ,
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kxxxx
k
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όπου  !k  είναι το παραγοντικό του  k  δηλαδή  

( ) kkk ×−×××= 121:! L  και  .1:!0 =  

Ειδικά για  x    θ ε τ ι κ ό   α κ έ ρ α ι ο, λαμβάνουμε τον διωνυμικό συντελεστή: 
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  Το Τρίγωνο του Pascal βασίζεται στον Αναγωγικό Τύπο: 
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Επανειλημμένη χρήση του Τύπου αυτού δίνει την ακόλουθη: 

Ι.2.1. Εφαρμογή. Για κάθε ζεύγος θετικών ακεραίων  v  και  k , με  kv > , ισχύει η Σχέση: 
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Ι.2.2.  Παρατήρηση.  Κατωτέρω  έχουμε  συγκεντρώσει  κάποιες  Ιδιότητες  των  διωνυμικών 

συντελεστών: 

i). Εάν  vn >  και  r  είναι θετικοί ακέραιοι, τότε 
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(Τα  n  αντικείμενα χωρίζονται σε δύο ομάδες των  v  και  vn − . Τα  r  από τα  n  θα περιέχουν  k  

από τα  v  και  kr −  από τα  vn −  όπου  .,...,2,1,0 rk =  Όθεν η ανωτέρω έκφραση του  

.⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
r
n

) 

ii). Ιδιαιτέρως, από την Ιδιότητα i, έπεται ότι 
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και ως εκ τούτου 
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iii). Από την Ιδιότητα ii, προκύπτει ότι 
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iv).  Εξ  άλλου,  εφαρμογή  του  ορισμού  του  διωνυμικού  συντελεστή  αποδεικνύει  ότι  για  κάθε 

0>a  και κάθε θετικό ακέραιο  k  ισχύει η Σχέση: 
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ενώ με την βοήθεια του Τριγώνου του Pascal (και της ανωτέρω  Ιδιότητας  i) αποδεικνύεται ότι 

για κάθε  a  και ακεραίους  0, ≥nr , έχουμε 
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v). Από  την  άλλη  πλευρά,  από  το  διωνυμικό  ανάπτυγμα  του  ( ) ,011 =− n   συνάγεται  ότι  για 

κάθε ακέραιο  2≥n  είναι  
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(Συγκρίνατε με την δεύτερη από τις Ιδιότητες iv.) 

vi).  Ακόμη,  παραγωγίζοντας  μία  φορά  το  διωνυμικό  ανάπτυγμα  του  ( )nx+1   και  θέτοντας 

1=x , συνάγουμε ότι, για κάθε ακέραιο  ,2≥n  
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ενώ,  παραγωγίζοντας  δύο  φορές  το  διωνυμικό  ανάπτυγμα  του  ( )nx+1   και  θέτοντας  1=x , 

μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι, για κάθε ακέραιο  ,2≥n  
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vii). Τέλος, με την βοήθεια του Διωνυμικού Τύπου και της επαγωγικής μεθόδου, προκύπτει ότι 

για κάθε ακεραίους  0≥r  και  0≥n  έχουμε 
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■ 

  Β. ΣΥΝΔΥΑΣΜΟΙ, ΔΙΑΤΑΞΕΙΣ ΚΑΙ ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΟΙ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΕΣ 

  Έστω τώρα σύνολο Ω  με  N  διακεκριμένα σημεία (: στοιχεία). 

  Ο αριθμός των διαφόρων απ’ αλλήλων υποσυνόλων του Ω  με  v  στοιχεία ή δειγμάτων (μη 
διατεταγμένων) μεγέθους  v , ή άλλως ο αριθμός των συνδυασμών των  N  ανά  v  ισούται με 
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  Διατάξεις των  N  ανά  v  είναι τα διατεταγμένα υποσύνολα με  v  στοιχεία ή διατεταγμένες 
−v άδες στοιχείων του Ω . Ο αριθμός τούτων ισούται με 
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  Το  Ω   μπορεί να διαμερισθεί σε  v  υποσύνολα,  του 1ου περιέχοντος  1r  στοιχεία,  του 2ου 

2r ,…, του  v οστού  vr  κατά 
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τρόπους. Η ως άνω έκφραση καλείται πολυωνυμικός συντελεστής. 
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Ι.2.3.  Παράδειγμα.  Ο  αριθμός  των  χειραψιών  που  μπορούν  ν’  ανταλλάξουν  άπαξ  πέντε 

πολιτικοί είναι ίσος με το πλήθος των συνδυασμών των 5  ανά  2 , ήτοι 
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Ι.2.4. Παράδειγμα. Επί περιφερείας κύκλου λαμβάνουμε οκτώ σημεία. Ο αριθμός των χορδών 

που  μπορούμε  να  κατασκευάσουμε  διά  συνδέσεως  των  σημείων  αυτών  καθ’  όλους  τους 

δυνατούς τρόπους είναι ίσος με το πλήθος των συνδυασμών των 8  ανά  2 , ήτοι 
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  Εάν τα οκτώ σημεία θεωρηθούν ως κορυφές, τότε ο αριθμός των τριγώνων που μπορούμε 

να  κατασκευάσουμε διά συνδέσεως  τριών σημείων  καθ’  όλους  τους δυνατούς  τρόπους  είναι 

ίσος με το πλήθος των συνδυασμών των 8  ανά 3 , ήτοι 
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ενώ ο αριθμός των εξαγώνων που μπορούμε να κατασκευάσουμε διά συνδέσεως έξι σημείων 

καθ’ όλους  τους δυνατούς  τρόπους είναι  ίσος με  το πλήθος  των συνδυασμών των  8  ανά  6 , 

ήτοι 
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Ι.2.5.  Παράδειγμα.  Ένα  Στρατιωτικό  Συμβούλιο  αποτελείται  από  έναν  Στρατηγό  και  πέντε 

Ανώτερους Αξιωματικούς. Πόσες 3‐μελείς επιτροπές μπορούν να σχηματισθούν 

i). εάν ο Στρατηγός είναι μέλος εκάστης επιτροπής; και 

ii).εάν ο Στρατηγός δεν μετέχει οιασδήποτε επιτροπής; 
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Απάντηση. i. Εφόσον ο Στρατηγός είναι μέλος εκάστης επιτροπής, υπολείπεται να εκλεγούν τα 

δύο μέλη από τους πέντε Ανώτερους Αξιωματικούς. Άρα, οι δυνατές 3‐μελείς επιτροπές είναι 

όσες και οι συνδυασμοί των 5  ανά  2 , ήτοι 
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ii.  Εφόσον  ο  Στρατηγός  δεν  μετέχει  οιασδήποτε  επιτροπής,  έπεται  ότι  οι  δυνατές  3‐μελείς 

επιτροπές είναι όσες και οι συνδυασμοί των 5  ανά 3 , ήτοι 
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Ι.2.6.  Παράδειγμα. Πυροβόλο όπλο  εισέρχεται  και  καταλαμβάνει  μία μη άκραν θέση από  τις 

δέκα θέσεις στις οποίες έχει διαμερισθεί ο χώρος. Ο χειριστής του Πυροβόλου παρατηρεί ότι 

έξι συνολικά θέσεις είναι κατειλημμένες από άλλα Πυροβόλα, οι δε γειτονικές προς το όπλο του 

θέσεις  έχουν  παραμείνει  κενές.  Είναι  τούτο  απροσδόκητο,  ήτοι  πρόκειται  περί  μη  τυχαίας 

τοποθέτησης των Πυροβόλων; 

Απάντηση.  Προφανώς,  τα  άλλα  πέντε  Πυροβόλα  μπορούν  να  καταλάβουν  5   από  τις 

εναπομείνασες 9  θέσεις κατά 
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τρόπους. Ακόμη, επειδή οι γειτονικές προς το Πυροβόλο όπλο του χειριστή θέσεις έχουν μείνει 

κενές, στις υπόλοιπες 7  μπορούν να τοποθετηθούν τα υπόλοιπα  5  Πυροβόλα κατά  
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τρόπους. 

  Άρα,  η  πιθανότητα  όπως  τα  άλλα  πέντε  Πυροβόλα  μπορούν  να  τοποθετηθούν  στις 

υπόλοιπες επτά θέσεις είναι 
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Ισοδυνάμως,  η  πιθανότητα  όπως  οι  γειτονικές  προς  το  εισελθέν  Πυροβόλο  όπλο  θέσεις 

παραμείνουν κενές είναι ίση με 
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Αυτή δεν είναι τόσο μικρή ώστε να δικαιολογεί το συμπέρασμα μη τυχαίας  τοποθέτησης των 

Πυροβόλων. ■ 
 

 

Ι.2.7. Παράδειγμα. Σε αμυντική παράταξη δέκα Κανονιοφόρων όπλων σχηματιζόντων δακτύλιο 

πρόκειται να παρεμβληθούν έξι Αντιαεροπορικά Συστήματα ούτως ώστε κάθε Αντιαεροπορικό 

τέτοιο Σύστημα να βρίσκεται μεταξύ δύο Κανονιοφόρων όπλων. 

i).  Ποια  η  πιθανότητα  κατά  την  οποία  ένα  συγκεκριμένο  Κανόνι  παραμείνει  μεταξύ  δύο 

Κανονιών; 

ii). Ο έχων το γενικό πρόσταγμα Αξιωματικός παρατηρεί ότι ένα συγκεκριμένο Αντιαεροπορικό 

Σύστημα  τοποθετείται  παρά  το  πλευρόν  συγκεκριμένου  Κανονιοφόρου  όπλου.  Είναι  τούτο 

τυχαίο; 

Απάντηση.  i. Τα δέκα Κανονιοφόρα όπλα ορίζουν  10   διαδοχικά διαστήματα  (:  τόξα)  επί  του 

δακτυλίου παράταξης. Τα έξι Αντιαεροπορικά Συστήματα μπορούν να τοποθετηθούν σε  6  από 

τα ανωτέρω διαστήματα κατά 
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τρόπους. Το ενδεχόμενο, έστω Α , κατά το οποίο συγκεκριμένο Κανονιοφόρο όπλο παραμείνει 

μεταξύ δύο άλλων Κανονιοφόρων όπλων μπορεί να πραγματοποιηθεί κατά 
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τρόπους. Άρα, η πιθανότητα κατά την οποία ένα συγκεκριμένο Κανόνι παραμείνει μεταξύ δύο 

Κανονιών είναι 
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(Να  σημειωθεί  ότι  κατά  την  τρέχουσα  θεώρηση  τα  Αντιαεροπορικά  Συστήματα  μπορούν  να 

εκλαμβάνονται ως μη διακεκριμένα.) 

ii.  Τώρα,  τα  Αντιαεροπορικά  Συστήματα  θεωρούνται  ως  διακεκριμένα.  Αυτό  σημαίνει  ότι  η 

τοποθέτησή τους επί του δακτυλίου παράταξης μπορεί να γίνει κατά 

( )610  

τρόπους.  Το  ενδεχόμενο,  έστω  Β ,  κατά  το  οποίο  συγκεκριμένο  Αντιαεροπορικό  Σύστημα 

τοποθετείται  παρά  το  πλευρόν  συγκεκριμένου  Κανονιοφόρου  όπλου  μπορεί  να 

πραγματοποιηθεί κατά 

( )592×  

τρόπους. Άρα 

 

( ) ( )
( ) ,

5
1

10
92

6

5 =
×

=ΒP  

και η εμφάνιση του ενδεχομένου Β  μοιάζει μάλλον τυχαία. ■ 
 

 

Ι.2.8.  Παράδειγμα.  Τέσσερις  εχθρικοί  Στόχοι  έχουν  κρυφτεί  σε  διαφορετικές  θέσεις  μέσα  σε 

περιοχή η οποία μπορεί να διαμερισθεί εξ ολοκλήρου σε  K  συνολικά τέτοιες θέσεις. Άρμα του 

ημετέρου  Στρατού  μη  γνωρίζοντας  τις  θέσεις  στις  οποίες  έχουν  κρυφτεί  οι  εχθρικοί  Στόχοι, 
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αρχίζει να ρίπτει πυρά σημαδεύοντας διαδοχικά μία προς μία τις ανωτέρω  K  θέσεις. Ποια η 

πιθανότητα κατά την οποία ο πρώτος εχθρικός Στόχος θα προσβληθεί 

i). κατά την  −ν οστή ρίψη; 

ii).μετά την  −ν οστή ρίψη; 

Απάντηση. i. Υπάρχουν  

( )νK  

διατεταγμένες επιλογές ν  θέσεων μεταξύ των  K , και εξ αυτών  

( ) 44 1 ×− −νK  

έχουν στην  −ν οστή θέση εχθρικό Στόχο. Άρα, η ζητούμενη  

πιθανότητα κατά την οποία ο πρώτος εχθρικός Στόχος θα προσβληθεί κατά την  −ν οστή ρίψη 

είναι ίση με 
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ii. Προφανώς, τώρα το ενδεχόμενο κατά το οποίο ο πρώτος εχθρικός Στόχος προσβληθεί μετά 

την  −ν οστή ρίψη ισοδυναμεί με το ενδεχόμενο κατά το οποίο στις πρώτες ν  θέσεις δεν έχει 

βρεθεί εχθρικός Στόχος. Άρα, τώρα, η ζητούμενη πιθανότητα είναι ίση με  
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  Γ. ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΗΣ ΤΟΠΟΘΕΤΗΣΗΣ S ΣΦΑΙΡΙΔΙΩΝ ΣΕ Ν ΚΕΛΛΙΑ :  
ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΔΙΑΤΑΞΕΙΣ ΚΑΙ ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΟΙ ΣΥΝΔΥΑΣΜΟΙ ΤΩΝ S ΑΝΑ Ν 

  Στρέφουμε  τώρα  το  ενδιαφέρον  μας  στο  πρότυπο  πρόβλημα  της  τοποθέτησης  S  

σφαιριδίων σε  N  φατνία (: κελλία). Το πρότυπο αυτό πρόβλημα διακρίνεται στις ακόλουθες 

δύο κύριες περιπτώσεις: 
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 Περίπτωση 1η:  S  διακεκριμένα σφαιρίδια μπορούν να τοποθετηθούν σε  N  κελλία 

κατά 
SN  

τρόπους. Οι τρόποι αυτοί ορίζουν τις καλούμενες επαναληπτικές διατάξεις των  S  ανά 

N . 

 Περίπτωση  2η:  S   μη  διακεκριμένα  (:  ταυτόσημα)  σφαιρίδια  μπορούν  να 

τοποθετηθούν σε  N  κελλία κατά 
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τρόπους. Οι τρόποι αυτοί ορίζουν τους λεγόμενους επαναληπτικούς συνδυασμούς των 

S  ανά  N . 

Έπεται ότι ο αριθμός των διαφόρων διατεταγμένων  −N άδων  ( )Nrrr ,...,, 21  

ακεραίων λύσεων  0≥ir  της εξίσωσης 

Srrr N =+++ ...21  

δίνεται από το ως άνω πλήθος των επαναληπτικών συνδυασμών των  N  ανά  S . Οι 

αριθμοί  ir  αναφέρονται ως αριθμοί κατάληψης. 

 

 

Ι.2.9.  Παράδειγμα.  Το  πλήθος  των  τρόπων  κατά  τους  οποίους  μπορεί  να  τοποθετηθούν  r  
νάρκες σε  k  περιοχές, όταν δ ε ν  υ π ά ρ χ ε ι  π ε ρ ι ο ρ ι σ μ ό ς  σ τ ο ν  α ρ ι θ μ ό  τ ω ν  ν α ρ 

κ ώ ν  ο ι  ο π ο ί ε ς  μ π ο ρ ο ύ ν  ν α  π ε ρ ι έ χ ο ν τ α ι  σ ε  μ ί α  π ε ρ ι‐ο χ ή, ισούται με 
rk . ■ 
 

 

Ι.2.10. Παράδειγμα. (Στατιστική Bose‐Einstein) Ας θεωρήσουμε  r   μ η  δ ι α κ ε κ – ρ ι μ έ ν ο υ 
ς   Στόχους τυχαίως κατανεμημένους σε  n  θέσεις. Ποια είναι η πιθανότητα κατά την οποία  v  
ακριβώς θέσεις παραμένουν κενές; 
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Απάντηση. Ο αριθμός των κατανομών  r  μ η  δ ι α κ ε κ ρ ι μ έ ν ω ν  Στόχων σε  n  θέσεις, με  v  
θέσεις κενές, είναι 
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  Πράγματι,  εάν  συμβολίσουμε  με  r   αστερίσκους  τους  Στόχους  και  με  n   διαστήματα 

μεταξύ  1+n  καθέτους τις θέσεις (Σχήμα 1) 
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τότε από τις  n  θέσεις μπορούμε να εκλέξουμε  v  (κενές θέσεις) κατά  
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τρόπους.  Παραδείγματος  χάριν,  οι  v   κενές  θέσεις  σχηματίζονται  με  1+v   κάθετες.  Οι  r  
αστερίσκοι  αφήνουν  ( )1−r   διαστήματα,  σε  δε  τα  ( )1−− vn   από  αυτά  πρέπει  να 

τοποθετηθούν οι  ( )1−− vn  κάθετες. Τούτο γίνεται κατά  
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τρόπους. Συνεπώς, η ζητούμενη πιθανότητα vp  κατά την οποία  v  ακριβώς θέσεις παραμένουν 

κενές από Στόχους είναι 
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  Δ. ΔΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΕΣ ΑΝΕΥ ΚΑΙ ΜΕΤ’ ΕΠΑΝΑΘΕΣΕΩΣ.  
ΑΝΑΦΟΡΑ ΣΤΗΝ ΥΠΕΡΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ 

  Άλλο  θεμελιώδες  πρότυπο  συνδυαστικό  πρόβλημα  είναι  η  δειγματοληψία  άνευ 

επαναθέσεως: Η απάντηση στο πρόβλημα αυτό αναφέρει ότι εάν από δοχείο που περιέχει  Λ  

λευκές  και  Μ   μαύρες  σφαίρες  εξαχθούν  χ  ω  ρ  ί  ς    ε  π  α  ν  ά  θ  ε  σ  η    v   σφαίρες,  τότε  η 
πιθανότητα  rp  εξαγωγής  r  λευκών ισούται με 
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  Οι  πιθανότητες  rp   ορίζουν  την  λεγόμενη  Υπεργεωμετρική  Κατανομή.  Στο  θέμα  των 

Κατανομών  θα  αναφερθούμε  εκτενώς  στο  επόμενο  Κεφάλαιο.  Προς  το  παρόν,  ας 

παρουσιάσουμε κάποια ενδεικτικά Παραδείγματα. 

 

 

Ι.2.11.  Παράδειγμα.  Σε  πεδίο  Μάχης  συγκρούονται  1A   Άρματα  Στρατιωτικής  Δύναμης  1 

εναντίον  2A  Αρμάτων Στρατιωτικής Δύναμης  2 . Εάν σε περιοχή V   του πεδίου Μάχης έχουν 

απομονωθεί  v  συνολικά Άρματα και των δύο Δυνάμεων, τότε η πιθανότητα 
1r

p  κατά την οποία 

υπάρχουν ακριβώς  1r  άρματα της Στρατιωτικής Δύναμης 1 ανάμεσα σ’ αυτά ισούται με 
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Ι.2.12.  Παράδειγμα.  Σε  γεωγραφική  έκταση  χωρισμένη  σε  10   μικρότερες  περιοχές  από  τις 
οποίες  οι  3   είναι  ναρκοθετημένες  πρόκειται  να προσγειωθεί  ελικόπτερο.  Το  ελικόπτερο  έχει 
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δυνατότητα επιλογής του τόπου προσγείωσής του μόνον ανάμεσα σε κάποιες από τις ανωτέρω 

περιοχές. Ποια είναι η πιθανότητα προσγείωσης του ελικοπτέρου σε ναρκοθετημένη περιοχή 

i). όταν ο αριθμός των επιλεγομένων περιοχών προσγείωσης είναι ίσος με  4 , και 

ii). όταν ο αριθμός των επιλεγομένων περιοχών προσγείωσης είναι ίσος με  .1  

Απάντηση.  i. Ο αριθμός των προσγειώσεων σε ναρκοθετημένη περιοχή  (, όταν ο αριθμός των 

επιλογών περιοχής προσγείωσης είναι  ίσος με  4 ,  ) ακολουθεί την Υπεργεωμετρική Κατανομή 

με 

=Λ ο αριθμός των επιλεγομένων περιοχών προσγείωσης  ,4=  

=Μ ο αριθμός των υπολοίπων περιοχών (: περιοχών μη προσγείωσης)  ,6=  

=v ο αριθμός των ναρκοθετημένων περιοχών  ,3=  

=r ο αριθμός των ναρκοθετημένων ανάμεσα στις επιλεγόμενες περιοχές  .3,...,0=  

  Συνεπώς, η πιθανότητα κατά την οποία, έχοντας επιλέξει  4   (μη συγκεκριμένες) περιοχές 

για προσγείωση, οι  r  είναι ναρκοθετημένες δίνεται από την έκφραση 
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  Ιδιαιτέρως,  η πιθανότητα κατά  την οποία,  έχοντας  επιλέξει  4   περιοχές  για προσγείωση, 

καμμία  (: 0=r ) δεν είναι ναρκοθετημένη  ( ή,  κατ’  ισοδύναμη διατύπωση,  το ελικόπτερο δεν 

θα προσγειωθεί σε ναρκοθετημένη περιοχή) είναι 
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  Έπεται  ότι  η  ζητούμενη  πιθανότητα  κατά  την  οποία,  έχοντας  επιλέξει  4   περιοχές  για 

προσγείωση, το ελικόπτερο θα προσγειωθεί σε ναρκοθετημένη περιοχή ισούται με 

(<<P η προσγείωση του ελικοπτέρου σε ναρκοθετημένη περιοχή 

όταν ο αριθμός όλων των δυνατών περιοχών προσγείωσης 
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είναι ίσος με ) ( ).897714 0 =−=>> p  

ii. Και πάλι ο αριθμός των προσγειώσεων σε ναρκοθετημένη περιοχή  (, όταν τώρα ο αριθμός 

των  επιλογών  περιοχής  προσγείωσης  είναι  ίσος  με  1,  )  ακολουθεί  την  Υπεργεωμετρική 
Κατανομή με 

=Λ ο αριθμός των επιλεγομένων περιοχών προσγείωσης  ,1=  

=Μ ο αριθμός των υπολοίπων περιοχών (: περιοχών μη προσγείωσης)  ,9=  

=v ο αριθμός των ναρκοθετημένων περιοχών  ,3=  

=r ο αριθμός των ναρκοθετημένων ανάμεσα στις επιλεγόμενες περιοχές  .1,0=  

  Έτσι, η πιθανότητα κατά την οποία,  έχοντας επιλέξει μόνον  1  (μη συγκεκριμένη) περιοχή 
για προσγείωση, οι  r  είναι ναρκοθετημένες δίνεται από την έκφραση 
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  Ειδικότερα,  η  πιθανότητα  κατά  την  οποία,  έχοντας  επιλέξει  1  περιοχή  για  προσγείωση, 
αυτή  η  περιοχή  είναι  ναρκοθετημένη  (  ή,  κατ’  ισοδύναμη  διατύπωση,  το  ελικόπτερο  θα 

προσγειωθεί σε ναρκοθετημένη περιοχή) είναι 

(<<P η προσγείωση του ελικοπτέρου σε ναρκοθετημένη περιοχή 

όταν ο αριθμός όλων των δυνατών περιοχών προσγείωσης 

είναι ίσος με )>>1  
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Ι.2.13.  Παράδειγμα.  Σε  Στρατιωτική  Μονάδα  αποτελούμενη  από  800   Στρατιώτες  έχουν 

παρεισφρύσει  10   Κατάσκοποι.  Ο  Στρατιωτικός  Διοικητής  αναγκάζεται  να  διεξάγει  έλεγχο 
εξετάζοντας 50 Στρατιώτες.  

  Προφανώς,  το  ενδεχόμενο  να  ανακαλυφθούν  r   Κατάσκοποι  ακολουθεί  την 

Υπεργεωμετρική Κατανομή με 

=Λ ο αριθμός των Κατασκόπων  ,10=  

=Μ ο αριθμός των Στρατιωτών που δεν είναι Κατάσκοποι  ,790=  

=v ο αριθμός των Στρατιωτών που εξετάζει ο Διοικητής  ,50=  

=r ο αριθμός των Κατασκόπων που ανακαλύπτει ο Διοικητής  .10,..,2,1,0=  

  Έτσι,  η  πιθανότητα  κατά  την  οποία  ο  Διοικητής,  έχοντας  εξετάσει  50   Στρατιώτες, 

ανακαλύπτει ότι οι  r  είναι Κατάσκοποι δίνεται από την έκφραση 
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  Επί  πλέον,  η  πιθανότητα  κατά  την  οποία  ο  Διοικητής,  έχοντας  εξετάσει  50   Στρατιώτες, 

ανακαλύπτει ότι υπάρχει Κατάσκοπος δίνεται από την έκφραση 

(<<P να ανακαλυφθεί Κατάσκοπος )>>  

(<<−= P1 να μην ανακαλυφθεί Κατάσκοπος )>>  
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Ι.2.14.  Παράδειγμα.  Πυροβόλο  όπλο  Ι   διαθέτει  11  πυρά,  και  πρέπει  δεσμευτικά  να 
πυροβολήσει συνολικά  5  φορές εναντίον ενός πρώτου Στόχου  1Σ  και  6  φορές εναντίον ενός 

δεύτερου  2Σ . Άλλο Πυροβόλο όπλο  ΙΙ  διαθέτει συνολικά 12  πυρά, και πρέπει δεσμευτικά να 

πυροβολήσει 8  φορές εναντίον του  1Σ  και  4  φορές εναντίον του  2Σ . 

  Επειδή προς στιγμήν εμφανίσθηκε κάποια δυσλειτουργία του Πυροβόλου όπλου  ΙΙ , δύο 
πυρά παραχωρήθηκαν από το Πυροβόλο όπλο  ΙΙ  στο Πυροβόλο όπλο  Ι , και στην συνέχεια το 
Πυροβόλο όπλο  Ι  πυροβόλησε μία φορά. 

i). Ποια η πιθανότητα κατά την φορά αυτή να πυροβολήθηκε ο δεύτερος Στόχος  2Σ ; 

ii).Με  δεδομένο  ότι  την  φορά  αυτή  πυροβολήθηκε  ο  δεύτερος  Στόχος  2Σ ,  ποια  είναι  η 

πιθανότητα  κατά  την  οποία  ένα  πυρ  δεσμευμένο  εναντίον  του  δεύτερου  Στόχου  2Σ  

παραχωρήθηκε από το Πυροβόλο όπλο  ΙΙ  στο Πυροβόλο όπλο  Ι ; 
Απάντηση. Θεωρούμε τα ακόλουθα ενδεχόμενα: 
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 <<Η : κατά την φορά αυτή πυροβολήθηκε ο δεύτερος Στόχος  >>Σ 2 , 

 <<Η :2,2 το Πυροβόλο όπλο  ΙΙ  παραχώρησε στο Πυροβόλο όπλο  Ι  δύο από τα πυρά 

του τα οποία είχαν δεσμευτεί εναντίον του  >>Σ 2 , 

 <<Η :1,2  το Πυροβόλο όπλο  ΙΙ  παραχώρησε στο Πυροβόλο όπλο  Ι  ένα από τα πυρά 

του τα οποία είχαν δεσμευτεί εναντίον του  2Σ  και ένα από τα πυρά του τα οποία είχαν 

δεσμευτεί εναντίον του  >>Σ1 , 

και 

 <<Η :1,1 το Πυροβόλο όπλο  ΙΙ  παραχώρησε στο Πυροβόλο όπλο  Ι   δύο από τα πυρά 

του τα οποία είχαν δεσμευτεί εναντίον του  >>Σ1 . 

i. Σύμφωνα προς την 5η Ιδιότητα των πιθανοτήτων (: Θεώρημα Ολικής Πιθανότητας), έχουμε 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )./// 1,11,11,21,22,22,2 ΗΗΗ+ΗΗΗ+ΗΗΗ=Η PPPPPPP  

Επειδή 
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ii. Η ζητούμενη πιθανότητα  p  είναι 

(<<= Pp το  Πυροβόλο  όπλο  ΙΙ   παραχώρησε  στο  Πυροβόλο  όπλο  Ι   (τουλάχιστον)  ένα 

από τα πυρά του που είχαν δεσμευτεί εναντίον του δεύτερου Στόχου  2Σ  με δεδομένο ότι 

μετά από την παραχώρηση αυτή το Πυροβόλο όπλο  Ι  πυροβόλησε εναντίον του δεύτερου 

Στόχου  2Σ )>>  

[ ]( ),1,22,2 ΗΗ∪Η= P  

και άρα, κατά την 3η Ιδιότητα των πιθανοτήτων (: Προσθετικό Θεώρημα), έχουμε 

( ) ( ) .// 1,22,2 ΗΗ+ΗΗ= PPp  

Όμως, σύμφωνα προς την 6η Ιδιότητα των πιθανοτήτων (:  Θεώρημα του Bayes), 
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Ως εκ τούτου, λαμβάνουμε 

( ) ( ) .3823529.0
34
13

34
7

34
6// 1,22,2 ≈=+=ΗΗ+ΗΗ= PPp  ■ 

  Ε. Η ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΤΙΚΗ ΑΡΧΗ 
  Η  σύντομη  αναφορά  μας  σε  στοιχειώδεις  συνδυαστικές  έννοιες  και  θεμελιώδη 

συνδυαστικά  αποτελέσματα  που  μπορεί  να  χρησιμεύσουν  κατά  τον  προσδιορισμό 

πιθανοτήτων ολοκληρώνεται με την Πολλαπλασιαστική Αρχή:  

<<  Εάν μία “πράξη”  1Π  δύναται να εκτελεσθεί κατά  1v  τρόπους, 

άλλη  “πράξη”  2Π   κατά  2v   τρόπους, …,  η  “πράξη”  κΠ   κατά  κv  

τρόπους,  τότε  η    α  κ  ο  λ  ο  υ  θ  ί  α    τ  ω  ν  “  π  ρ  ά  ξ  ε  ω  ν” 

κΠΠΠ ,...,, 21  δύναται να εκτελεσθεί κατά 

κvvv ...21  

τρόπους>>. 
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  Η Αρχή αυτή ισοδυναμεί με το εξής: <<Εάν το μέγεθος (: πλήθος σημείων) του συνόλου  iΑ  

είναι  iv , τότε το μέγεθος του Καρτεσιανού γινομένου 

( ){ }κκκ ,...,2,1,:,...,,:... 2121 =Α∈=Α××Α×Α ixxxx ii  

ισούται με 

κvvv ...21 >>. 

  Ας δώσουμε κάποια ενδεικτικά Παραδείγματα. 

Ι.2.15.  Παράδειγμα.  Κατά  πόσους  τρόπους  Στρατιωτικός  Διοικητής  μπορεί  να  οργανώσει  την 

άμυνά του παρατάσσοντας ανά διακεκριμμένες μεταξύ τους τριάδες δέκα  ( )10  Κανόνια, πέντε 

( )5  Όλμους και δύο  ( )2  Πυροβόλα, έτσι ώστε η πρώτη θέση κάθε τριάδας να καταλαμβάνεται 

από Κανόνι, η δεύτερη από Όλμο και η τρίτη από Πυροβόλο; 

Απάντηση. Στην πρώτη θέση τοποθετείται 1 από τα 10  Κανόνια κατά 
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τρόπους. Ομοίως, στην δεύτερη θέση τοποθετείται 1 από τους 5  Όλμους κατά 
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τρόπους. Τέλος, στην τρίτη θέση τοποθετείται 1 από τα  2  Πυροβόλα κατά 
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τρόπους.  

  Έτσι, βάσει της Πολλαπλασιαστικής Αρχής, ο Στρατιωτικός Διοικητής μπορεί να παρατάξει 

κατά  
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τρόπους  τα διαθέσιμα Όπλα  του,  έτσι ώστε η πρώτη θέση  κάθε  τριάδας  να  καταλαμβάνεται 

από Κανόνι, η δεύτερη από Όλμο και η Τρίτη από Πυροβόλο. ■ 
 

 

Ι.2.16.  Παράδειγμα.  Σε  συμμαχική  αεροπορική  Αποστολή,  5   διαφορετικών  τύπων  Πολεμικά 

Αεροσκάφη  Στρατιωτικής  Δύναμης  Ι   πετούν  από  κοινού  με  5   αντιστοίχως  διαφορετικών 

τύπων Πολεμικά Αεροσκάφη άλλης Στρατιωτικής Δύναμης  ΙΙ . Κατόπιν επείγοντος σήματος,  4  

από  τα  Αεροσκάφη  πρέπει  να  εγκαταλείψουν  την  Αποστολή  για  να  σπεύσουν  προς 

διεκπεραίωση άλλης Αποστολής. 

  Κατά πόσους τρόπους μπορεί να γίνει η επιλογή των Αεροσκαφών που θα εγκαταλείψουν 

την Αποστολή 

i). εάν πρέπει να επιλεγούν  2  Αεροσκάφη από κάθε Δύναμη; 

ii).εάν  πρέπει  να  επιλεγούν  2   Αεροσκάφη  από  κάθε  Δύναμη  έτσι  ώστε  τα  Αεροσκάφη  της 

Δύναμης  ΙΙ  να είναι διαφορετικών τύπων από τα επιλεγέντα Αεροσκάφη της Δύναμης  Ι ; 
Απάντηση. i. Μπορούμε να επιλέξουμε  2  Αεροσκάφη της Δύναμης  Ι  κατά 
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τρόπους και, ομοίως,  2  Αεροσκάφη της Δύναμης  ΙΙ  κατά 
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τρόπους. Άρα, σύμφωνα προς την Πολλαπλασιαστική Αρχή, το πλήθος των τρόπων κατά τους 

οποίους μπορεί να γίνει η επιλογή των  4  Αεροσκαφών που θα εγκαταλείψουν την Αποστολή  

(εάν πρέπει να επιλεγούν  2  Αεροσκάφη από κάθε Δύναμη) ισούται με 
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ii. Τα  2  Αεροσκάφη της Δύναμης  Ι  μπορούν να επιλεγούν κατά 
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τρόπους.  Επειδή  όμως  δεν  θα  πρέπει  να  επιλεγούν  αντιστοίχων  τύπων  Αεροσκάφη  από  την 

Δύναμη  ΙΙ , τα Αεροσκάφη της Δύναμης αυτής μπορούν να επιλεγούν κατά  
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τρόπους. Άρα, σύμφωνα προς την Πολλαπλασιαστική Αρχή, το πλήθος των τρόπων κατά τους 

οποίους μπορεί να γίνει η επιλογή των  4  Αεροσκαφών που θα εγκαταλείψουν την Αποστολή  

(εάν  πρέπει  να  επιλεγούν  2   Αεροσκάφη  από  κάθε  Δύναμη  έτσι  ώστε  τα  Αεροσκάφη  της 

Δύναμης  ΙΙ   να  είναι  διαφορετικών  τύπων  από  τα  επιλεγέντα  Αεροσκάφη  της  Δύναμης  Ι ) 
ισούται με 
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Ι.2.17. Παράδειγμα. Πέντε κενές θέσεις γεωγραφικής περιοχής πρόκειται  να πληρωθούν από 

Νάρκες τύπου Α , τέσσερις κενές θέσεις από Νάρκες τύπου Β , και δύο θέσεις είτε από Νάρκες 

τύπου Α  είτε από Νάρκες τύπου Β .  

  Κατά πόσους  τρόπους  μπορεί  να  πληρωθούν  οι  εν  λόγω θέσεις  από  15   Νάρκες από  τις 

οποίες οι 9  είναι τύπου Α ; 

Απάντηση.  Σύμφωνα  προς  την  Πολλαπλασιαστική  Αρχή,  η  πλήρωση  των  θέσεων  μπορεί  να 

γίνει κατά 
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Κεφάλαιο 2

Κατανομές Τυχαίων 
Μεταβλητών

 

  Θα αρχίσουμε δίνοντας Στοιχεία Θεωρίας που αφορούν στον ορισμό της έννοιας της τυχαίας μεταβλητής, 

καθώς  επίσης  και  στον  επακόλουθο  ορισμό  της  (συνάρτησης)  Κατανομής  πιθανοτήτων  μίας  τυχαίας 
μεταβλητής. Στην συνέχεια, θα παραθέσουμε τις κυριότερες διακριτές Κατανομές με ενδεικτικές εφαρμογές 
της χρήσης τους σε συγκεκριμένα Παραδείγματα. Το Κεφάλαιο θα ολοκληρωθεί με την δέουσα αναφορά στις 
κυριότερες συνεχείς Κατανομές και σε συναφείς εφαρμογές τους.  

ΙΙ.1.  Τυχαίες Μεταβλητές. Συνάρτηση Κατανομής 
  Α. ΒΑΣΙΚΟΙ ΟΡΙΣΜΟΙ:ΔΙΑΚΡΙΤΕΣ ΚΑΙ ΣΥΝΕΧΕΙΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ.  

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ ΚΑΙ ΠΥΚΝΟΤΗΤΑ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ  

  Τυχαία ή στοχαστική μεταβλητή Χ  καλείται κάθε αριθμητική (μετρήσιμη) συνάρτηση επί 

ενός δειγματοχώρου  :Ω  

→ΩΧ : R ( ).: ωω Χa  

  H  τυχαία  μεταβλητή  Χ   καλείται  απαριθμητή  ή  διακριτή,  εάν  λαμβάνει  το  πολύ 

αριθμήσιμο πλήθος τιμών, ήτοι υπαρχει ακολουθία αριθμών 

,..., 21 xx  

με 
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( ) ,...2,1,0 =>==Χ ipxP ii  και  .121 =++ Lpp  

Η ακολουθία  { },..., 21 pp  ονομάζεται συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας μεταβλητής  Χ  και 

ορίζει την λεγόμενη Κατανομή της Χ . 

  Συνεχής  (ή  ακριβέστερα απολύτως  συνεχής)  λέγεται  μία  τυχαία  μεταβλητή  Χ   εάν  για 

κάθε  πραγματικό  αριθμό  c   υπάρχει  συνάρτηση  :f R→R  (σχεδόν  παντού)  συνεχής  τέτοια 

ώστε 

( ) ( )∫
∞−

=≤Χ
c

dxxfcP .  

Η  συνάρτηση  ( )xf   καλείται  πυκνότητα  πιθανότητας  ή,  απλώς,  πυκνότητα  της  Χ   ή  της 

Κατανομής αυτής. Εξ ορισμού, έπεται ότι μία πυκνότητα πληροί τις ακόλουθες δύο συνθήκες: 

( ) 0≥xf για κάθε  x και ( ) .1=∫
∞

∞−

dxxf  

ΙΙ.1.1. Παράδειγμα. Επαληθεύσατε ότι εκάστη των κατωτέρω συναρτήσεων  f  είναι συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας: 

i).     ( ) ,11 xxf −−= για  20 << x  

ii).    ( )
( )

∞<<∞−
−+

= x
Cx

xf ,
1

11
2π

(: πυκνότητα της Κατανομής Cauchy) 

iii).   ( ) ∞<<∞−= −− xexf x ,
2
1 μ (: πυκνότητα της Κατανομής Laplace) 

iv).   ( ) ∞<<=
−

xexxf
x

0,
4
1 2 (: πυκνότητα της  −2χ Κατανομής). 

Απάντηση. i. Προφανώς 

( )
] [⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

∉
<<−
<<

=
2,0,0
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10,

x
xx
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και άρα 

( ) 0≥xf για κάθε  .x  

Επί πλέον έχουμε 

( ) ( ) ( ) .1
2
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2
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ii. Είναι σαφές ότι 

( )
( )

0
1

11
2 >

−+
≡

Cx
xf

π
για κάθε  x . 

Ακόμη, ισχύει 

( )
( )

( )
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.1
1

1
1

1
1

1
222 =

+
=

−+
−

=
−+
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∞

∞−

∞
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∞
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Cx
Cxd

Cx
dxdxxf

πππ
 

(Ολοκληρώματα της μορφής 

( )dttRI ∫
∞

∞−

=  

όπου  ( )zR  είναι ρητή συνάρτηση με  ∈z C, χωρίς πόλους στον πραγματικό άξονα και με βαθμό 

του πολυωνύμου  του παρονομαστή μεγαλύτερο ή  ίσο προς  τον βαθμό  του πολυωνύμου  του 

αριθμητή συν  2  επιλύονται με την βοήθεια των Ολοκληρωτικών Υπολοίπων (βλ. Ε. Γ. Γαλανή : 

“ΜΙΓΑΔΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΚΑΙ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ”, εκδόσεις Συμεών, 1994, σελ. 186‐187). Η  R   έχει 

πεπερασμένο  πλήθος  ανωμάλων  σημείων  που  είναι  οι  ρίζες  του  παρονομαστή.  Για  να 

υπολογίσουμε ένα ολοκλήρωμα  της μορφής  I   επιλέγουμε  0>r ,  έτσι ώστε  κάθε πόλος  της 

R , που βρίσκεται στο άνω ημιεπίπεδο, να περιέχεται στο εσωτερικό της κλειστής καμπύλης  γ  

η οποία αποτελείται από το ημικύκλιο  

πθθ ≤≤= 0,: i
r rezc  

και  το  ευθύγραμμο  τμήμα  rtrL ≤≤−:   του  πραγματικού  άξονα.  Τότε,  σύμφωνα  με  το 

Θεώρημα  των  Ολοκληρωτικών  Υπολοίπων  (βλ.  Ε.  Γ.  Γαλανή  :  “ΜΙΓΑΔΙΚΕΣ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ  ΚΑΙ 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ”, εκδόσεις Συμεών, 1994, σελ. 172), θα έχουμε  
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( ) ( ) ( ) ( )∑∫ ∫∫
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=+=
++

m

k
k

r

r c

zRsidzzRdttRdzzR
r

0
,Re2π

γ

 

όπου  +γ και  +
rc  είναι οι  καμπύλες  γ   και  c   εφοδιασμένες με θετικό προσανατολισμό,  kz  οι 

πόλοι  της  R   με  0Im >kz ,  που  βρίσκονται  στο  εσωτερικό  της  γ   και  ( )kzRs ,Re   το 

Ολοκληρωτικό  Υπόλοιπο  της  R   στο  σημείο  kz .  Επειδή  το  ολοκλήρωμα  I   συγκλίνει, 

παρατηρούμε ότι 

( ) ( )∫ ∫
−

∞

∞−
∞→ =

r

r
r dttRdttR .lim  

Εξ  άλλου,  γράφοντας  ( ) ( ) ( )zQzQzR 21=   με  ( ) ( ) 212 +≥ QόQό ςβαθμςβαθμ ,  βλέπουμε 

ότι για  z  καταλλήλως μεγάλο, υπάρχει  0>M  τέτοιο ώστε 

( ) ,2z
MzR ≤  

και άρα 

( ) ( ) 022 →==≤∫
+ r

Mr
r
Mcή

r
MdzzR r

cr

ππκοςμ  

όταν  ∞→r , με αποτέλεσμα να έχουμε 

( ) .0lim =∫
+

∞→ dzzR
rc

r  

Καταλήγουμε έτσι στο συμπέρασμα ότι 

( ) ( ).,Re2
0
∑∫
=

∞

∞−

=
m

k
kzRsidttR π  

  Στην προκείμενη περίπτωση, η ρητή συνάρτηση 

( ) 21
1
z

zF
+

=  

έχει δύο ακριβώς απλούς πόλους στους φανταστικούς αριθμούς  i  και  i− , που είναι οι ρίζες 

της  εξίσωσης  012 =+z   και  ανήκουν αμφότεροι  στον μοναδιαίο  κύκλο  .1=z   Από αυτούς, 
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μόνον ο φανταστικός αριθμός  i  βρίσκεται στο άνω ημιεπίπεδο. Εφαρμόζοντας το παραπάνω 
αποτέλεσμα, λαμβάνουμε 

( ) ( ) .,Re2
1 2 iFsi

t
dtdttF π=
+

= ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

 

Καθώς 

( ) ( ) itt
iFs

itit 2
1

2
1

'1
1,Re 2 ==
+

=
==

 

(βλ.  Ε.  Γ.  Γαλανή  :  “ΜΙΓΑΔΙΚΕΣ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ  ΚΑΙ  ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ”,  εκδόσεις  Συμεών,  1994,  σελ. 

173), διαπιστώνουμε ότι 

( ) ,
1 2 π=
+

= ∫∫
∞

∞−

∞

∞− t
dtdttF  

δηλαδή ότι 

.1
1

1
2 =

+∫
∞

∞− t
dt

π
) 

iii. Επειδή 
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βλέπουμε ότι 

( ) 0>xf για κάθε  x . 

Επίσης, έχουμε 
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Επομένως,  η  συνάρτηση  ( )xf   αναπαριστά  πράγματι  πυκνότητα  (:  την  πυκνότητα  της 

Κατανομής Laplace). 

iv. Παρατηρείται αμέσως ότι  ( ) 0>xf για κάθε  0>x . Επί πλέον, ισχύει  
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και άρα η συνάρτηση  ( )xf  είναι πράγματι πυκνότητα. ■ 
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ΙΙ.1.2. Παράδειγμα. Τα θύματα (σε εκατοντάδες ανθρώπων) Αεροπορικών Βομβαρδισμών  μιας  

ημέρας είναι τυχαία μεταβλητή με συνάρτηση πυκνότητας 

( ) ( )⎩
⎨
⎧

≤≤−
<≤

=
.63,6

30,
xάx

xάx
xf

νεα
νεα

 

i).    Να  βρεθεί  η  τιμή  της  παραμέτρου  α   η  οποία  καθιστά  την  f   συνάρτηση  πυκνότητας 

πιθανότητας . 

ii).  Ποια η πιθανότητα κατά την οποία οι Αεροπορικοί Βομβαρδισμοί προκαλούν σε μία ημέρα 

α). περισσότερα από 300  θύματα; 

β). μεταξύ 150  και  450  θυμάτων; 

iii). Τα ενδεχόμενα των ανωτέρω δύο περιπτώσεων α και β είναι ανεξάρτητα; 

Απάντηση. i. Θεωρούμε την (επεκτεταμένη) συνάρτηση 

( ) ( ) ( )
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Αυτή προφανώς είναι μη αρνητική για κάθε  ∈x R και  .0>α  Έτσι, προκειμένου η  f  να είναι 

συνάρτηση  πυκνότητας  πιθανότητας  αρκεί  να  βρεθεί  η  τιμή  της  παραμέτρου  0>α   για  την 

οποία ισχύει η ισότητα 

( )∫
∞

∞−

= ,1dxxf  

δηλαδή 

( ) .16
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και, ως εκ τούτου, η ζητούμενη τιμή της παραμέτρου α  είναι 

.
9
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=α  

ii. Αν  συμβολίσουμε  με  Χ   την  τυχαία  μεταβλητή  που  αποδίδει  τα  θύματα  (σε  εκατοντάδες 

ανθρώπων) Αεροπορικών Βομβαρδισμών μίας ημέρας, με συνάρτηση πυκνότητας 

( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

≤≤−

<≤
=

,63,6
9
1

30,
9
1

xάx

xάx
xf

νε

νε
 

τότε 

α. η πιθανότητα κατά την οποία οι αεροπορικοί βομβαρδισμοί προκαλούν σε μια ημέρα 

περισσότερα από 300  (: τρεις εκατοντάδες) θύματα είναι 
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β. η πιθανότητα κατά την οποία οι Αεροπορικοί Βομβαρδισμοί προκαλούν σε μια ημέρα 

μεταξύ 150  και  450  θυμάτων ισούται με 
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δηλαδή  
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iii. Τα ενδεχόμενα των ανωτέρω περιπτώσεων α και β του Ερωτήματος ii είναι ανεξάρτητα, εάν 

σύμφωνα με τον Ορισμό Ι.1.16.i, 
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( ) ( ) ( ),5.45.135.45.13 ≤Χ<>Χ=≤Χ<>Χ PPP και  

δηλαδή εάν 
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Όμως 
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και επομένως τα εν λόγω δύο ενδεχόμενα είναι στοχαστικώς ανεξάρτητα. ■ 

  Β. ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ:ΟΡΙΣΜΟΣ ΚΑΙ ΠΡΩΤΑ ΓΕΝΙΚΑ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 

  Συνάρτηση Κατανομής ή αθροιστική συνάρτηση Κατανομής ή Κατανομή πιθανοτήτων ή 

απλά Κατανομή τυχαίας μεταβλητής Χ  καλείται η συνάρτηση  

:F R [ ]1,0→  

η οποία ορίζεται για κάθε  x  από τον Τύπο: 

( ) ( ).xPxF ≤Χ=  
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  Έτσι, για απαριθμητή τυχαία μεταβλητή Χ , η συνάρτηση Κατανομής  F  της Χ  δίνεται 

από την Σχέση: 

( ) ( ),∑
≤

=Χ=
xx

i
i

xPxF  

ενώ, για συνεχή τυχαία μεταβλητή Χ , η συνάρτηση Κατανομής  F  της Χ  δίνεται (σύμφωνα 

με όσα αναφέρθηκαν στην Παράγραφο α) από την Σχέση 

( ) ( ) .dttfxF
x

∫
∞−

=

Ιδιαιτέρως, στην περίπτωση αυτή, έπεται ότι, εάν η  F  έχει παράγωγο σε κάποιο σημείο  x , 
τότε 

( ) ( ),xfx
dx
dF

=  

ήτοι,  

η παράγωγος της συνάρτησης Κατανομής είναι η πυκνότητα.  

Ακόμη, στην περίπτωση αυτή, το διαφορικό πιθανότητας της τυχαίας μεταβλητής Χ  είναι 

( ) ( ).dxxxPdxxf +<Χ<=  

  Προφανώς,  (πάντοτε  στην  περίπτωση  συνεχούς  τυχαίας  μεταβλητής),  για  κάθε  βα <  

ισχύει η  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )dxxfPPPP ∫=<Χ≤=≤Χ<=≤Χ≤=<Χ<
β

α

βαβαβαβα  
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(όπως στο Παράδειγμα ΙΙ.1.2.ii.β και iii), ήτοι  

δεν υπάρχει σημείο το οποίο να φέρει θετική πιθανότητα  

και  
για κάθε υποσύνολο Α  της πραγματικής ευθείας μηδενικού μήκους ισχύει  

( ) .0=Α∈ΧP  

ΙΙ.1.3. Παράδειγμα. Εάν η  Χ   είναι συνεχής  τυχαία μεταβλητή με συνάρτηση Κατανομής  ΧF  

και πυκνότητα  Χf , δείξτε ότι και η τυχαία μεταβλητή  

2: Χ=Υ  

είναι συνεχής και εκφράστε την συνάρτηση Κατανομής και την πυκνότητα της  Υ  συναρτήσει 

των  ΧF  και  Χf . 

Απόδειξη. Η συνάρτηση Κατανομής  ΥF  της  

2: Χ=Υ  

είναι 
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Επειδή δε η  ΧF  είναι παραγωγίσιμη, η  ΥF  είναι επίσης παραγωγίσιμη και, ως εκ τούτου, η Υ  

είναι συνεχής με πυκνότητα 

( ) ( ) ( ) ( )[ ].
2

1 yfyf
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y
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Ι.1.4. Παράδειγμα. Δείξτε ότι η συνάρτηση Κατανομής  ΥF  της  

Χ=Υ , 

για συνεχή θετική τυχαία μεταβλητή Χ  με συνάρτηση Κατανομής  ΧF , δίνεται από την Σχέση: 

( ) ( ).2yFyF ΧΥ =  

Εξ αυτού, να συμπεράνετε ότι η πυκνότητα  Υf  της Υ  δίνεται από την Σχέση: 

( ) ( )22 yfyyf ΧΥ =  

όπου  f  είναι η πυκνότητα της Χ . 

Απόδειξη. Όπως στο προηγούμενο Παράδειγμα ΙΙ.1.3, η συνάρτηση Κατανομής  F  της  

Χ=Υ  

είναι  
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Επειδή δε η  ΧF  είναι παραγωγίσιμη, η  ΥF  είναι επίσης παραγωγίσιμη και, ως εκ τούτου, η Υ  

είναι συνεχής με πυκνότητα 

( ) ( ) ( )22 yfyy
dy

dFyf Χ
Υ

Υ ==  

και η Απόδειξη είναι πλήρης. ■ 
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ΙΙ.1.5.  Παράδειγμα.  Ο  χρόνος  αναμονής  (σε  δευτερόλεπτα)  για  την  διέλευση  αντιπάλου 

Πολεμικού Αεροσκάφους έχει συνάρτηση Κατανομής 
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Ποια η πιθανότητα ένα Αντιαεροπορικό Άρμα να πρέπει να περιμένει 

1) περισσότερο των 5  δευτερολέπτων; 

2) λιγότερο των 10  δευτερολέπτων; 

3) περισσότερο  των  15   δευτερολέπτων  δεδομένου  ότι  περιμένει  πέραν  των  5  

δευτερολέπτων; 

Απάντηση.  Έστω  Χ   η  τυχαία  μεταβλητή  που  αναπαριστά  τον  χρόνο  αναμονής  (σε 

δευτερόλεπτα) για την διέλευση αντιπάλου Πολεμικού Αεροσκάφους 

1. Η πιθανότητα ένα Αντιαεροπορικό Άρμα να πρέπει να περιμένει χρόνο περισσότερο των  5  

δευτερολέπτων είναι 

( ) ( ) ( ) .5.0
2
151515 ==−=≤Χ−=>Χ FPP  

2. Η  πιθανότητα  ένα  Αντιαεροπορικό  Άρμα  να  πρέπει  να  περιμένει  χρόνο  λιγότερο  των  10  

δευτερολέπτων είναι 

( ) ( ) .5.0
2
11010 ===≤Χ FP  

3.  Η  πιθανότητα  ένα  Αντιαεροπορικό  Άρμα  να  πρέπει  να  περιμένει  περισσότερο  των  15  

δευτερολέπτων δεδομένου ότι περιμένει πέραν των 5  δευτερολέπτων ισούται με 
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ΙΙ.1.6. Παράδειγμα. Εκρηκτικός Μηχανισμός εκρήγνυται τυχαία κατά το χρονικό διάστημα  ] [1,0  

διαρκείας ενός δευτερολέπτου. Ποια η πιθανότητα 

1) η  στιγμή  της  έκρηξης  να  συμβεί  κατά  την  διάρκεια  του  πρώτου  δέκατου  του 

δευτερολέπτου; 

2) η στιγμή  της έκρηξης να συμβεί  κατά  την διάρκεια ενός από εκείνα  τα κλάσματα  του 

δευτερολέπτου τα οποία έχουν ως δεύτερο δεκαδικό ψηφίο τον αριθμό 5 ; 

3) η στιγμή της έκρηξης να συμβεί κατά το δέκατο εκείνο του δευτερολέπτου του οποίου 

το πρώτο δεκαδικό ψηφίο της τετραγωνικής ρίζας αυτού είναι το 3 ; 

Απάντηση.  Έστω  Χ   η  τυχαία  μεταβλητή  που  αναπαριστά  την  χρονική  στιγμή  της  έκρηξης. 

Έστω  ( )xF  η Κατανομή της εν λόγω μεταβλητής. Προφανώς  
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( ) .xxF =  

1. Οι στιγμές του πρώτου δέκατου του δευτερόλεπτου είναι τα σημεία του διαστήματος  

] [ .199.0,100.0 LL  

Έτσι,  η  πιθανότητα  η  χρονική  στιγμή  της  έκρηξης  να  συμβεί  κατά  το  πρώτο  δέκατο  του 

δευτερολέπτου είναι ίση με 

( ) ( ) ( ) .1.0099.0199.0099.0199.0199.0100.0 =−=−=<Χ< LLLLLL FFP  

2. Οι στιγμές των κλασμάτων του δευτερολέπτου τα οποία έχουν ως δεύτερο δεκαδικό ψηφίο 

τον αριθμό 5  είναι τα σημεία ενός διαστήματος της μορφής  

] [ ( ) .9,...,1,0199.0,100.0 =kkk LL  

Έτσι, η πιθανότητα η χρονική στιγμή της έκρηξης να συμβεί κατά την διάρκεια ενός από εκείνα 

τα  κλάσματα  του δευτερολέπτου  τα οποία  έχουν ως δεύτερο δεκαδικό ψηφίο  τον αριθμό  5  

ισούται με το άθροισμα 

( ) ( ) ( )[ ] .1.0199.0199.0199.0100.0
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0
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=−=<Χ<
kk

kFkFkkP LLLL  

3. Τέλος,  ομοίως με  τα προηγούμενα,  η πιθανότητα η  χρονική στιγμή  της έκρηξης να συμβεί 

κατά  το  δέκατο  εκείνο  του  δευτερολέπτου  του  οποίου  το  πρώτο  δεκαδικό  ψηφίο  της 

τετραγωνικής ρίζας αυτού είναι το 3  ισούται με 

( ) ( )
( ) ( )09.016.0
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( ) ( )09.016.0 FF −=  
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ΙΙ.2.  Οι Κυριότερες Διακριτές Κατανομές 
 Α. Η ΥΠΕΡΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ  

  Στην Παράγραφο δ  του προηγουμένου Εδαφίου  Ι.2, γνωρίσαμε ήδη την Υπεργεωμετρική 

Κατανομή.  

  Για λόγους πληρότητας, υπενθυμίζουμε ότι πρόκειται για μία Κατανομή πιθανοτήτων  rp  

διακριτής  τυχαίας  μεταβλητής  Χ   η  οποία  ορίζεται  σύμφωνα  προς  το  θεμελιώδες  πρότυπο 

συνδυαστικό πρόβλημα της δειγματοληψίας άνευ επαναθέσεως: 
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Ανασκευάζοντας  την  διατύπωση,  λέμε  ότι η  τυχαία  (διακριτή) μεταβλητή  Χ   ακολουθεί  την 

Υπεργεωμετρική Κατανομή με παραμέτρους 

pNN =Λ, και v , 

όταν  
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  Β. Η ΔΙΩΝΥΜΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ 

  Ομοίως, λέμε ότι η τυχαία (διακριτή) μεταβλητή Χ  είναι Διωνυμική ή ότι ακολουθεί την 

Διωνυμική Κατανομή ή Κατανομή Bernoulli με παραμέτρους  

v (:αριθμός δοκιμών Bernoulli) 

και 

p (:πιθανότητα επιτυχίας), 

όταν  

( ) ( ) ( ).1,...,1,0,,/ pqvkqp
k
v

kPpvkb kvk −==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==Χ= −  

Τότε, σημειώνουμε επίσης 

≈Χ B ),( pv . 

 

ΙΙ.2.1.  Παρατήρηση.  (Σύγκλιση  της  Υπεργεωμετρικής  Κατανομής  προς  την  Διωνυμική 

Κατανομή) Όταν, σε συγκεκριμένο πρόβλημα, η παράμετρος 

N  

της  Υπεργεωμετρικής  Κατανομής  λάβει  πολύ  μεγάλες  τιμές,  ενώ  οι  τιμές  των  δύο  άλλων 

παραμέτρων 

p  και  v  

είναι  πολύ  μικρές  συγκριτικά  προς  την  τιμή  της  N ,  τότε  η  Υπεργεωμετρική  Κατανομή 

προσεγγίζει την Διωνυμική Κατανομή. 
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  Ένας  γενικός  και  πρακτικός  κανόνας  που  διασφαλίζει  την  εγκυρότητα  του  κριτηρίου 

εφαρμογής της προσέγγισης της Διωνυμικής από την Υπεργεωμετρική Κατανομη έχει ως εξής: 

Η προσέγγιση έχει νόημα εφόσον το πηλίκον 

N
v

 

είναι μικρότερο του αριθμού  

.1.0  ■ 

 

 

  Πρόκειται  για  μία  Παρατήρηση  η  οποία  επιτρέπει  την  εφαρμογή  της  Διωνυμικής 

Κατανομής  σε  πρόβλημα  στο  οποίο  η  τυχαία  μεταβλητή  Χ   ακολουθεί  την  Υπεργεωμετρική 

Κατανομή.  Από  υπολογιστικής  άποψης,  η  εν  λόγω  θεώρηση  έχει  μεγάλη  αξία  γιατί  έτσι 

αποφεύγονται πολύπλοκες και δύσκολες αριθμητικές πράξεις. 

  Όπως  επισημάνθηκε  ανωτέρω,  η  Υπεργεωμετρική  Κατανομή  είναι  μία  Κατανομή 

πιθανοτήτων  rp   διακριτής  τυχαίας  μεταβλητής  Χ   η  οποία  ορίζεται  σύμφωνα  προς  το 

πρότυπο  συνδυαστικό  πρόβλημα  της  δειγματοληψίας  άνευ  επαναθέσεως.  Στην  πράξη,  τα 

περισσότερα  πληθυσμιακά  προβλήματα  περιγράφονται  από  δειγματοληπτικές  διαδικασίες 

άνευ επαναθέσεως. Έτσι, ένα οποιοδήποτε μέλος του πληθυσμού το οποίο συμπεριλαμβάνεται 

σε δείγμα αποκλείεται να συμπεριληφθεί σε επόμενη δειγματοληψία. Αντιθέτως, η Διωνυμική 

Κατανομή  είναι  μία  Κατανομή  πιθανοτήτων  διακριτής  τυχαίας  μεταβλητής  η  οποία  ορίζεται 

σύμφωνα προς το πρότυπο συνδυαστικό πρόβλημα της δειγματοληψίας μετ’ επαναθέσεως. Αν 

και  στην  πράξη  τα  περισσότερα  πληθυσμιακά  προβλήματα    δ  ε  ν    διέπονται  από  τέτοιες 

δειγματοληπτικές διαδικασίες, η χρήση της Διωνυμικής Κατανομής υπερτερεί ως προς το ότι οι 

υπολογισμοί  που  επιφέρει  η  εφαρμογή  της  είναι  πολύ  ευκολότεροι  από  τους  υπολογισμούς 

που επιφέρει η χρήση της Υπεργεωμετρικής Κατανομής. 
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  Ο  λόγος  για  τον  οποίο  ισχύει  το  συμπέρασμα  της  Παρατήρησης  ΙΙ.2.1  οφείλεται  στο 

γεγονός ότι, επειδή το αρχικό μέγεθος  N  του πληθυσμού είναι πολύ μεγάλο, η πιθανότητα να 

επιλεγεί  μέλος  από  το  1ο  είδος  μεταξύ  των  δύο  ειδών  στα  οποία  διακρίνονται  τα  μέλη  της 

πληθυσμιακής κοινότητας, παραμένει πολύ κοντά στην τιμή 

P  

κατά  την  διάρκεια  διαδοχικών  επιλογών,  παρά  το  ότι  κάθε  μέλος  που  επιλέγεται  δεν 

επαναφέρεται στο πληθυσμιακό σύνολο. 

 

ΙΙ.2.2.  Παράδειγμα.  Ας  υποθέσουμε  ότι  40000   Πολεμιστές  μίας  Πολεμικής  Δύναμης 

βρίσκονται σε σταθερές θέσεις μέσα σε έκταση 100000  τετραγωνικών μέτρων. Θεωρείται ότι 

κάθε ένας από τους πολεμιστές αυτούς καταλαμβάνει έκταση ίση με ένα τετραγωνικό μέτρο. 

  Εναντίον  των Πολεμιστών αυτών ρίπτονται  1000   τυφλά πυρά,  κατά  τέτοιον  τρόπο όμως 

ώστε κάθε βολή να καταλήγει σε διαφορετικό σημείο (: τετραγωνικό μέτρο) από τα σημεία στα 

οποία κατέληξαν οι προηγούμενες βολές. 

  Στο συγκεκριμένο Παράδειγμα, έχουμε 

4.0,100000 == pN και .1000=v  

Κατά την πρώτη ρίψη βολής, η πιθανότητα να κτυπηθεί αντίπαλος πολεμιστής είναι 

( ) .4.0
100000
40000

1 pP ===Ε  

Κατά την δεύτερη ρίψη βολής, η πιθανότητα αυτή γίνεται 

 σε περίπτωση που η προηγούμενη βολή ήταν αποτυχημένη 

( ) ,4.0400004.0
99999
40000/ 12 ≈==ΑΕP  
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 σε περίπτωση που η προηγούμενη βολή ήταν επιτυχημένη 

( ) .4.0399994.0
99999
39999/ 12 ≈==ΕΕP  

Κατά  την  τελευταία  ρίψη  βολής,  στην  πλέον  ευνοϊκή  περίπτωση  κατά  την  οποία  όλες  οι 

προηγούμενες βολές ήταν επιτυχείς, η πιθανότητα επιτυχούς βολής γίνεται 

( ) .4.0394.0
99001
39001.../ 999211000 ≈==ΕΕΕΕP  

  Συμπεραίνουμε  λοιπόν  ότι,  σε  κάθε  ρίψη  βολής,  η  πιθανότητα  επιτυχούς  προσβολής 

Πολεμιστή της Πολεμικής Δύναμης παραμένει πολύ κοντά προς την αρχική αναλογία 

p  

των  κατειλημμένων  από  Πολεμιστές  της  Πολεμικής  Δύναμης  τετραγωνικών  μέτρων  προς  τα 

τετραγωνικά μέτρα της όλης έκτασης. (Παρατηρήστε ότι το πηλίκον 

01.0
100000
1000

==
N
v

 

είναι μικρότερο από τον αριθμό  1.0 .) ■  

 

 

  Επειδή,  κατόπιν  των  όσων  αναφέρθηκαν  στην  Παρατήρηση  ΙΙ.2.1,  μπορεί  κάποιος  να 

νομίσει  πως  μόνον  η  Υπεργεωμετρική  Κατανομή  παρουσιάζει  ενδιαφέρον,  θα  δώσουμε στην 

συνέχεια κάποια ενδεικτικά Παραδείγματα στα οποία η Διωνυμική Κατανομή αποκαθιστά την 

θέση της. 
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ΙΙ.2.3.  Παράδειγμα.  Πυροβολητής  σημαδεύει  εναντίον  εχθρικών  Στόχων  κειμένων  σε  δύο 

διαφορετικές τοποθεσίες. Στην 1η τοποθεσία ευρίσκονται συγκεντρωμένοι 7 εχθρικοί Στόχοι, οι 

οποίοι αξιολογούνται από το 1 έως και το 7. Ομοίως, στην 2η τοποθεσία ευρίσκονται 3 εχθρικό 

Στόχοι, αξιολογούμενοι από το 8 έως το 10. 

  Ο  Πυροβολητής  μπορεί  να  ρίψει  5  συνολικά  δέσμες  πυρών  (ανεξαρτήτως  επιλογής  της 

τοποθεσίας που θα προσβάλλει) 

i).  είτε  εναντίον  κάθε  φορά  όχι  απαραιτήτως  διαφορετικού  Στόχου  από  τους  Στόχους  που 

επιχείρησε να προσβάλλει τις προηγηθείσες φορές, 

ii).  είτε  εναντίον  κάθε  φορά  διαφορετικού  Στόχου  από  τους  Στόχους  που  επιχείρησε  να 

προσβάλλει τις προηγηθείσες φορές 

  Σε κάθε μία από τις ανωτέρω δύο περιπτώσεις i και ii να δοθεί η Κατανομή πιθανότητας 

α).  του  πλήθους  των  εχθρικών  Στόχων  της  1ης  τοποθεσίας  εναντίον  των  οποίων  θα  ριφθούν  

δέσμες πυρών, 

β). του, σύμφωνα με την θεωρηθείσα βαθμολόγηση, μικρότερου κατ’ αύξοντα αριθμό Στόχου 

εναντίον του οποίου θα ριφθούν πυρά, 

γ). του, σύμφωνα με την θεωρηθείσα βαθμολόγηση, μεγαλύτερου κατ’ αύξοντα αριθμό Στόχου 

εναντίον του οποίου θα ριφθούν πυρά, 

δ).  του  πλήθους  των  (ίσως  και  περισσοτέρων  των  5)  δεσμών  πυρών  που  θα  καταναλωθούν 

επιτυχώς εντός της 2ης τοποθεσίας έως ότου επιχειρηθεί προσβολή Στόχου στην 1η τοποθεσία. 

Απάντηση. 

  α.  Έστω Χ  η (διακριτή) τυχαία μεταβλητή που αναπαριστά “πλήθος των εχθρικών Στόχων 

της 1ης τοποθεσίας εναντίον των οποίων θα ριφθούν πυρά”. 

i.  Στην  περίπτωση  κατά  την  οποία  ο  Πυροβολητής  μπορεί  να  ρίπτει  δέσμες  πυρών  εναντίον 

κάθε φορά  ό χ ι    α π α ρ α ι τ ή τ ω ς   δ ι α φ ο ρ ε τ ι κ ο ύ    Στόχου από τους Στόχους που 
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επιχείρησε  να  προσβάλλει  κατά  τις  προηγηθείσες  φορές,  η  Χ   ακολουθεί  την  Διωνυμική 

Κατανομή με παραμέτρους 

5=v και .
10
7

=p  

Έτσι,  τότε  η  πιθανότητα  κατά  την  οποία  το  πλήθος  Χ   εχθρικών  Στόχων  της  1ης  τοποθεσίας 

εναντίον των οποίων θα ριφθούν πυρά ισούται με  k  δίνεται από τον Τύπο: 

( ) .5,...,1,0,
10
3

10
75

10
7,5/

5

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==Χ=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ==

−

k
k

kPpvkb
kk

 

ii. Στην περίπτωση που ο Πυροβολητής μπορεί να ρίπτει δέσμες πυρών εναντίον κάθε φορά  α 

π α ρ α ι τ ή τ ω ς   δ ι α φ ο ρ ε τ ι κ ο ύ  Στόχου από τους Στόχους που επιχείρησε να προσβάλλει 

κατά τις προηγηθείσες φορές, η Χ  ακολουθεί την Υπεργεωμετρική Κατανομή με παραμέτρους 

7,10 =Λ=N και .5=v  

Άρα,  τότε  η  πιθανότητα  κατά  την  οποία  το  πλήθος  Χ   εχθρικών  Στόχων  της  1ης  τοποθεσίας 

εναντίον των οποίων θα ριφθούν πυρά ισούται με  r  δίνεται από τον Τύπο: 

( ) .5,...,1,0,

5
10
5

37

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

==Χ= r
rr

rPpr  

  β. Έστω τώρα  minΧ  η (διακριτή) τυχαία μεταβλητή η οποία συμβολίζει “τον, σύμφωνα με 

την θεωρηθείσα βαθμολόγηση, μικρότερο κατ’ αύξοντα αριθμό Στόχο εναντίον του οποίου θα 

ριφθούν πυρά”. 

i. Ας υποθέσουμε ότι ο Πυροβολητής μπορεί να ρίπτει δέσμες πυρών εναντίον κάθε φορά  ό χ ι   

α π α ρ α  ι  τ  ή  τ ω  ς      δ  ι α φ ο ρ  ε  τ  ι  κ  ο ύ      Στόχου από  τους  Στόχους που επιχείρησε  να 
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προσβάλλει κατά τις προηγηθείσες φορές. Τότε, σε ρίψη μίας δέσμης πυρών, η πιθανότητα ο 

μικρότερος,  κατ’  αύξοντα  αριθμό  βαθμολόγησης,  Στόχος  εναντίον  του  οποίου  θα  ριφθούν 

πυρά, να είναι μεγαλύτερος από, παραδείγματος χάρη, 3 είναι 

.
10

310 −
 

Κατά συνέπεια, στις 5 ρίψεις δεσμών πυρών, η πιθανότητα ο μικρότερος, κατ’ αύξοντα αριθμό 

βαθμολόγησης, Στόχος, εναντίον του οποίου θα ριφθούν πυρά, να είναι μεγαλύτερος από το 3 

είναι 

.
10

310 5

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

 

Γενικότερα,  κατά  την  ίδια  λογική,  η  πιθανότητα  ο  (κατ’  αύξοντα  αριθμό  βαθμολόγησης) 

μικρότερος  Στόχος,  εναντίον  του  οποίου  θα  ριφθούν  πυρά,  να  είναι  μεγαλύτερος  από  το  k  

ισούται με 

( ) .
10

10 5

min ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=>Χ
kkP  

Επομένως, η πιθανότητα ο  (κατ’ αύξοντα αριθμό βαθμολόγησης) μικρότερος Στόχος,  εναντίον 

του οποίου θα ριφθούν πυρά, να είναι ίσος με  k  δίνεται από τον Τύπο: 

( ) ( ) ( ),1 minminmin kPkPkP >Χ−−>Χ==Χ  

δηλαδή 

( ) .
10

10
10

11 55

min ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

==Χ
kkkP  
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ii. Ας υποθέσουμε ότι ο Πυροβολητής μπορεί να ρίπτει δέσμες πυρών εναντίον κάθε φορά  δ ι 

α  φ  ο  ρ  ε  τ  ι  κ  ο  ύ      Στόχου  από  τους  Στόχους  που  επιχείρησε  να  προσβάλλει  κατά  τις 

προηγηθείσες φορές. Τότε, το πλήθος των συνδυασμών των Στόχων ανά 5 είναι 

,
5

10
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

ενώ  το  πλήθος  όλων  των  δυνατών  συνδυασμών  ανά  5  των  (κατ’  αύξοντα  αριθμό 

βαθμολόγησης)  μικροτέρων  Στόχων  των  οποίων  η  βαθμολογία  είναι  μεγαλύτερη  από  k  

ισούται με 

.
5

10
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ − k
 

Άρα,  η  πιθανότητα  ο  μικρότερος,  κατ’  αύξοντα  αριθμό  βαθμολόγησης,  Στόχος,  εναντίον  του 

οποίου θα ριφθούν πυρά, να είναι μεγαλύτερος του  k  ισούται με 

( ) ,

5
10
5

10

min

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −

=>Χ

k

kP  

και  επομένως,  όπως  και  στην  περίπτωση  i,  η  πιθανότητα  ο  (,κατ’  αύξοντα  αριθμό 

βαθμολόγησης,) μικρότερος Στόχος, εναντίον του οποίου θα ριφθούν πυρά, να είναι ίσος με  k  

δίνεται από τον Τύπο: 

( ) ( ) ( ),1 minminmin kPkPkP >Χ−−>Χ==Χ  

δηλαδή 
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( ) .

5
10

5
10

5
11

min

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −

==Χ

kk

kP  

  γ. Έστω τώρα  maxΧ  η (διακριτή) τυχαία μεταβλητή η οποία συμβολίζει “τον, σύμφωνα με 

την θεωρηθείσα βαθμολόγηση, μεγαλύτερο κατ’ αύξοντα αριθμό Στόχο εναντίον του οποίου θα 

ριφθούν πυρά”. 

i. Ας υποθέσουμε ότι ο Πυροβολητής μπορεί να ρίπτει δέσμες πυρών εναντίον κάθε φορά  ό χ ι   

α π α ρ α  ι  τ  ή  τ ω  ς      δ  ι α φ ο ρ  ε  τ  ι  κ  ο ύ      Στόχου από  τους  Στόχους που επιχείρησε  να 

προσβάλλει κατά τις προηγηθείσες φορές. Τότε, σε ρίψη μίας δέσμης πυρών, η πιθανότητα ο 

μεγαλύτερος,  κατ’  αύξοντα  αριθμό  βαθμολόγησης,  Στόχος  εναντίον  του  οποίου  θα  ριφθούν 

πυρά, να είναι μικρότερος από  k είναι 

.
10
k

 

Έπεται ότι η πιθανότητα ο (κατ’ αύξοντα αριθμό βαθμολόγησης) μεγαλύτερος Στόχος, εναντίον 

του οποίου θα ριφθούν πυρά, να είναι μικρότερος από το  k  ισούται με 

( ) .
10

5

max ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=≤Χ

kkP  

Άρα, η πιθανότητα ο  (κατ’ αύξοντα αριθμό βαθμολόγησης) μεγαλύτερος Στόχος,  εναντίον του 

οποίου θα ριφθούν πυρά, να είναι ίσος με  k  δίνεται από τον Τύπο: 

( ) ( ) ( ),1maxmaxmax −≤Χ−≤Χ==Χ kPkPkP  

δηλαδή 
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( ) .
10

1
10

55

max ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==Χ

kkkP  

ii. Αν υποθέσουμε ότι ο Πυροβολητής μπορεί να ρίπτει δέσμες πυρών εναντίον κάθε φορά  δ ι 

α  φ  ο  ρ  ε  τ  ι  κ  ο  ύ      Στόχου  από  τους  Στόχους  που  επιχείρησε  να  προσβάλλει  κατά  τις 

προηγηθείσες φορές, τότε, το πλήθος των συνδυασμών των Στόχων ανά 5 είναι 

,
5

10
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

και το πλήθος όλων των δυνατών συνδυασμών ανά 5 των (κατ’ αύξοντα αριθμό βαθμολόγησης) 

μεγαλυτέρων Στόχων των οποίων η βαθμολογία είναι μικρότερη από  k  ισούται με 

.
5⎟
⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛k
 

Άρα, η πιθανότητα ο μεγαλύτερος,  κατ’ αύξοντα αριθμό βαθμολόγησης,  Στόχος,  εναντίον  του 

οποίου θα ριφθούν πυρά, να είναι μικρότερος του  k  ισούται με 

( ) ,

5
10
5

1

max

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=≤Χ

k

kP  

και, ως εκ τούτου, η πιθανότητα ο (,κατ’ αύξοντα αριθμό βαθμολόγησης,) μεγαλύτερος Στόχος, 

εναντίον του οποίου θα ριφθούν πυρά, να είναι ίσος με  k  δίνεται από τον Τύπο: 

( ) ( ) ( ),1maxmaxmax −≤Χ−≤Χ==Χ kPkPkP  

δηλαδή 
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( ) .

5
10

5
1

5
max

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

==Χ

kk

kP  

  δ. Έστω τέλος Υ  η (διακριτή) τυχαία μεταβλητή που αναπαριστά “το πλήθος των (ίσως και 

περισσοτέρων των 5) δεσμών πυρών που θα καταναλωθούν επιτυχώς εντός της 2ης τοποθεσίας 

έως ότου επιχειρηθεί προσβολή Στόχου στην 1η τοποθεσία”. 

i. Στην περίπτωση που ο Πυροβολητής μπορεί να ρίπτει δέσμες πυρών εναντίον κάθε φορά  ό χ 

ι     α π α ρ α ι τ ή τ ω ς     δ  ι α φ ο ρ ε τ  ι κ ο ύ     Στόχου από τους Στόχους που επιχείρησε να 

προσβάλλει κατά τις προηγηθείσες φορές, η πιθανότητα 

( ),yP =Υ  

κατά  την  οποία  το  πλήθος  Υ ,  των  (ίσως  και  περισσοτέρων  των  5)  δεσμών  πυρών  που  θα 

καταναλωθούν επιτυχώς εντός της 2ης τοποθεσίας έως ότου επιχειρηθεί προσβολή Στόχου στην 

1η τοποθεσία, ισούται με  y , δίνεται από το γινόμενο της πιθανότητας: 

1

10
3 −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

y

 

κατά την οποία όλες οι προηγούμενες  1−y  δέσμες πυρών θα ριφθούν (εναντίον των 3 Στόχων) 

της 2ης τοποθεσίας επί την πιθανότητα: 

10
7

 

να προσβληθεί Στόχος ευρισκόμενος εντός της 2ης τοποθεσίας, δηλαδή 

( ) ,...2,1,
10
7

10
3 1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==Υ

−

yyP
y
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ii. Τέλος, στην περίπτωση που ο Πυροβολητής μπορεί να ρίπτει δέσμες πυρών εναντίον κάθε 

φορά   δ ι α φ ο ρ ε τ ι κ ο ύ   Στόχου από τους Στόχους που επιχείρησε να προσβάλλει κατά τις 

προηγηθείσες φορές, η πιθανότητα 

( ),rP =Υ  

κατά  την  οποία  το  πλήθος  Υ ,  των  (ίσως  και  περισσοτέρων  των  5)  δεσμών  πυρών  που  θα 

καταναλωθούν επιτυχώς εντός της 2ης τοποθεσίας έως ότου επιχειρηθεί προσβολή Στόχου στην 

1η τοποθεσία, ισούται με  r , δίνεται από τον Τύπο: 

( ) ( )
( ) ( ) .

110
1

210
13

10
3

−−−−
−−

==Υ
rr

rrP L  ■ 

 

 

ΙΙ.2.4.  Παράδειγμα.  Να  προσδιορισθούν  οι  πιθανότητες  προκειμένου  μέσα  σε  5  

καμουφλαρισμένες και διαφορετικές Κρυψώνες 

i).   να κρύβεται τουλάχιστον 1 Εχθρός, 

ii).  να κρύβονται ακριβώς  2  Εχθροί (καθένας σε μία Κρυψώνα), 

iii).  να  κρύβονται  5   Εχθροί  (ένας  σε  κάθε  Κρυψώνα)  δεδομένου  ότι  στην 1η  Κρυψώνα  είναι 

γνωστό ότι υπάρχει Εχθρός. 

Απάντηση.  Έστω  Χ   η  (διακριτή)  τυχαία  μεταβλητή  που  αναπαριστά  “τον  αριθμό  των 

Κρυψώνων εκάστη των οποίων καταλήφθηκε από (ακριβώς) έ ν α ν  Εχθρό. 

  Είναι σαφές ότι ηΧ  ακολουθεί την Διωνυμική Κατανομή με παραμέτρους 

=v ο αριθμός των υπό θεώρηση Κρυψώνων 5=  

και 
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=p η πιθανότητα σε δοθείσα Κρυψώνα να κρύβεται 1 Εχθρός .
2
1

=  

Έτσι,  η  πιθανότητα  κατά  την  οποία  ο  αριθμός  Χ   των  κατειλημμένων  από  έναν  Εχθρό 

Κρυψώνων ισούται με  k  δίνεται από τον Τύπο: 

( ) .5,...,1,0,
2
15

2
1

2
15

2
1,5/

55
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⎜
⎝
⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==Χ

−

k
kk

kbkP
kk

 

i. Επειδή η πιθανότητα κατά την οποία στις 5  Εχθρικές Κρυψώνες κρύβεται τ ο υ λ ά‐ 

χ  ι  σ  τ  ο  ν    1  Εχθρός  ισούται  με  την  πιθανότητα  κατά  την  οποία  ο  αριθμός  Χ   των 

κατειλημμένων από έναν Εχθρό Κρυψώνων είναι μεγαλύτερος ή ίσος του 1, διαπιστώνουμε ότι 
η ζητούμενη πιθανότητα είναι 

( ).1≥ΧP  

Καθώς όμως 

( ) ( )011 =Χ−=≥Χ PP  

και 

( ) ,
2
1

2
1

0
5

0
55

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==ΧP  

συμπεραίνουμε ότι η ζητούμενη πιθανότητα είναι 

( ) ( ) .969.0
2
11011

5

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−==Χ−=≥Χ PP  

ii. Η πιθανότητα  κατά  την οποία στις  5   Κρυψώνες  κρύβονται  ακριβώς 2  Εχθροί  (καθένας σε 

διαφορετική Κρυψώνα) ισούται με την πιθανότητα 
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( )2=ΧP  

κατά την οποία ο αριθμός Χ  των κατειλημμένων από έναν Εχθρό Κρυψώνων είναι ίσος με  2 . 

Άρα, η ζητούμενη πιθανότητα είναι 

( ) .311.0
2
1

2
5

2
5

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
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⎠

⎞
⎜⎜
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⎛
==ΧP  

iii. Ας θεωρήσουμε τα εξής δύο ενδεχόμενα: 

=Α <<στις 5  Κρυψώνες κρύβονται 5  Εχθροί (:ένας σε κάθε Κρυψώνα)>> 

και 

=Β <<στην 1η Κρυψώνα κρύβεται Εχθρός>>. 

Είναι προφανές ότι 

( )
5

2
1
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ΑP και ( ) .

2
1

=ΒP  

Ακόμη  είναι  σαφές  πως,  με  δεδομένο  ότι  στην  1η  Κρυψώνα  κρύβεται  Εχθρός,  η  πιθανότητα 

κατά την οποία στις  5  Κρυψώνες κρύβονται  5  Εχθροί (ένας σε κάθε Κρυψώνα) ισούται με την 

δεσμευμένη πιθανότητα 

( )ΒΑ /P . 

Εξ  όλων  αυτών  έπεται  ότι,  σύμφωνα  με  τον  Πολλαπλασιαστικό  Τύπο  των  Πιθανοτήτων  (:4η 

Ιδιότητα), η ζητούμενη πιθανότητα είναι 
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( )

( )
( ) .0625.0

2
1

2
1
2
1

/
4

5

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=
Β
Α

=
Β
ΑΒ

=ΒΑ
P
P

P
PP  ■ 



Ν. ΔΑΡΑΣ 
ΘΕΩΡΙΑ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ ΚΑΙ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΣΕ ΣΤΡΑΤΙΩΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 

ΤΟΜΟΣ Ι 

 

ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  97 

 

ΙΙ.2.5. Παράδειγμα. Κάτω από την προϋπόθεση ότι η πιθανότητα επιτυχούς βολής κατά Στόχου 

είναι  4.0 , ποιος αριθμός βολών απαιτείται ώστε η πιθανότητα προκειμένου να προσβληθεί ο 

Στόχος τουλάχιστον μία φορά να είναι μεγαλύτερη του  90.0 ; 

Απάντηση.  Συμβολίζουμε  με  Χ   την  τυχαία  μεταβλητή  που  αναπαριστάνει  τον  αριθμό  των 

επιτυχών βολών που ρίπτονται κατά του Στόχου. 

  Είναι σαφές ότι η Χ  ακολουθεί την Διωνυμική Κατανομή  ( )pvkb ,/  με παραμέτρους 

=v ο αριθμός των (επιτυχών ή όχι) ρίψεων βολών κατά του Στόχου (:προσδιοριστέο) 

και 

=p η πιθανότητα επιτυχούς βολής κατά του Στόχου .)4.0(=  
Έτσι,  η  πιθανότητα  προκειμένου  ο  Στόχος  να  προσβληθεί  επιτυχώς  τουλάχιστον  μία  φορά 

δίνεται από τον Τύπο: 

( ) ( )
( )

[ ] [ ]

[ ] .6.01

6.04.0
0

1

,/01
011

00

v

vv
pvb

PP

−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

−=
=Χ−=≥Χ

−  

Όμως, εξ υποθέσεως, έχουμε  
( ) ,90.01 >≥ΧP  

και, ως εκ τούτου, πρέπει 

[ ] 9.06.01 >− v  
δηλαδή  

[ ] .6.01.0 v>  

Αυτό  σημαίνει  ότι  ο  απαιτούμενος  αριθμός  v   βολών  (ώστε  η  πιθανότητα  ο  Στόχος  να 
προσβληθεί  επιτυχώς  τουλάχιστον  μία  φορά  να  είναι  μεγαλύτερη  του  90.0 )  πρέπει  να 

ικανοποιεί την ανισότητα: 

[ ]
[ ] .5075755.4

6.0log
1.0log
≈>v  

Με  άλλα  λόγια,  απαιτούνται  5   βολές  ώστε  η  πιθανότητα  ο  Στόχος  προσβληθεί  επιτυχώς 

τουλάχιστον μία φορά να είναι μεγαλύτερη του  .90.0  ■ 



ΘΕΩΡΙΑ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ ΚΑΙ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΣΕ ΣΤΡΑΤΙΩΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 

ΤΟΜΟΣ Ι 
Ν.ΔΑΡΑΣ 

 

98  ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  

 

ΙΙ.2.6. Παράδειγμα. Κατασκοπευτικός Δορυφόρος αποστέλλει σε Κεντρική Βάση φωτογραφίες 

από τις οποίες ένα ποσοστό είναι σκιασμένες. Ελεγκτικός μηχανισμός εξετάζει δείγμα από  10  

φωτογραφίες  κάθε  ώρα:  Εάν  ανάμεσα  σ’  αυτές  δεν  υπάρχει  σκιασμένη  φωτογραφία,  ο 

Δορυφόρος  συνεχίζει  να  αποστέλλει  τις  υπόλοιπες  φωτογραφίες  χωρίς  διακοπή.  Ποια  η 

πιθανότητα  κατά  την  οποία  ο  Δορυφόρος  θα  συνεχίσει  την  αποστολή  φωτογραφιών  στην 

Κεντρική  Βάση,  δεδομένου  ότι  άρχισε  αποστέλλοντας  ένα  ποσοστό  της  τάξης  του  %10  

σκιασμένων φωτογραφιών; 

Απάντηση.  Έστω  Χ   η  τυχαία  μεταβλητή  που  αναπαριστάνει  τον  αριθμό  σκιασμένων 

φωτογραφιών που αποστέλλονται σε χρονικό διάστημα μίας ώρας.  

  Η Χ  ακολουθεί την Διωνυμική Κατανομή  ( )pvkb ,/  με παραμέτρους: 

(:10=v ο αριθμός των 10  φωτογραφιών του δείγματος που εξετάζεται κάθε ώρα) 

και 

(:
10
1

=p το ποσοστό της τάξης του  %10  σκιασμένων φωτογραφιών που  

απεστάλησαν στην Κεντρική Βάση). 

Επομένως, η ζητούμενη πιθανότητα κατά την οποία ο Δορυφόρος θα συνεχίσει την αποστολή 

φωτογραφιών ισούται με την πιθανότητα 

( )
10

10
9

10
1,10/00 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==Χ bP  

κατά την οποία ο αριθμός Χ  σκιασμένων φωτογραφιών του δείγματος είναι μηδενικός. ■ 
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ΙΙ.2.7. Παράδειγμα. Η ευστοχία Πυροβολητού εναντίον Εχθρικών Στόχων χαρακτηρίζεται από το 

γεγονός  ότι  η  πιθανότητα  να  προσβάλλει  επιτυχώς  4   Στόχους  σε  10   ρίψεις  βολών  είναι 
διπλάσια  της  πιθανότητας  να  προσβάλλει  επιτυχώς  5   Στόχους  σε  10   ρίψεις  βολών.  Ποια  η 

πιθανότητα  

i).  να προσβάλλει επιτυχώς Εχθρικό Στόχο σε κάθε ρίψη; 

ii). να προσβάλλει επιτυχώς έναν τουλάχιστον Εχθρικό Στόχο σε 10  ρίψεις; 

Απάντηση.  Εάν  συμβολίσουμε  με  Χ   την  τυχαία  μεταβλητή  που  αναπαριστάνει  τον  αριθμό 

επιτυχών  (:εύστοχων) βολών,  τότε είναι φανερό ότι η  Χ  ακολουθεί την Διωνυμική Κατανομή 

με παραμέτρους 

(:10=v οι ρίψεις βολών) 

και 

=p η πιθανότητα επιτυχίας σε κάθε ρίψη βολής  (:η πιθανότητα αυτή είναι  

προς προσδιορισμό). 

Υπό  την  έννοια αυτή,  η πιθανότητα  κατά  την οποία ο Πυροβολητής προσβάλλει  επιτυχώς  k  

Εχθρικούς Στόχους (σε  10=v  ρίψεις βολών και με πιθανότητα επιτυχίας  p ) δίνεται από τον 

Τύπο: 

( ) ( ) ( ) .1
10

,10/ 10 kk pp
k

pkbkP −−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
===Χ  

Έτσι,  η  ζητούμενη  πιθανότητα  επιτυχούς  προσβολής  ενός  τουλάχιστον  Εχθρικού  Στόχου  στις 

10=v  ρίψεις βολών είναι 

( ) ( ) ( ) ( ) .111
0

10
1011 100100 pppPP −−=−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−==Χ−=≥Χ −  

  Απομένει να προσδιορίσουμε το άγνωστο  =(p η πιθανότητα επιτυχίας σε μία ρίψη βολής). 

Επειδή, εξ υποθέσεως, έχουμε 
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( ) ( )pbpb ,10/52,10/4 =  

δηλαδή  

( ) ( ) ,1
5

10
21

4
10 5564 pppp −⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

απ’ όπου έπεται ότι 

( ) ( )

.297.0
17
5

5
121
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10987621

4321
10987

!5!5
!1021

!6!4
!10

≈=⇒

=−⇒

××××
××××

=−
×××
×××

⇒=−

p

pp

pppp

 

  Έπεται  ότι  η  πιθανότητα  επιτυχούς  προσβολής  ενός  τουλάχιστον  Εχθρικού  Στόχου  στις 

10=v  ρίψεις βολών είναι 

( ) ( ) .9705182.0297.0111 10 ≈−−=≥ΧP  ■ 

 

 

ΙΙ.2.8. Παράδειγμα. Πυροβολητής ρίπτει τυφλά πυρά προς εχθρική περιοχή στην οποία έχουν 

συγκεντρωθεί  οπλικά  συστήματα  δύο  διαφορετικών  ειδών.  Με  δεδομένο  ότι  σε  κάθε  βολή 

πλήττει  επιτυχώς  ένα  οπλικό  σύστημα,  πόσες  βολές  θα  πρέπει  να  ρίξει  ώστε  με  πιθανότητα 

%95   να  πλήξει  επιτυχώς  ένα  οπλικό  σύστημα  από  το  1ο  είδος  και  τουλάχιστον  ένα  οπλικό 

σύστημα από το 2ο είδος; 

Απάντηση. Έστωσαν οι δύο ακόλουθες τυχαίες μεταβλητές: 

=Χ ο αριθμός οπλικών συστημάτων 1ου είδους που πλήττονται σε  N  ρίψεις βολών, 

και  
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=Υ  ο αριθμός οπλικών συστημάτων 1ου είδους που πλήττονται σε  N  ρίψεις βολών. 

Έστω ακόμα ότι ο αριθμός των βολών που θα ριφθούν είναι 

(:N  προσδιοριστέο). 

  Προφανώς, ισχύει η σχέση: 

,Χ−=Υ⇔=Υ+Χ NN  

και η Χ  ακολουθεί την Διωνυμική Κατανομή με παραμέτρους 

(:Nv =  προς προσδιορισμό) 

και 

=p η πιθανότητα προσβολής οπλικού συστήματος του 1ου είδους. 

(Αυτό σημαίνει ότι η πιθανότητα κατά  την οποία ο αριθμός  Χ   οπλικών συστημάτων  του 1ου 

είδους που πλήττονται σε  N  ρίψεις βολών ισούται με  k  δίνεται από τον Τύπο: 
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Η  πιθανότητα  προσβολής  τουλάχιστον  ενός  οπλικού  συστήματος  από  το  1ο  είδος  και 

τουλάχιστον ενός οπλικού συστήματος από το 2ο είδος είναι 

( )1,1 ≥Υ≥ΧP  

ή, επειδή  Χ−=Υ N , 

( ) ( ) ( ) .111,11,1 −≤Χ≤=−≤Χ≥Χ=≥Χ−≥Χ NPNPNP  

Όμως 
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και άρα 
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P  

Καθώς, εξ υποθέσεως, 

( ) ,95.01,1 =≥Υ≥ΧP  

έπεται ότι ο αριθμός  N  των βολών που θα ριφθούν πρέπει να ικανοποιούν την σχέση 

95.0
2
11

1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

−N

 

από την οποία συμπεραίνουμε ότι 

.6=N  ■ 
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  Αλληλένδετες προς  την Διωνυμική Κατανομή  είναι  η  Γεωμετρική Κατανομή,  καθώς  και  η 

Κατανομή  Pascal.  Πρόκειται  για  δύο  διακριτές  Κατανομές  των  οποίων  οι  ορισμοί  δίνονται 

αμέσως παρακάτω. 

  Υποθέτουμε  ότι  μία  τυχαία  μεταβλητή  ακολουθεί  την  Διωνυμική  Κατανομή  (:  Κατανομή 

Bernoulli) με παραμέτρους 

(:v αριθμός “δοκιμών” Bernoulli) 

και 

(:p πιθανότητα επιτυχίας σε κάθε “δοκιμή”). 

  Γ. Η ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ 
  Η  τυχαία  μεταβλητή  Χ ,  η  οποία  αναπαριστά  τον  αριθμό  “δοκιμών”  Bernoulli  που 

απαιτούνται   π ρ  ι ν   α π ό   ή   μ έ χ ρ  ι   κ α  ι    την πρώτη επιτυχία είναι μία ακέραια και μη 

αρνητική  ( )0: ≥Χ  τυχαία μεταβλητή που ακολουθεί την Γεωμετρική Κατανομή με παράμετρο 

p . 

Η συνάρτηση πιθανότητας της Χ  δίνεται από τον Τύπο: 

( ) ( )pqkqpkPp k
k −====Χ= 1,...2,1,0,  

(:η  πιθανότητα  κατά  την  οποία  ο  αριθμός  Χ   “δοκιμών”  Bernoulli  οι  οποίες 

απαιτούνται πριν από την πρώτη επιτυχία ισούται με  k ) 

ή αντιστοίχως 

( ) ( )pqkqpkPp k
k −====Χ= − 1,...2,1,0,1  

(:η  πιθανότητα  κατά  την  οποία  ο  αριθμός  Χ   “δοκιμών”  Bernoulli  οι  οποίες 

απαιτούνται μέχρι και την πρώτη επιτυχία ισούται με  k ). 
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  Δ. Η ΚΑΤΑΝΟΜΗ PASCAL 
  Η  τυχαία μεταβλητή  Χ ,  η οποία αναπαριστά  τον αριθμό αποτυχιών προ  της  −N οστής 

επιτυχίας είναι μία ακέραια και μη αρνητική  ( )0: ≥Χ   τυχαία μεταβλητή που ακολουθεί  την 

Κατανομή Pascal με παραμέτρους 

N και p . 

Η συνάρτηση πιθανότητας της Χ  δίνεται από τον Τύπο: 

( ) ( ) ( )pqkqp
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⎜⎜
⎝

⎛
−
−+
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1

1
 

(:η πιθανότητα κατά  την οποία ο αριθμός  Χ   των αποτυχιών προ της  −N οστής 

επιτυχίας ισούται με  k ) 

 

ΙΙ.2.9. Παρατήρηση. Για  N  απλώς θετικό (όχι κατ’ ανάγκη ακέραιο), η έκφραση 

( ) )1( pqqp
k
N kN −=−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
 

καλείται Αρνητική Διωνυμική του  .p  ■ 

 

 

ΙΙ.2.10.  Παράδειγμα.  Αντιαεροπορικό  Άρμα  βάλλει  κατά  τεσσάρων  επιτιθεμένων  Εχθρικών 

Αεροσκαφών, με σταθερή πιθανότητα κατάρριψης εκάστου εξ αυτών σε κάθε ρίψη βολής ίση 

με 

p . 
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 Η πιθανότητα κατά την οποία ο αριθμός  Χ  των βολών που θα καταναλωθούν μέχρι και 

την κατάρριψη του πρώτου Εχθρικού Αεροσκάφους είναι ίσος με 

K  

δίνεται από τον Τύπο: 

( ) .1 1−− Kpp  

Ο παρακάτω πίνακας συγκεντρώνει κάποιες τιμές τέτοιων ενδεικτικών πιθανοτήτων αναλόγως 
των τιμών των  p  και  .K  

p 
k 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

0.900000 
0.090000 
0.000000 
0.000900 
0.000090 
0.000009 

0.800000 
0.160000 
0.032000 
0.006400 
0.001280 
0.000256 

0.70000 
0.21000 
0.06300 
0.01890 
0.00567 
0.00170 

0.600000 
0.240000 
0.096000 
0.038400 
0.015360 
0.015625 

0.500000 
0.250000 
0.125000 
0.062500 
0.031250 
0.015625 

0.400000 
0.240000 
0.144000 
0.086400 
0.051840 
0.031104 

0.300000 
0.210000 
0.147000 
0.102900 
0.072030 
0.050421 

Εξ άλλου, η πιθανότητα κατά την οποία ο αριθμός  Χ  των βολών που θα αστοχήσουν πριν από 

την κατάρριψη του πρώτου Εχθρικού Αεροσκάφους είναι ίσος με 

K  
δίνεται από τον Τύπο: 

( ) .1 Kpp −  
Ο παρακάτω πίνακας συγκεντρώνει κάποιες τιμές τέτοιων ενδεικτικών πιθανοτήτων αναλόγως 

των τιμών των  p  και  .K  

p 
k 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 

0 
1 
2 
3 
4 
5 

0.900000 
0.090000 
0.000000 
0.000900 
0.000090 
0.000009 

0.800000 
0.160000 
0.032000 
0.006400 
0.001280 
0.000256 

0.70000 
0.21000 
0.06300 
0.01890 
0.00567 
0.00170 

0.600000 
0.240000 
0.096000 
0.038400 
0.015360 
0.015625 

0.500000 
0.250000 
0.125000 
0.062500 
0.031250 
0.015625 

0.400000 
0.240000 
0.144000 
0.086400 
0.051840 
0.031104 

0.300000 
0.210000 
0.147000 
0.102900 
0.072030 
0.050421 
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 Τέλος, η πιθανότητα κατά την οποία ο αριθμός  Χ  των βολών που θα αστοχήσουν πριν 

από την κατάρριψη του  −N οστού Εχθρικού Αεροσκάφους είναι ίσος με 

K  

δίνεται από τον Τύπο: 

( ) ( ) ( ) .11
1

1 KNKN pp
K
N

pp
N

KN
KP −⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−+

==Χ  

Οι παρακάτω τέσσερις πίνακες συγκεντρώνουν κάποιες τιμές τέτοιων ενδεικτικών πιθανοτήτων 

αναλόγως των τιμών των  p  και  .K  

• Για  ( ) ( )KppKPN −==Χ= 1:1  και 

p 
k 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 

0 
1 
2 
3 
4 
5 

0.900000 
0.090000 
0.000000 
0.000900 
0.000090 
0.000009 

0.800000 
0.160000 
0.032000 
0.006400 
0.001280 
0.000256 

0.70000 
0.21000 
0.06300 
0.01890 
0.00567 
0.00170 

0.600000 
0.240000 
0.096000 
0.038400 
0.015360 
0.015625 

0.500000 
0.250000 
0.125000 
0.062500 
0.031250 
0.015625 

0.400000 
0.240000 
0.144000 
0.086400 
0.051840 
0.031104 

0.300000 
0.210000 
0.147000 
0.102900 
0.072030 
0.050421 

 

• Για  ( ) ( ) ( )KppKKPN −+==Χ= 11:2 2  και 

p 
k 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

0.162000 
0.024300 
0.003240 
0.000405 
0.000048 
0.000005 

0.256000
0.076800 
0.020480 
0.005120 
0.001228 
0.000007

0.29400
0.13230 
0.05292 
0.01587 
0.00714 
0.00000

0.288000
0.172800 
0.092160 
0.036864 
0.022118 
0.000000

0.250000
0.187500 
0.125000 
0.062500 
0.046875 
0.000000

0.192000 
0.172800 
0.345600 
0.082944 
0.074649 
0.000000 

0.126000
0.132300 
0.123480 
0.086436 
0.090757 
0.000000
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• Για  ( ) ( )( ) ( )KppKKKPN −
++

==Χ= 1
2

21:3 3  

 

• Για ( ) ( )( )( ) ( )KppKKKKPN −
+++

==Χ= 1
6

321:4 4  

κ.λ.π. ■ 

Ε. Η ΚΑΤΑΝΟΜΗ POISSON 

  Λέμε  ότι  η  τυχαία  (διακριτή)  μεταβλητή  Χ   ακολουθεί  την  Κατανομή  Poisson  με 

παράμετρο 

m , 

όταν  

( ) ( ) .,..2,1,0,
!

/ ===Χ= − k
k

memPmkP
k

m  

Η παράμετρος  m   αναπαριστά  τον μέσο  όρο  των  τιμών  που  λαμβάνει  η  μεταβλητή  Χ   κατά 

μήκος (χρονική διάρκεια) ενός βασικού διαστήματος αναφοράς. 

ΙΙ.2.11.  Παράδειγμα.  Ο  παρακάτω  Πίνακας  (  R.D.  Clarke:  “An  Application  of  the  Poisson 

Distribution”, Journal of the Institute of Actuaries, Vol.72(1946), page 48) δίνει τον αριθμό των 

περιοχών,  εκάστης  εμβαδού  ( )( )241 km   του  Νοτίου  Λονδίνου,  οι  οποίες  υπέστησαν 

Αεροπορικό Βομβαρδισμό  k  φορές κατά τον Β’ Παγκόσμιο Πόλεμο: 
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k=αριθμός  βομβαρδισμών     0     1   2   3  4  5 

vk=αριθμός  περιοχών  με  k  βομβαρδισμούς  229  211  93  35  7  1 

Χρησιμοποιώντας ως παράμετρο  m  της Κατανομής Poisson τον εκ του Πίνακος υπολογιζόμενο 

μέσον αριθμό βομβαρδισμών ανά περιοχή, μπορούμε να προσδιορίσουμε τις πιθανότητες  kP  

κατά τις οποίες βομβαρδίστηκε κάθε περιοχή. 

  Πράγματι,  ας  συμβολίσουμε  με  Χ   τον  αριθμό  των  βομβαρδισμών  που  υπέστη  μία 

περιοχή. Η  Χ  είναι μία (διακριτή) τυχαία μεταβλητή που ακολουθεί την Κατανομή Poisson με 

παράμετρο  m   που  ισούται  με  τον  μέσο  αριθμό  βομβαρδισμών  κατά  περιοχή.  Από  τον 

ανωτέρω Πίνακα, προκύπτει ότι ο μέσος αριθμός βομβαρδισμών κατά περιοχή ήταν 

.9288194.0
576
535

173593211229
157435393221112290

==
+++++

×+×+×+×+×+×
=m  

  Έτσι, η πιθανότητα  kP  βομβαρδισμού μίας περιοχής  k  φορές δίνεται από τον Τύπο: 

( ) ( ) .5,...,2,1,0,
!

9288194.09288194.0 ===Χ= − k
k

ekPP
k

k  

Ενδεικτικά, λαμβάνουμε τα ακόλουθα αποτελέσματα: 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) .00227558.05,0122499.04

,0527547.03,1703928.02
,366902.01,3950197.00

54

32

10

==Χ===Χ=
==Χ===Χ=
==Χ===Χ=

PPPP
PPPP
PPPP

 

  Σχολιάζοντας, μπορούμε να πούμε ότι το πιθανότερο ήταν μία περιοχή να δεχθεί το πολύ 

μία φορά βομβαρδισμό,  χωρίς πάντως να αποκλειόταν  το ενδεχόμενο μία περιοχή να δεχθεί 
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και  δεύτερη φορά βομβαρδισμούς. Ωστόσο  το  ενδεχόμενο μία περιοχή  να βομβαρδισθεί  και 

τρίτη ή και τέταρτη φορά ήταν πολύ μικρό. Τέλος, το ενδεχόμενο μία περιοχή να βομβαρδισθεί 

πέντε φορές ήταν εξαιρετικά ασθενές. Όλα τα συμπεράσματα τούτα είναι απολύτως συμβατά 

με την πραγματικότητα όπως αυτή αποδόθηκε στον ανωτέρω Πίνακα. ■ 

ΙΙ.2.11.  Παρατήρηση.  Η  Κατανομή  Poisson  ενδείκνυται  να  χρησιμοποιείται  κυρίως  κατά  την 

περιγραφή ενδεχομένων των οποίων οι πιθανότητες υλοποίησης  (:  επιτυχίας)  είναι ασθενείς. 

Όπως στην περίπτωση της Διωνυμικής Κατανομής, αναγκαία προϋπόθεση για την θεώρηση της 

Κατανομής Poisson είναι η αξίωση όπως η (ασθενής) πιθανότητα υλοποίησης του ενδεχομένου 

παραμένει σταθερή καθ’ όλη την διάρκεια εξέλιξης του φαινομένου. ■ 

  Δύο είναι οι σπουδαίες περιπτώσεις εφαρμογής των Κατανομών Poisson: 

1. η περίπτωση όπου η Κατανομή Poisson διαδραματίζει τον ρόλο της επιλύουσας σε μία 

Στοχαστική Ανέλιξη Poisson, και 

2. η  περίπτωση  όπου  η  Κατανομή  Poisson  εκλαμβάνεται  ως  μία  ειδική  περίπτωση  της 

Διωνυμικής  Κατανομής:  όταν  ο  αριθμός  v των  δοκιμών  γίνει  πολύ  μεγάλος,  ενώ  η 
πιθανότητα  p   υλοποίησης  του  ενδεχομένου  (:  επιτυχίας)  παραμένει  μικρή:  αυτός 

είναι ο λόγος για τον οποίο συχνά η Κατανομή Poisson ονομάζεται και Κατανομή των 

Μικρών Αριθμών. 

Ας εξετάσουμε τις δύο αυτές περιπτώσεις δίνοντας συνοπτικούς Ορισμούς και Παραδείγματα: 

  Ε1. Η Στοχαστική Ανέλιξη Poisson 

  Μία  Στοχαστική  Ανέλιξη  αναφέρεται  στις  πιθανότητες  υλοποίησης  τυχαίων  γεγονότων 

(:στοχαστικών  ενδεχομένων)κατά  την  διάρκεια  ενός  χρονοδιαστήματος.  Τέτοια  τυχαία 

γεγονότα  μπορούν,  για  παράδειγμα,  να  αποτελέσουν  <<το  ενδεχόμενο  ο  αριθμός  των 

Απωλειών μίας Μάχης, ή ο αριθμός των επιθέσεων που θα δεχθεί μία Στρατιωτική Βάση, κατά 

την  διάρκεια  ενός  χρονοδιαστήματος  να  ισούται  με  k >>,  <<το  ενδεχόμενο  ο  αριθμός  των 

παρεμβολών που θα δεχθεί ένα ραντάρ κατά την διάρκεια ενός χρονοδιαστήματος να ισούται 
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με  k >>,  <<το  ενδεχόμενο  των  βλαβών  των  διαθέσιμων  τεθωρακισμένων  κατά  την  διάρκεια 

ενός χρονοδιαστήματος να ισούται με  k >>, κ. λ. π.  

  Ας υποθέσουμε, τώρα, ότι  

a) Η πιθανότητα υλοποίησης ενός τέτοιου τυχαίου γεγονότος κατά την διάρκεια  dt  ενός 
μικρού  χρονοδιαστήματος  είναι  ανάλογη  προς  την  διάρκεια  αυτής  της  περιόδου: 

dtc , 

b) Η ως άνω πιθανότητα είναι ανεξάρτητη από των αριθμό των τυχαίων γεγονότων που 
υλοποιήθηκαν(:  Στασιμότητα  της  Ανέλιξης),  και,  επί  πλέον,  διατηρείται  συνεχώς 
σταθερή, 

c) Η πιθανότητα δύο ή περισσοτέρων διαδοχικών εμφανίσεων ενός τυχαίου γεγονότος 
κατά την διάρκεια ενός κοινού μικρού χρονοδιαστήματος  dt  είναι απειροελάχιστη. 

Κάτω από αυτές τις υποθέσεις, ο αριθμός  Χ   των τυχαίων γεγονότων που θα καταγραφούν 
κατά την διάρκεια ενός χρονοδιαστήματος μήκους τ  ονομάζεται Στοχαστική Ανέλιξη Poisson 
και αποδίδεται από μία Κατανομή Poisson με παράμετρο  

τcm = . 

ΙΙ.2.12.  Παράδειγμα.  Σε  πεδίο  Μάχης  λαμβάνουν  χώρα,  κατά  μέσον  όρο,  2   Απώλειες  ανά 

λεπτό της ώρας. Να υπολογισθούν οι πιθανότητες κατά τις οποίες θα προκληθούν  

i). το πολύ δύο Απώλειες σε ένα λεπτό της ώρας, 

ii). το πολύ δύο Απώλειες σε δύο λεπτά της ώρας, 

iii). το πολύ δύο Απώλειες σε κάθε ένα από δύο λεπτά της ώρας. 

Απάντηση. i. Έστω η τυχαία μεταβλητή Χ  η οποία αναπαριστά τον αριθμό των Απωλειών που 

λαμβάνουν χώρα ανά λεπτό της ώρας. Προφανώς, σύμφωνα με όσα προηγήθηκαν, η Χ  μπορεί 

να  θεωρείται  ότι  είναι  μία  Στοχαστική  Ανέλιξη  Poisson  με  Κατανομή  πιθανοτήτων  που 

αποδίδεται  από  μία  Κατανομή  Poisson  ( )mkP /   με  παράμετρο  .2=m   Έτσι,  η  ζητούμενη 

πιθανότητα να προκληθούν το πολύ δύο Απώλειες σε ένα λεπτό της ώρας ισούται με 
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ii. Έστω η τυχαία μεταβλητή Υ  η οποία αναπαριστά τον αριθμό των Απωλειών που λαμβάνουν 

χώρα ανά δύο  λεπτά  της ώρας.  Προφανώς,  σύμφωνα με όσα προηγήθηκαν,  η  Υ   μπορεί  να 

θεωρείται ότι είναι μία Στοχαστική Ανέλιξη Poisson με Κατανομή πιθανοτήτων που αποδίδεται 

από μία Κατανομή Poisson  ( )mkP /  με παράμετρο  .4=m   Έτσι, η  ζητούμενη πιθανότητα να 

προκληθούν το πολύ δύο Απώλειες σε δύο λεπτά της ώρας ισούται με 

( ) ( ) ( ) ( )
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iii.  Έστω  η  τυχαία  μεταβλητή  Χ   η  οποία  αναπαριστά  τον  αριθμό  των  Απωλειών  που 

λαμβάνουν  χώρα ανά  λεπτό  της ώρας.  Όπως ήδη αναφέρθηκε  στο Μέρος  i,  η  Χ   μπορεί  να 

θεωρείται ότι είναι μία Στοχαστική Ανέλιξη Poisson με Κατανομή πιθανοτήτων που αποδίδεται 

από  μία  Κατανομή  Poisson  ( )mkP /   με  παράμετρο  .2=m   Είναι  σαφές  ότι  η  ζητούμενη 

πιθανότητα  να  προκληθούν  το  πολύ  δύο  Απώλειες  σε  κάθε  ένα  από  δύο  λεπτά  της  ώρας 

ισούται  με  την  πιθανότητα  να  προκληθούν  το  πολύ  δύο  Απώλειες  κατά  το  πρώτο  λεπτό  της 

ώρας  επί  την  πιθανότητα  να  προκληθούν  το  πολύ  δύο  Απώλειες  κατά  το  δεύτερο  λεπτό  της 

ώρας: 
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ΙΙ.2.13.  Παρατήρηση. Ο  θεμελιώδης  ρόλος  που  διαδραματίζει  η  Στοχαστική  Ανέλιξη  Poisson 

στην  μελέτη  των  Απωλειών  και  Ενισχύσεων  δύο  αντιμαχόμενων  Πολεμικών  Δυνάμεων 

παρουσιάζεται αναλυτικά στον πρώτο Τόμο του Συγγράμματός μου με τίτλο <<ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΙΣ 

ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΕΣ ΚΑΙ ΑΝΑΝΕΩΤΙΚΕΣ ΘΕΩΡΙΕΣ ΠΟΛΕΜΟΥ>> (Σ.Σ.Ε., 2006).■ 

ΙΙ.2.14.  Παράδειγμα.  Σε  Αεροπορική  Βάση  δύο  Αεροπλάνα  την  ημέρα  κατά  μέσον  όρο 

παρουσιάζουν  μηχανική  βλάβη.  Υποτιθεμένου  ότι  εκάστη  μηχανική  βλάβη  απαιτεί  έναν 

Μηχανικό για μία ημέρα, πόσους Μηχανικούς πρέπει να διαθέτει η Αεροπορική Βάση ώστε, με 

πιθανότητα  %95 ,  να  υπάρχει  Μηχανικός  έτοιμος  προς  διόρθωση  τυχόν  παρουσιαζομένης 

βλάβης; 

Απάντηση. Έστω η τυχαία μεταβλητή Χ  η οποία αναπαριστά τον αριθμό των Αεροπλάνων που 

παρουσιάζουν μηχανική βλάβη ανά μία ημέρα. Προφανώς, σύμφωνα με όσα προηγήθηκαν, η 

Χ   μπορεί  να θεωρείται ότι  είναι  μία  Στοχαστική Ανέλιξη Poisson  με Κατανομή πιθανοτήτων 

που αποδίδεται από μία Κατανομή Poisson  ( )mkP /  με παράμετρο  .2=m  Αυτό σημαίνει πως 

η πιθανότητα να παρατηρηθούν  k=Χ  Αεροπλάνα με μηχανική βλάβη σε μία ημέρα ισούται 

με 

( ) .
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22/ 2

k
ekP

k
−=  

Με  άλλα  λόγια,  η  πιθανότητα  να  χρειασθούν  N   Μηχανικοί  για  την  διόρθωση  τυχόν 

παρουσιαζομένων βλαβών ισούται με 
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Άρα,  για  να  υπάρχει,  με  πιθανότητα  %95 ,  Μηχανικός  έτοιμος  προς  διόρθωση  τυχόν 

παρουσιαζομένης  μηχανικής  βλάβης  σε  Αεροπλάνο  πρέπει  η  Αεροπορική  Βάση  να  διαθέτει 

συνολικά  N  Μηχανικούς, με τον αριθμό  N  να είναι τέτοιος ώστε 
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  Ε2. Σύγκλιση της Κατανομής Poisson προς την Διωνυμική Κατανομή 

  Όταν, σε συγκεκριμένο πρόβλημα, η παράμετρος 

v  
της Διωνυμικής Κατανομής λάβει πολύ μεγάλες τιμές, ενώ οι τιμές της άλλης παραμέτρου 

p  

είναι πολύ μικρές συγκριτικά προς την τιμή της  v , έτσι ώστε το γινόμενο  pv  να τείνει προς 
ένα πεπερασμένο όριο  m τότε η Διωνυμική Κατανομή προσεγγίζει την Κατανομή Poisson με 
παράμετρο m :  

( ) .
!

1
k
mepp

k
v km

vkvk
−

∞→− ⎯⎯ →⎯−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

  Αυτό το αποτέλεσμα παρουσιάζει μεγάλο ενδιαφέρον από υπολογιστικής άποψης, αφού 

επιτρέπει την αντικατάσταση της Διωνυμικής Κατανομής από την Κατανομή Poisson. 

  Ένας  γενικός  και  πρακτικός  κανόνας  που  διασφαλίζει  την  εγκυρότητα  του  κριτηρίου 

προσέγγισης της Διωνυμικής από την Κατανομη Poisson έχει ως εξής: Η προσέγγιση έχει νόημα 

εφόσον, για οποιαδήποτε μεγάλη τιμή της παραμέτρου  v , η πιθανότητα 

p  

διατηρείται μικρότερη του αριθμού  

.1.0  ■ 

ΙΙ.2.15.  Παράδειγμα.  Κάθε  χρόνο  το  1‰  των  Στρατευμένων  Ελλήνων  Οπλιτών  είναι  θύματα 

ενός  συγκεκριμένου  δυστυχήματος.  Με  δεδομένο  ότι  για  τους  σκοπούς  μίας  (Πολεμικής) 

Επιχείρησης  υπολογίζεται  να  χρησιμοποιηθούν  5000   Στρατευμένοι  Έλληνες  Οπλίτες,  να 

προσδιορισθεί η πιθανότητα προκειμένου το πολύ δύο Οπλίτες να μην συμπεριληφθούν στον 

σχεδιασμό της Επιχείρησης επειδή θα πέσουν θύματα του δυστυχήματος τούτου. 
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Απάντηση.  Έστω  η  τυχαία  μεταβλητή  Χ   που  αναπαριστά  τον  αριθμό  των  Στρατευμένων 

Ελλήνων  Οπλιτών  που  υπολογίζεται  να  χρησιμοποιηθούν  για  τους  σκοπούς  της  Πολεμικής 

Επιχείρησης και είναι θύματα του συγκεκριμένου δυστυχήματος σε  έναν χρόνο. Προφανώς, η 

Χ  ;ακολουθεί την Διωνυμική Κατανομή με παραμέτρους 

5000=v  

και 

.
10

1
3=p  

Στο  δοθέν  Παράδειγμα,  ζητείται  να  προσδιορισθεί  η  πιθανότητα 

( ) ( ) ( ) ( ),2102 =Χ+=Χ+=Χ=≤Χ PPPP  δηλαδή η πιθανότητα 

( ) ( ) ( ).10,5000/210,5000/110,5000/0 333 −−− ++ bbb  

Παρατηρούμε  ότι  ο  υπολογισμός  αυτής  της  πιθανότητας  είναι  ιδιαιτέρως  επιβαρυμένος. 

Ωστόσο, επειδή η τιμή 5000  της παραμέτρου  v  είναι μεγάλη και η τιμή  310−  της παραμέτρου 

p   είναι  μικρότερη  του  αριθμού  1.0 ,  η  ως  άνω  πιθανότητα  μπορεί  να  προσεγγισθεί 

ικανοποιητικώς από  την αντίστοιχη πιθανότητα  ( ) ( )mPmP /1/0 +   ( )mP /2+   που απορρέει 

από την Κατανομή Poisson με παράμετρο 

.5
1000

15000 ==m  

Έτσι, η ζητούμενη πιθανότητα δίνεται από το άθροισμα 
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5 2

5
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5
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5 −−− ++ eee , 

δηλαδή είναι ίση με  .117914.0  ■ 
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ΙΙ.2.16.  Παράδειγμα.  Σε  μία  σειρά  Μαχών  ο  Διοικητής  μιας  Στρατιάς  διαπιστώνει  ότι  κατά 

μέσον όρο  %5  των αντιπάλων Τεθωρακισμένων Οχημάτων δεν εμφανίζεται ποτέ στο πεδίο της 

Μάχης. Κατόπιν τούτου, υπολογίζει ότι στην επόμενη Μάχη ο αντίπαλος Διοικητής θα διατάξει 

την  συμμετοχή  75   αντί  των  70   Τεθωρακισμένων  που  κατά  την  αρχική  του  εκτίμηση  θα 

διέτασσε.  Ποια  η  πιθανότητα  όπως  τελικά  τα  αντίπαλα  Τεθωρακισμένα  Οχήματα  θα  είναι 

λιγότερα από ή ίσα ακριβώς με  70 ; 

Απάντηση.  Έστω  η  τυχαία  μεταβλητή  Χ   που  αναπαριστά  τον  αριθμό  των  αντιπάλων 

Τεθωρακισμένων Οχημάτων που δεν θα εμφανισθούν στο πεδίο της Μάχης. Προφανώς, η  Χ  

ακολουθεί την Διωνυμική Κατανομή με παραμέτρους 

75=v  

και 

.05.0=p  

Στο  δοθέν  Παράδειγμα,  ζητείται  να  προσδιορισθεί  η  πιθανότητα 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),4321015 =Χ−=Χ−=Χ−=Χ−=Χ−=≥Χ PPPPPP   δηλαδή  η 

πιθανότητα 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).05.0,75/405.0,75/305.0,75/205.0,75/105.0,75/01 bbbbb −−−−−  

Παρατηρούμε  ότι  ο  υπολογισμός  αυτής  της  πιθανότητας  είναι  ιδιαιτέρως  επιβαρυμένος. 

Ωστόσο, επειδή η τιμή  75  της παραμέτρου  v  θεωρείται ότι είναι μεγάλη και η τιμή  05.0  της 

παραμέτρου  p   είναι  μικρότερη  του  αριθμού  1.0 ,  η  ως  άνω  πιθανότητα  μπορεί  να 

προσεγγισθεί ικανοποιητικώς από την αντίστοιχη πιθανότητα που απορρέει από την Κατανομή 

Poisson με παράμετρο 

.75.305.075 =×=m  

Έτσι, η ζητούμενη πιθανότητα δίνεται από την διαφορά 
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δηλαδή είναι ίση με  .3224523.0  ■ 
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ΙΙ.2.17. Παρατήρηση. (Πίνακες Υπολογισμού των Πιθανοτήτων μίας Κατανομής Poisson) Προς 

διευκόλυνση της αμεσότητας των υπολογισμών τόσο των πιθανοτήτων 

( )
!k

mekPP
k

m
k

−==Χ=  

όσο  και  των  αθροιστικών  πιθανοτήτων  ( ) ( ) 110 ... −+++=<Χ= kPPPkPkF   διατίθενται  οι 

ακόλουθοι χρηστικοί Πίνακες. 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 2 
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0.1322 

 
0.0771 

 
0.0385 

 
0.0169 

 
0.0066 

 
0.0023 

 
0.0007 

 
0.0002 

 
0.0001 

0

 
0.0302 

 
0.1359 

 
0.3208 

 
0.5366 

 
0.7254 

 
0.8576 

 
0.9347 

 
0.9733 

 
0.9901 

 
0.9967 

 
0.9990 

 
0.9997 

 
0.9999 

 
1.000 

 
0.0183 

 
0.0733 

 
0.1465 

 
0.1954 

 
0.1954 

 
0.1563 

 
0.1042 

 
0.0595 

 
0.0298 

 
0.0132 

 
0.0053 

 
0.0019 

 
0.0006 

 
0.0002 

 
0.0001 

0 
 

0.0183 
 

0.0916 
 

0.2381 
 

0.4335 
 

0.6288 
 

0.7851 
 

0.8893 
 

0.9489 
 

0.9786 
 

0.9919 
 

0.9972 
 

0.9991 
 

0.9997 
 

0.9999 
 

1.0000 
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m  

\ 
k  

5.4   0.5   5.5   0.6  

kP   )(kF   kP   ( )kF   kP   ( )kF   kP   ( )kF  
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2 

 

3 

 

4 

 

5 

 

6 

 

7 

 

8 

 

0.0111 

 

0.0500 

 

0.1125 

 

0.1687 

 

0.1898 

 

0.1708 

 

0.1281 

 

0.0824 

 

0 

 

0.0111 

 

0.0611 

 

0.1736 

 

0.3423 

 

0.5321 

 

0.7029 

 

0.8311 

 

0.9134 

 

0.0067 

 

0.0337 

 

0.0842 

 

0.1404 

 

0.1755 

 

0.1755 

 

0.1462 

 

0.1044 

 

0

 

0.0067 

 

0.0404 

 

0.1247 

 

0.2650 

 

0.4405 

 

0.6160 

 

0.7622 

 

0.8666 

 

 

0.0041 

 

0.0225 

 

0.0618 

 

0.1133 

 

0.1558 

 

0.1714 

 

0.1571 

 

0.1234 

 

0

 

0.0041 

 

0.0266 

 

0.0884 

 

0.2017 

 

0.3575 

 

0.5289 

 

0.6860 

 

0.8095 

 

0.0025 

 

0.0149 

 

0.0446 

 

0.0892 

 

0.1339 

 

0.1606 

 

0.1606 

 

0.1377 

 

0 

 

0.0025 

 

0.0174 

 

0.0620 

 

0.1512 

 

0.2851 

 

0.4457 

 

0.6063 

 

0.7440 



Ν. ΔΑΡΑΣ 
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16 

 

17 

 

0.0463 

 

0.0232 

 

0.0104 

 

0.0043 

 

0.0016 

 

0.0006 

 

0.0002 

 

0.0001 

 

0.9597 

 

0.9829 

 

0.9933 

 

0.9976 

 

0.9992 

 

0.9997 

 

0.9999 

 

1.0000 

0.0653 

 

0.0363 

 

0.0181 

 

0.0082 

 

0.0034 

 

0.0013 

 

0.0005 

 

0.0002 

 

0.0001 

0.9319 

 

0.9682 

 

0.9863 

 

0.9945 

 

0.9980 

 

0.9993 

 

0.9998 

 

0.9999 

 

1.0000 

0.0849 

 

0.0519 

 

0.0285 

 

0.0143 

 

0.0065 

 

0.0028 

 

0.0011 

 

0.0004 

 

0.0001 

 

0.8944 

 

0.9462 

 

0.9747 

 

0.9890 

 

0.9955 

 

0.9983 

 

0.9994 

 

0.9998 

 

0.9999 

 

1.0000 

0.1033 

 

0.0688 

 

0.0413 

 

0.0225 

 

0.0113 

 

0.0052 

 

0.0022 

 

0.0009 

 

0.0003 

 

0.0001 

 

0.8472 

 

0.9161 

 

0.9574 

 

0.9799 

 

0.9912 

 

0.9964 

 

0.9986 

 

0.9995 

 

0.9998 

 

1.0000 
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m  

\ 
k  

5.6   0.7   5.7   0.8  

kP   )(kF   kP   ( )kF   kP   ( )kF   kP   ( )kF  

 
0 
 

1 
 

2 
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4 
 

5 
 

6 
 

7 
 

8 
 

9 
 

10 
 

11 
 

12 
 

13 
 

14 
 

15 
 

16 
 

17 
 

18 

 
0.0015 

 
0.0098 

 
0.0318 

 
0.0688 

 
0.1118 

 
0.1454 

 
0.1575 

 
0.1462 

 
0.1188 

 
0.0858 

 
0.0558 

 
0.0330 

 
0.0179 

 
0.0089 

 
0.0041 

 
0.0018 

 
0.0007 

 
0.0003 

 
0.0001 

0 
 

0.0015 
 

0.0113 
 

0.0430 
 

0.1118 
 

0.2237 
 

0.3690 
 

0.5265 
 

0.6728 
 

0.7916 
 

0.8774 
 

0.9332 
 

0.9661 
 

0.9840 
 

0.9929 
 

0.9970 
 

0.9988 
 

0.9996 
 

0.9998 
 

 
0.0009 

 
0.0064 

 
0.0223 

 
0.0521 

 
0.0912 

 
0.1277 

 
0.1490 

 
0.1490 

 
0.1304 

 
0.1014 

 
0.0710 

 
0.0452 

 
0.0264 

 
0.0142 

 
0.0071 

 
0.0033 

 
0.0014 

 
0.0006 

 
0.0002 

0
 

0.0009 
 

0.0073 
 

0.0296 
 

0.0818 
 

0.1730 
 

0.3007 
 

0.4497 
 

0.5987 
 

0.7291 
 

0.8305 
 

0.9015 
 

0.9466 
 

0.9730 
 

0.9872 
 

0.9943 
 

0.9976 
 

0.9990 
 

0.9996 
 

 
0.0006 

 
0.0041 

 
0.0156 

 
0.0389 

 
0.0729 

 
0.1094 

 
0.1367 

 
0.1465 

 
0.1373 

 
0.1144 

 
0.0858 

 
0.0585 

 
0.0366 

 
0.0211 

 
0.0113 

 
0.0057 

 
0.0026 

 
0.0012 

 
0.0005 

0
 

0.0006 
 

0.0047 
 

0.0203 
 

0.0591 
 

0.1321 
 

0.2414 
 

0.3782 
 

0.5246 
 

0.6620 
 

0.7764 
 

0.8622 
 

0.9208 
 

0.9573 
 

0.9784 
 

0.9897 
 

0.9954 
 

0.9980 
 

0.9992 
 

 
0.0003 

 
0.0027 

 
0.0107 

 
0.0286 

 
0.0573 

 
0.0916 

 
0.1221 

 
0.1396 

 
0.1396 

 
0.1241 

 
0.0993 

 
0.0722 

 
0.0481 

 
0.0296 

 
0.0169 

 
0.0090 

 
0.0045 

 
0.0021 

 
0.0009 

0 
 
0.0003 

 
0.0030 

 
0.0138 

 
0.0424 

 
0.0996 

 
0.1912 

 
0.3134 

 
0.4530 

 
0.5925 

 
0.7166 

 
0.8159 

 
0.8881 

 
0.9362 

 
0.9658 

 
0.9827 

 
0.9918 

 
0.9963 

 
0.9984 

 



Ν. ΔΑΡΑΣ 
ΘΕΩΡΙΑ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ ΚΑΙ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΣΕ ΣΤΡΑΤΙΩΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 

ΤΟΜΟΣ Ι 

 

ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  121 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 4 

 

 
19 

 
20 

 
21 
 

22 
 

23 
 

24 
 

25 
 

26 
 

27 
 

28 
 

29 
 

30 
 

31 
 

32 
 

33 
 

34 
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36 
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0.9999 
 

1.000 

 
0.0001 

0.9999 
 

1.000 

 
0.0002 

 
0.0001 

0.9997 
 

0.9999 
 

1.0000 

 
0.0004 

 
0.0002 

 
0.0001 

0.9993 
 

0.9997 
 

0.9999 
 

1.0000 
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m  

\ 
k  

5.8   0.9   5.9   0.10  

kP   )(kF   kP   ( )kF   kP   ( )kF   kP   ( )kF  

 

0 
 

1 
 

2 
 

3 
 

4 
 

5 
 

6 
 

7 
 

8 
 

9 
 

10 
 

11 
 

12 
 

13 
 

14 
 

15 
 

16 
 

 
0.0002 

 
0.0017 

 
0.0074 

 
0.0208 

 
0.0443 

 
0.0752 

 
0.1066 

 
0.1294 

 
0.1375 

 
0.1299 

 
0.1104 

 
0.0853 

 
0.0604 

 
0.0395 

 
0.0240 

 
0.0136 

 
0.0072 

0 
 

0.0002 
 

0.0019 
 

0.0093 
 

0.0301 
 

0.0744 
 

0.1496 
 

0.2562 
 

0.3856 
 

0.5231 
 

0.6530 
 

0.7634 
 

0.8487 
 

0.9091 
 

0.9486 
 

0.9726 
 

0.9862 
 

 
0.0001 

 
0.0011 

 
0.0050 

 
0.0150 

 
0.0337 

 
0.0607 

 
0.0911 

 
0.1171 

 
0.1318 

 
0.1318 

 
0.1186 

 
0.0970 

 
0.0728 

 
0.0504 

 
0.0324 

 
0.0194 

 
0.0109 

0

 
0.0001 

 
0.0012 

 
0.0062 

 
0.0212 

 
0.0550 

 
0.1157 

 
0.2068 

 
0.3239 

 
0.4557 

 
0.5874 

 
0.7060 

 
0.8030 

 
0.8758 

 
0.9261 

 
0.9585 

 
0.9780 

 

 
0.0001 

 
0.0007 

 
0.0034 

 
0.0107 

 
0.0254 

 
0.0483 

 
0.0764 

 
0.1037 

 
0.1232 

 
0.1300 

 
0.1235 

 
0.1067 

 
0.0844 

 
0.0617 

 
0.0419 

 
0.0265 

 
0.0157 

0

 
0.0001 

 
0.0008 

 
0.0042 

 
0.0149 

 
0.0403 

 
0.0885 

 
0.1650 

 
0.2687 

 
0..3918 

 
0.5218 

 
0.6453 

 
0.7520 

 
0.8364 

 
0.8981 

 
0.9400 

 
0.9665 

 

 
ε  
 

0.0005 
 

0.0023 
 

0.0076 
 

0.0189 
 

0.0378 
 

0.0631 
 

0.0901 
 

0.1126 
 

0.1251 
 

0.1251 
 

0.1137 
 

0.0948 
 

0.0729 
 

0.0521 
 

0.0347 
 

0.0217 

0 
 

ε  
 

0.0005 
 

0.0028 
 

0.0104 
 

0.0293 
 

0.0671 
 

0.1302 
 

0.2203 
 

0.3329 
 

0.4580 
 

0.5831 
 

0.6968 
 

0.7916 
 

0.8645 
 

0.9166 
 

0.9513 
 



Ν. ΔΑΡΑΣ 
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0.0036 

 
0.0017 

 
0.0008 

 
0.0003 

 
0.0001 

 
0.0001 

0.9934 
 

0.9970 
 

0.9987 
 

0.9995 
 

0.9998 
 

0.9999 
 

1.0000 

 
0.0058 

 
0.0029 

 
0.0014 

 
0.0006 

 
0.0003 

 
0.0001 

0.9889 
 

0.9947 
 

0.9976 
 

0.9989 
 

0.9996 
 

0.9998 
 

0.9999 
 

1.0000 

 
0.0088 

 
0.0046 

 
0.0023 

 
0.0011 

 
0.0005 

 
0.0002 

 
0.0001 

0.9823 
 

0.9911 
 

0.9957 
 

0.9980 
 

0.9991 
 

0.9996 
 

0.9999 
 

0.9999 
 

1.0000 

 
0.0128 

 
0.0071 

 
0.0037 

 
0.0019 

 
0.0009 

 
0.0004 

 
0.0002 

 
0.0001 

0.9730 
 

0.9857 
 

0.9928 
 

0.9965 
 

0.9984 
 

0.9993 
 

0.9997 
 

0.9999 
 

1.0000 
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m  

\ 
k  

11  12   13   14  

kP   )(kF   kP   ( )kF   kP   ( )kF   kP   ( )kF  
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11 
 

12 
 

13 
 

14 
 

15 
 

16 

 
 

0.0002 
 

0.0010 
 

0.0037 
 

0.0102 
 

0.0224 
 

0.0411 
 

0.0646 
 

0.0888 
 

0.1085 
 

0.1194 
 

0.1194 
 

0.1094 
 

0.0926 
 

0.0728 
 

0.0534 
 

0.0367 

 
ε  
 

0.0002 
 

0.0012 
 

0.0049 
 

0.0151 
 

0.0375 
 

0.0786 
 

0.1432 
 

0.2320 
 

0.3405 
 

0.4599 
 

0.5793 
 

0.6887 
 

0.7813 
 

0.8541 
 

0.9075 
 

 
 

0.0001 
 

0.0004 
 

0.0018 
 

0.0053 
 

0.0127 
 

0.0255 
 

0.437 
 

0.0655 
 

0.0874 
 

0.1048 
 

0.1144 
 

0.1144 
 

0.1056 
 

0.0905 
 

0.0724 
 

0.0543 

 
ε  
 

0.0001 
 

0.0005 
 

0.0023 
 

0.0076 
 

0.0203 
 

0.0458 
 

0.0895 
 

0.1550 
 

0.2424 
 

0.3472 
 

0.4616 
 

0.5760 
 

0.6816 
 

0.7721 
 

0.8445 
 

 
 
 
 

0.0002 
 

0.0008 
 

0.0027 
 

0.0070 
 

0.0152 
 

0.0281 
 

0.0457 
 

0.0661 
 

0.0859 
 

0.1015 
 

0.1099 
 

0.1099 
 

0.1021 
 

0.0885 
 

0.0719 

 
 
 
ε  
 

0.0002 
 

0.0010 
 

0.0037 
 

0.0107 
 

0.0259 
 

0.0540 
 

0.0997 
 

0.1658 
 

0.2517 
 

0.3532 
 

0.4631 
 

0.5730 
 

0.6751 
 

0.7636 
 

 
 
 
 

0.0001 
 

0.0004 
 

0.0013 
 

0.0037 
 

0.0087 
 

0.0174 
 

0.0304 
 

0.0473 
 

0.0663 
 

0.0844 
 

0.0984 
 

0.1060 
 

0.1060 
 

0.0989 
 

0.0866 

 
 
 
ε  
 

0.0001 
 

0.0005 
 

0.0018 
 

0.0055 
 

0.0142 
 

0.0316 
 

0.0620 
 

0.1093 
 

0.1756 
 

0.2600 
 

0.3584 
 

0.4644 
 

0.5704 
 

0.6693 
 



Ν. ΔΑΡΑΣ 
ΘΕΩΡΙΑ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ ΚΑΙ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΣΕ ΣΤΡΑΤΙΩΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 

ΤΟΜΟΣ Ι 
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0.0237 

 
0.0145 

 
0.0084 

 
0.0046 

 
0.0024 

 
0.0012 

 
0.0006 

 
0.0003 

 
0.0001 

0.9442 
 

0.9679 
 

0.9824 
 

0.9908 
 

0.9954 
 

0.9978 
 

0.9990 
 

0.9996 
 

0.9999 
 

1.0000 

 
0.0383 

 
0.0255 

 
0.0161 

 
0.0097 

 
0.0055 

 
0.0030 

 
0.0016 

 
0.0008 

 
0.0004 

 
0.0002 

 
0.0001 

0.8988 
 

0.9371 
 

0.9626 
 

0.9787 
 

0.9884 
 

0.9939 
 

0.9969 
 

0.9985 
 

0.9993 
 

0.9997 
 

0.9999 
 

1.0000 

 
0.0550 

 
0.0397 

 
0.0272 

 
0.0177 

 
0.0109 

 
0.0065 

 
0.0037 

 
0.0020 

 
0.0010 

 
0.0005 

 
0.0002 

 
0.0001 

0.8355 
 

0.8905 
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ΙΙ.3.  Οι Κυριότερες Συνεχείς Κατανομές 
 Α. Η ΚΑΝΟΝΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ 

  Στο προηγούμενο Εδάφιο  ΙΙ.2, γνωρίσαμε τις κυριότερες Διακριτές Κατανομές. Στο παρόν 

Εδάφιο θα συζητήσουμε τις κυριότερες Συνεχείς Κατανομές. 

  Για πολλούς και διάφορους λόγους, η σπουδαιότερη από τις Συνεχείς Κατανομές είναι η 

Κανονική  Κατανομή.  Λέμε  ότι  η  (συνεχής)  τυχαία  μεταβλητή  Χ   ακολουθεί  την  Κανονική 

Κατανομή  (ή  Κατανομή  Gauss‐Laplace)  ή  ότι  είναι  μία  Κανονική  Τυχαία  Μεταβλητή  με 

παραμέτρους  

∈m R και  ,0>σ  

εάν  μπορεί  να  λάβει  οποιαδήποτε  τιμή  μεταξύ  του  ∞−   και  του  ∞+   έχοντας  πυκνότητα 

πιθανότητας  ( )xf  της μορφής: 

( ) .
2
1exp

2
1 2
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⎢
⎢
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⎠
⎞
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⎝
⎛ −

−=
σσπ

mxxf

 

  Τότε, η συνάρτηση Κατανομής  ( )xF  της τυχαίας μεταβλητής  Χ , η οποία αναπαριστά την 

πιθανότητα  ( )xP <Χ  η Χ  να λάβει τιμή μικρότερη από  x , δίνεται από την έκφραση 

( ) ( ) dtmtxPxF
x
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1exp
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σσπ
 

και συχνά χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό  

=Χ N( ),σm .
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ΙΙ.3.1.  Παρατήρηση. Όπως  θα  δούμε  στο  επόμενο  Κεφάλαιο,  η  μεν  παράμετρος  m   είναι  η 

μέση(:  αναμενόμενη)  τιμή  της  Χ ,  η  δε παράμετρος  σ   είναι  η  τυπική απόκλισή  της. Οι  δύο 

αυτές  παράμετροι  διαδραματίζουν  έναν  επί  πλέον  αξιοσημείωτο  ρόλο:  το  γράφημα  της 

συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας  ( )xf  είναι συμμετρικό ως προς την ευθεία του επιπέδου 

mx =  με τους δύο κλάδους του να τείνουν ασυμπτωτικά προς τον άξονα των  x , έτσι ώστε οι 
παρατηρήσεις  να <<συγκεντρώνονται>>  γύρω από  την  μέση(:  αναμενόμενη)  τιμή  της  Χ ,υπό 

την έννοια ότι  

%50  των παρατηρήσεων βρίσκονται στο διάστημα  ( ) ( )] [,32,32 σσ +− mm  

%68  των παρατηρήσεων βρίσκονται στο διάστημα  ] [,, σσ +− mm  

%95  των παρατηρήσεων βρίσκονται στο διάστημα  ] [σσ 2,2 +− mm  και  

%7,99  των παρατηρήσεων βρίσκονται στο διάστημα  ] [σσ 3,3 +− mm   

κ. ο. κ. ■ 

  Ας πραγματοποιήσουμε τώρα την εξής αλλαγή μεταβλητής: 

.:
σ

m−Χ
=Ζ  

Η  πιθανότητα  κατά  την  οποία  η  τυχαία  μεταβλητή  Χ   βρίσκεται  εντός  του  απειροστού 

διαστήματος  ] [dxxx +,  είναι 
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Επειδή 
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⎩
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−

tddx
mtx
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σ

σ
σ

, 

η  πραγματοποίηση  της  ανωτέρω  αλλαγής  μεταβλητής  εγγυάται  ότι  η  πιθανότητα  κατά  την 

οποία η τυχαία μεταβλητή Ζ  βρίσκεται εντός του απειροστού διαστήματος  ] [dttt +,  είναι 

( ) .
2
1 2

2

dtedtt
t−

=
σπ

φ  

Αυτό σημαίνει ότι η μεταβλητή Ζ  είναι μία Κανονική Τυχαία Μεταβλητή με παραμέτρους 

0=m και 1=σ . 

Λέμε πως η  Ζ  είναι η Κανονικοποιημένη ή Τυποποιημένη Τυχαία Μεταβλητή (υπό την έννοια 

ότι  έχει  μηδενική  μέση  τιμή  και  μοναδιαία  απόκλιση)  ή  ακόμα  πως  η  Ζ   ακολουθεί  την 

Κανονικοποιημένη Κατανομή.  Στην περίπτωση που σε συγκεκριμένο πρόβλημα μία Κανονική 

Τυχαία Μεταβλητή Χ  μετατρέπεται στην αντίστοιχη Κανονικοποιημένη Τυχαία Μεταβλητή  Ζ , 

λέμε πως η Ζ  είναι η Τυποποίηση ή Κανονικοποίηση της Χ . 

  Η πυκνότητα πιθανότητας της Κανονικοποιημένης Τυχαίας Μεταβλητής είναι: 

( ) +∞<<∞−=
− tet

t
,

2
1 2

2

π
φ ,

ενώ  η  συνάρτηση  Κατανομής  ( )tΦ   της  τυχαίας  μεταβλητής  Ζ ,  η  οποία  αναπαριστά  την 

πιθανότητα  ( )tP <Ζ  η Ζ  να λάβει τιμή μικρότερη από  t , δίνεται από την έκφραση 
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2
1exp

2
1 2 duutPt

t

∫
∞−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−=<Ζ=Φ

σπ

 



Ν. ΔΑΡΑΣ 
ΘΕΩΡΙΑ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ ΚΑΙ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΣΕ ΣΤΡΑΤΙΩΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 

ΤΟΜΟΣ Ι 

 

ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  131 

 

ΙΙ.3.2. Παρατήρηση. Είναι προφανές ότι, χρησιμοποιώντας την αλλαγή μεταβλητής 

σ
m−Χ

=Ζ :  

οποιαδήποτε Κανονική Τυχαία Μεταβλητή μπορεί να μετατραπεί σε Κανονικοποιημένη.■ 

ΙΙ.3.3.  Παρατήρηση.(Εισαγωγή  και  Χρήση Πινάκων  Υπολογισμού  των  Τιμών  της  Κατανομής 

( )tΦ , της Πυκνότητας  ( )tφ  και των Τιμών  ( )tP ) 

i).Πίνακες Υπολογισμού των Τιμών της Κατανομής  ( )tΦ . Δεν έχει βρεθεί <<κλειστός>> Τύπος 

υπολογισμού ολοκληρωμάτων της μορφής: 

.
2
1exp

2
1 2 duu

t

∫
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⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

σπ
 

Ως  εκ  τούτου,  προτείνεται  η  χρήση  των  ακόλουθων  διαθέσιμων  Πινάκων  υπολογισμού  των 

κυριότερων τιμών της Κανονικοποιημένης Κατανομής  ( )tΦ : 

t   0.00  0.01  0.02  0.03  0.04  0.05  0.06  0.07  0.08  0.09 

0.0  0.5000  0.5040  0.5080  0.5120  0.5160  0.5199  0.5239  0.5279  0.5319  0.5359 

0.1  0,5398  0.5438  0.5478  0.5517  0.5557  0.5596  0.5636  0.5675  0.5714  0.5753 

0.2  0.5793  0.5832  0.5871  0.5910  0.5948  0.5987  0.6026  0.6064  0.6103  0.6141 

0.3  0.6179  0.6217  0.6255  0.6293  0.6331  0.6368  0.406  0.6443  0.6480  0.6517 

0.4  0.6554  0.6591  0.6628  0.6664  0.6700  0.6736  0.6772  0.6808  0.6844  0.6879 

0.5  0.6915  0.6950  0.6985  0.7019  0.7054  0.7088  0.7123  0.7157  0.7190  0.7224 

0.6  0.7257  0.7290  0.7324  0.7357  0.7389  0.7422  0.7454  0.7486  0.7517  0.7549 

0.7  0.7580  0.7611  0.7642  0.7673  0.7704  0.7734  0.7764  0.7794  0.7823  0.7852 

0.8  0.7881  0.7910  0.7939  0.7967  0.7995  0.8023  0.8051  0.8078  0.8106  0.8133 

0.9  0.8159  0.8186  0.8212  0.8238  0.8264  0.8289  0.8315  0.8340  0.8365  0.8389 
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t   0.00  0.01  0.02  0.03  0.04  0.05  0.06  0.07  0.08  0.09 

1.0  0.8413  0.8438  0.8461  0.8485  0.8508  0.8531  0.8554  0.8577  0.8599  0.8621 

1.1  0.8643  0.8665  0.8686  0.8708  0.8729  0.8749  0.8770  0.8790  0.8810  0.8830 

1.2  0.8849  0.8869  0.8888  0.8907  0.8925  0.8944  0.8962  0.8980  0.8997  0.9015 

1.3  0.9032  0.9049  0.9066  0.9082  0.9099  0.9115  0.9131  0.9147  0.9162  0.9177 

1.4  0.9192  0.9207  0.9222  0.9236  0.9251  0.9265  0.9279  0.9292  0.9306  0.9319 

1.5  0.9332  0.9345  0.9357  0.9370  0.9382  0.9394  0.9406  0.9418  0.9429  0.9441 

1.6  0.9452  0.9463  0.9474  0.9484  0.9495  0.9505  0.9515  0.9525  0.9535  0.9545 

1.7  0.9554  0.9564  0.9573  0.9582  0.9591  0.9599  0.9608  0.9616  0.9625  0.9633 

1.8  0.9641  0.9649  0.9656  0.9664  0.9671  0.9678  0.9686  0.9693  0.9699  0.9706 

1.9  0.9713  0.9719  0.9726  0.9732  0.9738  0.9744  0.9750  0.9756  0.9761  0.9767 

2.0  0.9772  0.9779  0.9783  0.9788  0.9793  0.9798  0.9803  0.9808  0.9812  0.9817 

2.1  0.9821  0.9826  0.9830  0.98334  0.9838  0.9842  0.9846  0.9850  0.9854  0.9857 

2.2  0.9861  0.9864  0.9868  0.9871  0.9875  0.9878  0.9881  0.9884  0.9887  0.9890 

2.3  0.9893  0.9896  0.9898  0.9901  0.9904  0.9906  0.9909  0.9911  0.9913  0.9916 

2.4  0.9918  0.9920  0.9922  0.9925  0.9927  0.9929  0.9931  0.9932  0.9934  0.9936 

2.5  0.9938  0.9940  0.9941  0.9943  0.9945  0.9946  0.9948  0.9949  0.9951  0.9952 

2.6  0.9953  0.9955  0.9956  0.9957  0.9959  0.9960  0.9961  0.9962  0.9963  0.9964 

2.7  0.9965  0.9966  0.9967  0.9968  0.9969  0.9970  0.9971  0.9972  0.9973  0.9974 

2.8  0.9974  0.9975  0.9976  0.9977  0.9977  0.9978  0.9979  0.9979  0.9980  0.9981 

2.9  0.9981  0.9982  0.9982  0.9983  0.9984  0.9984  0.9985  0.9985  0.9986  0.9986 

ΠΙΝΑΚΑΣ 1 
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  Για  τιμές  της  t   που  υπερβαίνουν  το  3   έχουμε  και  τον  ακόλουθο  Πίνακα  τιμών  της 

Συνάρτησης Κατανομής  ( ) :tΦ  

t   3.0  3.1  3.2  3.3  3.4  3.5  3.6  3.7  3.8  3.9 

( )tΦ   0.99865  0.99904  0.99931  0.99952  0.99966  0.99976  0.999841  0.999928  0.999968  0.999997 

ΠΙΝΑΚΑΣ 2 

  Στους  δύο  αυτούς  Πίνακες  οι  κυριότερες  τιμές  της  ( )tΦ   δίνονται  στα  “χρυσά”  χωρία 

αναλόγως των τιμών του  t  που βρίσκονται στα χωρία με χρώμα “λεβάντας”. 

  Ας δούμε πότε και πώς μπορούν να χρησιμοποιηθούν αυτοί οι Πίνακες. 

 Εύρεση  της  Πιθανότητας ( ) ( )tPt <Ζ=Φ   κατά  την  οποία  η  Κανονικοποιημένη 

Μεταβλητή  Ζ  είναι μικρότερη από  t .Ο ανωτέρω Πίνακας δίνει, για κάθε θετική τιμή 
t  της Κανονικοποιημένης Τυχαίας Μεταβλητής  Ζ , την αντίστοιχη τιμή της συνάρτησης 

Κατανομής  ( ) ( ).tPt <Ζ=Φ   Οι  τιμές  της  t   κυμαίνονται  από  εκατοστό  σε 

εκατοστό: ...,02.0,01.0,00.0=t Οι  μονάδες  και  τα  δέκατα  αναγιγνώσκονται  κατά 

γραμμή, ενώ τα εκατοστά κατά στήλη. Έτσι, για παράδειγμα, εάν η τυχαία μεταβλητή 

Ζ   ακολουθεί  την  Κανονικοποιημένη  Κατανομή,  τότε,  από  τον  ανωτέρω  Πίνακα 

προκύπτει ότι η πιθανότητα κατά την οποία η Κανονικοποιημένη Μεταβλητή  Ζ  είναι 

μικρότερη από  32.1  ισούται με 

( ) ( ) .9066.032.132.1 =Φ=<ΖP  

Ομοίως, λαμβάνουμε 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) 99966.04.34.3

,9974.079.279.2,9965.07.27.2
,8665.011.111.1,8643.01.11.1

=<Ζ=Φ
=<Ζ=Φ=<Ζ=Φ

=<Ζ=Φ=<Ζ=Φ

P
PP

PP
 

κ. λ. π.  
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 Εύρεση  της  Πιθανότητας  ( )tP ≥Ζ κατά  την  οποία  η  Κανονικοποιημένη Μεταβλητή 

Ζ  είναι μεγαλύτερη ή  ίση  του  t . Ο ανωτέρω Πίνακας δίνει  επίσης,  για  κάθε θετική 
τιμή  t ,  την  αντίστοιχη  πιθανότητα  ( )tP ≥Ζ   κατά  την  οποία  η  Κανονικοποιημένη 

Τυχαία  Μεταβλητή  Ζ   είναι  μεγαλύτερη  από  t .Έτσι,  για  παράδειγμα,  εάν  η  τυχαία 
μεταβλητή  Ζ   ακολουθεί  την  Κανονικοποιημένη  Κατανομή,  τότε,  από  τον  ανωτέρω 

Πίνακα προκύπτει ότι η πιθανότητα κατά την οποία η Κανονικοποιημένη Μεταβλητή  Ζ  

είναι μεγαλύτερη ή ίση του  28.0  ισούται με 

( ) ( ) .3897.06103.0128.0128.0 =−=Φ−=≥ΖP  

 Εύρεση  της  Πιθανότητας  κατά  την  οποία  η  Κανονικοποιημένη Μεταβλητή  Ζ   είναι 

μικρότερη  από  αρνητική  τιμή  του  t .  Λόγω  της  συμμετρίας  της  συνάρτησης 
πυκνότητας πιθανότητας  

( ) +∞<<∞−= − tet
t

,
2
1 2

2

π
φ  

της Κανονικοποιημένης Μεταβλητής, ισχύει ότι 

( ) ( ),tPtP ≥Ζ=−<Ζ  

και άρα  ( ) ( )tPtP <Ζ−=−<Ζ 1  δηλαδή 

( ) ( ).1 tt Φ−=−Φ  

Έτσι,  για  παράδειγμα,  εάν  η  τυχαία  μεταβλητή  Ζ   ακολουθεί  την  Κανονικοποιημένη 

Κατανομή, τότε, από τον ανωτέρω Πίνακα προκύπτει ότι η πιθανότητα κατά την οποία 

η Κανονικοποιημένη Μεταβλητή Ζ  είναι μικρότερη από  77.0−  ισούται με 

( ) ( ) ( ) .2206.07794.0177.0177.077.0 =−=Φ−=−Φ=−<ΖP  
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ii).  Πίνακες  Υπολογισμού  των  Τιμών  της  Πυκνότητας  ( )tφ .  Η  πρακτική  ευχρηστία  και 

αμεσότητα  των  παραπάνω  Πινάκων  υπολογισμού  των  κυριότερων  τιμών  της 

Κανονικοποιημένης  Κατανομής  ( )tΦ   ανάδειξε  την  αναγκαιότητα  εισαγωγής  και  ενός  Πίνακα 

υπολογισμού των κυριότερων τιμών της πυκνότητας  ( )tφ  της Κανονικοποιημένης Μεταβλητής. 

  Συγκεκριμένα,  έχουμε  τον  ακόλουθο  Πίνακα  στον  οποίο  οι  κυριότερες  τιμές  της  ( )tφ  

δίνονται  στο  “ροζ”  χωρίο  αναλόγως  των  τιμών  του  t   που  βρίσκονται  στο  χωρίο  με  χρώμα 
“λεβάντας”. 

t   0  1  2  3  4  5  6  7  8  9 

0  0.3989  0.3970  0.3910  0.3814  0.3683  0.3521  0.3332  0.3123  0.2897  0.2661 

1  0.2420  0.2179  0.1942  0.1714  0.1497  0.1295  0.1109  0.0940  0.0790  0.0656 

2  0.0540  0.0440  0.0355  0.0283  0.0224  0.0175  0.0136  0.0104  0.0079  0.0060 

3  0.0044  0.0033  0.0024  0.0017  0.0012  0.0009  0.0006  0.0004  0.0003  0.0002 

ΠΙΝΑΚΑΣ 3 

  Έτσι,  για  παράδειγμα,  εάν  η  τυχαία  μεταβλητή  Ζ   ακολουθεί  την  Κανονικοποιημένη 

Κατανομή, τότε, από τον ανωτέρω Πίνακα προκύπτει ότι η πυκνότητα  ( )tφ  της  Ζ  στα σημεία 

3.1=t  και  7.2−=t  είναι 

( ) 1714.03.1 =φ και ( ) ( ) 0104.07.27.2 ==− yφ  

αντιστοίχως. Να σημειωθεί ότι η πυκνότητα  ( )tφ  της Ζ  είναι άρτια συνάρτηση: 

( ) ( ) ., +∞<<∞−=− ttt φφ  
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iii).  Εκτός  από  τους  ανωτέρω  Πίνακες  υπολογισμού  των  κυριότερων  τιμών  της 

Κανονικοποιημένης  Κατανομής  ( )tΦ ,  διατίθενται  και  οι  ακόλουθοι  Πίνακες  των  κυριότερων 

τιμών  

( )tP . 

Ο  εν  λόγω  συμβολισμός  αποδίδει  τις  τιμές  t   για  τις  οποίες  υπάρχει  μία  πιθανότητα  P   η 

Κανονικοποιημένη  Τυχαία  Μεταβλητή  Ζ   να  βρίσκεται  εκτός  του  διαστήματος  ] [., tt−   Οι 

παρουσιαζόμενες  στους  δύο  επόμενους  Πίνακες  τιμές  της  P   κυμαίνονται  από  εκατοστό  σε 

εκατοστό: ...,02.0,01.0,00.0=P   και  καταλαμβάνουν  το  χωρίο  χρώματος  “ώχρας”,  ενώ  οι 

αντίστοιχες τιμές  t  καταλαμβάνουν το χωρίο χρώματος “λεβάντας”. 

P   0.00  0.01  0.02  0.03  0.04  0.05  0.06  0.07  0.08  0.09 

0.0  ∞   2.575  2.3263  2.1701  2.0537  1.960  1.8808  1.8119  1.7507  1.6954 

0.1  1.6449  1.5982  1.5548  1.5141  1.4758  1.4395  1.4051  1.3722  1.3408  1.3106 

0.2  1.2816  1.2536  1.2265  1.2004  1.1750  1.1503  1.1264  1.1031  1.0803  1.0581 

0.3  1.0364  1.0152  0.9945  0.9741  0.9542  0.9346  0.9154  0.8965  0.8779  0.8596 

0.4  0.8416  0.8239  0.8064  0.7892  0.7722  0.7554  0.7388  0.7225  0.7063  0.6903 

0.5  0.6745  0.6588  0.6433  0.6280  0.6128  0.5978  0.5828  0.5681  0.5534  0.5388 

0.6  0.5244  0.5101  0.4959  0.4817  0.4677  0.4538  0.4399  0.4261  0.4125  0.3989 

0.7  0.3853  0.3719  0.3585  0.3451  0.3319  0.3186  0.3055  0.2924  0.2793  0.2663 

0.8  0.2533  0.2404  0.2275  02147  0.2019  0.1891  0.1764  0.1637  0.1510  0.1383 

0.9  0.1257  0.1130  0.1004  0.0878  0.0753  0.0627  0.0502  0.0376  0.0251  0.0125 

ΠΙΝΑΚΑΣ 4 
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  Για τιμές της  P  που είναι σημαντικά μικρές, έχουμε και τον ακόλουθο Πίνακα: 

P   10 – 3  10 – 4  10 ‐5  10 ‐6  10 – 7  10 – 8  10 – 9 

t   3.2905  3.8906  4.4172  4.8916  5.3267  5.7307  6.1094 

ΠΙΝΑΚΑΣ 5 

  Ας δούμε τώρα πότε και πώς μπορούν να χρησιμοποιηθούν αυτοί οι Πίνακες. Δίνουμε δύο 

ενδεικτικά και αντιπροσωπευτικά Παραδείγματα. 

 Εύρεση  του  Διαστήματος  ] [tt,−   που  είναι  τέτοιο  ώστε  η  Πιθανότητα  η 
Κανονικοποιημένη Τυχαία Μεταβλητή  Ζ  να βρίσκεται εντός του Διαστήματος αυτού 
να είναι ίση με  :%95 Έχουμε 

( ) ( ) 95.01 =−=+<Ζ≤− tPttP  

απ’ όπου συνάγεται ότι  ( ) 05.0=tP  και άρα 

.9600.1=t  

 Εύρεση της τιμής  t  που είναι τέτοια ώστε η Πιθανότητα η Κανονικοποιημένη Τυχαία 
Μεταβλητή Ζ  να είναι μικρότερη της  t  να είναι ίση με  :%90 Έχουμε 

( ) ( ) ( ) 90.0
2

1 =−=Φ=<Ζ
tPttP  

απ’ όπου συνάγεται ότι  ( ) 20.0=tP  και άρα 

.2816.1=t �  
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ΙΙ.3.4.  Παράδειγμα.  Η  απόσταση  των  ημετέρων  Δυνάμεων  από  τις  θέσεις  του  Εχθρού 

ακολουθεί  την  Κανονική  Κατανομή  με  μέση  τιμή  απόστασης  ίση  με  kmm 167=   και  τυπική 

απόκλιση ίση με  km3=σ . 

i). Ποιο ποσοστό επί των αντιπάλων θέσεων έχει απόσταση 

a) μεγαλύτερη από  km167 ; 

b) μεγαλύτερη από  km170 ; 

c) μεταξύ  km161  και  km173 ; 

ii). Ποια  είναι  τα  όρια  του  διαστήματος  εντός  του  οποίου  έχουν  συγκεντρωθεί  οι  αντίπαλες 

Δυνάμεις με πιθανότητα  %;95  

iii). Σε τυχαίο δείγμα  4  αντιπάλων θέσεων, ποια η πιθανότητα 

a)    οι  4  αντίπαλες θέσεις να βρίσκονται σε απόσταση μεγαλύτερη των  ;170km  

b)   δύο θέσεις από τις  4  να βρίσκονται σε απόσταση μεγαλύτερη της μέσης (και δύο άλλες 

σε απόσταση μικρότερη της μέσης); 

Απάντηση.  i.  Έστω  η  τυχαία  μεταβλητή  Χ   που  αναπαριστά  την  απόσταση  των  ημετέρων 

Δυνάμεων από την κάθε αντίπαλη θέση. 

a. Το ποσοστό επί των αντιπάλων θέσεων που έχει απόσταση μεγαλύτερη από 167 km 

δίνεται από τον Τύπο: 

( ) ( )

dtt

PP

∫
∞− ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−−=

≤Χ−=>Χ
167 2

3
167

2
1exp

23
11

1671167

π
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Από τον Πίνακα 1, έχουμε ότι 

( ) .5.0
2

exp
2
10

0 2

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=Φ ∫

∞−

dxx
π

 

Άρα  

( ) 5.0167 =>ΧP  

που οδηγεί στο συμπέρασμα ότι το ποσοστό επί των αντιπάλων θέσεων που έχει 

απόσταση μεγαλύτερη από 167 km ισούται με  .%50  

b. Το ποσοστό επί των αντιπάλων θέσεων που έχει απόσταση μεγαλύτερη από 170km 

δίνεται από τον Τύπο: 

( )

( )
( )11

1
3

167170
3
167170

Φ−=
>Ζ=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

>
−Χ

=>Χ

P

PP

 

Και πάλι από τον Πίνακα 1, έχουμε  

( ) .8413.01 =Φ  

Άρα  

( ) 1587.0170 =>ΧP  
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που  οδηγεί  στο  συμπέρασμα  ότι  το  ποσοστό  επί  των  αντιπάλων  θέσεων  που  έχει 

απόσταση μεγαλύτερη από 170km ισούται περίπου με  .%16  

c. Ομοίως εργαζόμενοι διαπιστώνουμε ότι το ποσοστό επί των αντιπάλων θέσεων που 

έχει απόσταση μεταξύ  km161 και 173 km δίνεται από τον Τύπο: 

( )

( )
( ) ( )
( ) ( ).22

22
22

3
167173

3
167

3
167161173161

−Φ−Φ=
−<Ζ−<Ζ=

<Ζ≤−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

<
−Χ

≤
−

=<Χ≤

PP
P

PP

 

Καθώς, και πάλι από τον Πίνακα 1, έχουμε 

( ) 9772.02 =Φ και ( ) ( ) 0228.09772.01212 =−=Φ−=−Φ  

και άρα 

( ) 9544.00228.09772.0173161 =−=<Χ≤P . 

Με άλλα λόγια, το ποσοστό επί των αντιπάλων θέσεων που έχει απόσταση μεταξύ 

km161 και 173km ισούται περίπου με  %95 . 

ii. Έστω πάλι η τυχαία μεταβλητή  Χ  που αναπαριστά την απόσταση των ημετέρων Δυνάμεων 

από την κάθε αντίπαλη θέση. Έστω ακόμα 

] [BA,  

το  διάστημα  εντός  του  οποίου  έχουν  συγκεντρωθεί  οι  Αντίπαλες  Δυνάμεις  με  πιθανότητα 

%95 . Η αξίωση αυτή διατυπώνεται μαθηματικά ως εξής: 

( ) ( ) 95.0
3
167

3
167

21 =<Ζ≤=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

<Ζ≤
−

=<Χ≤ ttPBAPBAP  
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με  

1673
3
167

11 +=⇔
−

= tAAt και .1673
3
167

22 +=⇔
−

= tBBt  

  Ακόμη, επειδή η μέση τιμή  m  της Χ  είναι, εξ υποθέσεως ίση με 167 , ισχύει η προφανής 

σχέση 

.
2

BAm +
=  

Από την σχέση αυτή έπεται ότι 
3
167

3
167 −

=
− BA

, δηλαδή ότι 

.21 tt −=  

  Άρα πρέπει 

( ) ( ) .95.022 =<Ζ≤−=<Χ≤ ttPBAP  

Όμως 

( ) ( )222 1 tPttP −=<Ζ≤−  

απ’ όπου συνάγεται ότι  ( ) 5.02 =tP  και συνεπώς, σύμφωνα προς τον Πίνακα 4,  

.96.12 =t  

Αυτό σημαίνει ότι 

88.172=B και 12.161=A  
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δηλαδή το διάστημα  ] [BA,  που σχηματίζεται μεταξύ της ελάχιστης και της μέγιστης απόστασης 

των Αντιπάλων θέσεων από τις ημέτερες, εντός του οποίου έχουν συγκεντρωθεί οι αντίπαλες 

Δυνάμεις με πιθανότητα  %95 , είναι το διάστημα 

] [ .88.172,12.161  

iii.  

a. Έστω Υ  η τυχαία μεταβλητή που αναπαριστά το πλήθος των αντιπάλων θέ‐ 

σεων που βρίσκονται σε απόσταση από τις ημέτερες θέσεις η οποία υπερβαίνει τα 

170km. Είναι σαφές ότι η Υ  ακολουθεί την Διωνυμική Κατανομή με παραμέτρους 

4=v και ( ) ( ) .16.01587.08413.01111 ≈=−=Φ−=−Φ=p  

Έπεται αμέσως ότι 

( ) ( ) ( ) ( ) .0007.01587.011587.0
4
4

1587.0,4/44 04 ≈−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=====Υ pvbP  

b. Έστω τέλος Υ  η τυχαία μεταβλητή που αναπαριστά το πλήθος των αντιπάλων θέσεων 

που βρίσκονται σε απόσταση από τις ημέτερες θέσεις η οποία υπερβαίνει τα 165km. 

Είναι σαφές ότι η Υ  ακολουθεί την Διωνυμική Κατανομή με παραμέτρους 

4=v και .5.0
2
1
==p  

Έπεται αμέσως ότι 

( ) ( ) ( ) ( ) .375.0
8
305.015.0

2
4

5.0,4/22 22 ==−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=====Υ pvbP  ■ 
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ΙΙ.3.5. Παράδειγμα. Πολεμική Βιομηχανία κατασκευάζει οβίδες των οποίων το μήκος σε μέτρα 

ακολουθεί την Κανονική Κατανομή με παραμέτρους  5=m  (: μέσος) και  002.0=σ  (: τυπική 

απόκλιση).  Εάν  το  μήκος  μιας  οβίδας  είναι  εκτός  του  διαστήματος  002.05 ± ,  η  οβίδα 

θεωρείται ελαττωματική. 

Α). Ποια η αναλογία των ελαττωματικών οβίδων τις οποίες παράγει η Πολεμική Βιομηχανία; 

Β). Ποια η πιθανότητα να μην υπάρχει ελαττωματική ανάμεσα σε 10  οβίδες; 

Απάντηση.  

α. Έστω η τυχαία μεταβλητή Χ  που αναπαριστά το μήκος των οβίδων σε μέτρα. Εξ υποθέσεως 

=Χ N( )002.0,5 . 

  Η αναλογία των ελαττωματικών οβίδων τις οποίες παράγει η Πολεμική Βιομηχανία ισούται 

με  την πιθανότητα  το μήκος μιας οβίδας είναι  εκτός  του διαστήματος  002.05 ± ,  δηλαδή με 

την πιθανότητα 

] [( ) .002.05,002.05 +−∉ΧP  

Επειδή προφανώς 

] [( ) ( )

( )
( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]
( ) ( ){ }[ ]
( ),122

1111
111

111
111

002.0
5002.5

002.0
5

002.0
5998.41

002.5998.41002.05,002.05

Φ−=
Φ−−Φ−=
−Φ−Φ−=

−<Ζ−<Ζ−=
<Ζ<−−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

<
−Χ

<
−

−=

<Χ<−=+−∉Χ

PP
P

P

PP

 

και επειδή, σύμφωνα με τον Πίνακα 1,  ( ) 8413.01 =Φ , συμπεραίνουμε ότι 
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] [( ) .3174.0002.05,002.05 =+−∉ΧP  

β. Έστω τώρα η τυχαία μεταβλητή Υ  που αναπαριστά τον αριθμό των μη ελαττωματικών 

οβίδων ανάμεσα σε 10  οβίδες. 

  Προφανώς, η Υ  ακολουθεί την Διωνυμική Κατανομή με παραμέτρους 

10=v  

και 

=p η πιθανότητα μία οβίδα να μην είναι ελαττωματική 

] [( )002.05,002.051 +−∉Χ−= P  

.6826.03174.01 =−=  

Με άλλα λόγια ισχύει 

( ).,/ pvkb=Υ  

  Έτσι, η ζητούμενη πιθανότητα να μην υπάρχει ελαττωματική ανάμεσα σε 10  οβίδες 
ισούται με 

( ) ( ) ( ) ( ) 0100 6826.016826.0
0

10
6826.0,10/00 −−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
===Υ bP  

( ) .0000103769.03174.0 10 ==  

Σχολιάζοντας το αποτέλεσμα, μπορούμε να πούμε ότι είναι σχεδόν απίθανο να μην υπάρχει 

ελαττωματική ανάμεσα σε 10  οβίδες. ■ 
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ΙΙ.3.6.  Παρατήρηση.  Το  ζήτημα  της  διάγνωσης  του  πότε  μία  τυχαία  μεταβλητή  μπορεί  να 

περιγραφεί από μία Κανονική Κατανομή, καθώς και το ζήτημα του προσδιορισμού των τιμών 

των παραμέτρων  m  και σ  μίας Κανονικής Κατανομής, αποτελούν δύο κεντρικά προβλήματα 

που  μπορούν  να  αντιμετωπιστούν  κυρίως  με  την  βοήθεια  Στατιστικών  Μεθόδων  που  θα 

συζητηθούν στον δεύτερο Τόμο του παρόντος Βιβλίου. 

  Υπάρχουν  ωστόσο  και  συχνές  περιπτώσεις  κατά  τις  οποίες  η  απάντηση  στα  δύο  αυτά 

ζητήματα  είναι  άμεση  συνέπεια  της  εμπειρίας.  Τρεις  αξιοσημείωτες  τέτοιες  περιπτώσεις 

αναφέρονται  στις  επόμενες  Παρατηρήσεις  ΙΙ.3.7,  ΙΙ.3.8  και  ΙΙ.3.9.  Οι  δύο  πρώτες  από  τις 

περιπτώσεις  αυτές  αποδεικνύονται  με  την  βοήθεια  του  Κεντρικού  Οριακού  Θεωρήματος  το 

οποίο όμως θα παρουσιάσουμε αργότερα. ■ 

 

 

ΙΙ.3.7. Παρατήρηση. (Προσέγγιση Διωνυμικής Κατανομής από Κανονική Κατανομή) Έστω μία 

Διωνυμική τυχαία μεταβλητή  =Χ B ),( pv , της οποίας αφενός η παράμετρος  v  θεωρείται ότι 

είναι απροσδιορίστως μεγάλη και αφετέρου η παράμετρος  p  δεν βρίσκεται αρκετά κοντά ούτε 

στο  0   αλλά  ούτε  και  στο  1.  Κάτω  από  αυτές  τις  συνθήκες,  η  εν  λόγω Διωνυμική  Κατανομή 
τείνει προς εκείνη την Κανονική Κατανομή της οποίας οι παράμετροι m  και σ  είναι οι αριθμοί 

pv  και  qpv , αντιστοίχως: 

B ),( pv →N( ), qpvpv  

με  .1 pq −=   

  Πρόκειται  για  μία  πολύ  ενδιαφέρουσα  Παρατήρηση:  στην  πράξη,  όταν  η  παραμετρική 

πιθανότητα  p  δεν λαμβάνει τιμές κοντά στο  0  ή στο 1, τότε μπορούμε να αντικαταστήσουμε 
την Διωνυμική Κατανομή με την Κανονική Κατανομή, εφόσον η παράμετρος  v  είναι της τάξης 
κάποιων δεκάδων μονάδων. Να σημειωθεί πως η προσέγγιση είναι όλο και καλύτερη όταν οι 

παραμετρικές  πιθανότητες  p   και  q   λαμβάνουν  τιμές  πιο  κοντά  στο  21   (καθόσον  στην 
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περίπτωση  αυτή  η  μορφή  του  διαγράμματος  της  Διωνυμικής  Κατανομής  τείνει  να  γίνει 

συμμετρική,  όπως  είναι  εκ  κατασκευής  και  η  μορφή  του  διαγράμματος  της  Κανονικής 

Κατανομής). 

  Η  αντικατάσταση  αυτή  δηλώνει  την  δυνατότητα  κατά  την  οποία  μία  διακριτή  τυχαία 

μεταβλητή υποκαθίσταται από μία συνεχή τυχαία μεταβλητή. Αν και μία τέτοια υποκατάσταση 

δείχνει  αρκετά  άκομψη,  στην  πραγματικότητα  είναι  εφικτή  κυρίως  λόγω  της  ασυμπτωτικής 

συμπεριφοράς της Κανονικής Κατανομής: όταν η Κανονική μεταβλητή τείνει προς το ∞+  ή το 

∞− ,  τότε  οι  αντίστοιχες  πιθανότητες  που  απορρέουν  από  την  Κανονική  Κατανομή  είναι 

πρακτικά μηδενικές. 

  Ένα  εύχρηστο  κριτήριο  για  την  εκτίμηση  της  δυνατότητας  προσέγγισης  μίας Διωνυμικής 

Κατανομής  από  μία  Κανονική  Κατανομή  αποτελεί  η  τιμή  του  γινομένου  .qpv   Συνήθως, 

θεωρείται ότι η προσέγγιση μίας Διωνυμικής Κατανομής από μία Κανονική Κατανομή μπορεί να 

είναι σωστή εφόσον 

.9>qpv  

Αυτός  ο  εμπειρικός  κανόνας  έγινε  αποδεκτός  αφού  προηγουμένως  είχε  προταθεί  για  πρώτη 

φορά  το  1952  από  τον A. Hald,  στο  βιβλίο  του  με  τίτλο  “Statistical  Theory with  Engineering 

Applications”(New York, John Wiley and Sons, 1952, σελίδα 681). ■ 

ΙΙ.3.8. Παρατήρηση.  (Η Κατανομή της Τυχαίας Μεταβλητής που αναπαριστά τον Μέσο ενός 

Μεγάλου  Δείγματος  είναι  Κανονική  Κατανομή)  Ας  υποθέσουμε  ότι  το  μέγεθος  N   ενός 

πληθυσμού αναπαρίσταται από μία Κανονική τυχαία μεταβλητή Χ  με παραμέτρους m  και σ .  

  Η  Κατανομή  των  πιθανοτήτων  του  μέσου  (:  μέσης  τιμής)  y   ενός  τυχαίου  μεγάλου 
δείγματος  Υ   μεγέθους  n ,  που  επελέγη  άνευ  επαναθέσεως  από  τον  ανωτέρω  πληθυσμό, 
ακολουθεί (ανεξαρτήτως της Κατανομής που ακολουθεί το δείγμα  Υ ) την Κανονική Κατανομή 

με παραμέτρους m  και  nσ : 

→x N( ), nm σ . 
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Στην πράξη, το αποτέλεσμα αυτό θεωρείται ότι μπορεί να εφαρμόζεται όταν το μέγεθος  n  του 
δείγματος υπερβεί τις τριάντα μονάδες του πληθυσμού: 

.30>n  

  Ομοίως, όταν η επιλογή των μελών του τυχαίου δείγματος  Υ  είναι εξαντλητική (υπό την 

έννοια ότι η διαδικασία επιλογής των μελών του δείγματος συντελείται μετ’ επαναθέσεως), η 

σύγκλιση  της  Κατανομής  των  πιθανοτήτων  του  μέσου  y   του  δείγματος  προς  μία  Κανονική 

Κατανομή  συνεχίζει  να  υφίσταται  παρά  το  γεγονός  ότι  τώρα  η  συνθήκη  ανεξαρτησίας  των 

διαδοχικών επιλογών ανατρέπεται. Όμως στην περίπτωση αυτή, οι παράμετροι της Κανονικής 

Κατανομής είναι m  και  

.
1−

−
=

N
nN

nx

σσ  

Με άλλα λόγια, στην περίπτωση αυτή, έχουμε 

→x N( )
1

,
−
−

N
nN

n
m σ

. 

Να  σημειωθεί  πως  όταν  το  μέγεθος  n   του  δείγματος  αυξάνεται,  τότε  ο  διορθωτικός 

παράγοντας  ( ) ( )1−− NnN   προσεγγίζει  το  μηδέν.  Όμως,  γενικά,  το  δυναμικό  N   του 

πληθυσμού είναι πολύ μεγαλύτερο σε σχέση προς το μέγεθος  n   του δείγματος, με συνέπεια 

τις  περισσότερες  φορές  ο  διορθωτικός  παράγοντας  ( ) ( )1−− NnN   να  θεωρείται  ότι 

προσεγγίζει την μονάδα. ■ 

ΙΙ.3.9.  Παρατήρηση.  (Το  Άθροισμα  Κανονικών  Τυχαίων  και  Ανεξαρτήτων  μεταξύ  τους 

Μεταβλητών  είναι  Κανονική  Μεταβλητή)  Μπορεί  να  αποδειχθεί  ότι  το  άθροισμα  2  

Κανονικών  τυχαίων  και  ανεξαρτήτων μεταξύ  τους  μεταβλητών με παραμέτρους  ( )11 ,σm   και 

( )22 ,σm  είναι Κανονική τυχαία μεταβλητή με παραμέτρους 
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21 mmm += και .2
2

2
1 σσσ +=  

  Όπως είναι αναμενόμενο, το αποτέλεσμα αυτό επεκτείνεται και στην περίπτωση του 

αθροίσματος  k  Κανονικών τυχαίων και ανεξαρτήτων μεταξύ τους μεταβλητών: 

=Χ1 N( ), 11 σm  

=Χ 2 N( ), 22 σm  

………………… 

=Χ k N( ), kkm σ  

Το άθροισμα  kΧ++Χ+Χ=Χ L21  είναι μία Κανονική τυχαία μεταβλητή με παραμέτρους 

kmmmm +++= L21 και .22
2

2
1 kσσσσ +++= L  

Με άλλα λόγια, 

=Χ++Χ+Χ kL21 N( ), 22
2

2
121 kkmmm σσσ ++++++ LL .■ 

ΙΙ.3.10.  Παρατήρηση.  (Η  Λογαριθμικο‐Κανονική  Κατανομή)  Μία  τυχαία  μεταβλητή,  πολύ 

διαδεδομένη  στην  μελέτη  κοινονικο‐οικολογικών φαινομένων,  είναι  η  Λογαριθμικο‐Κανονική 

τυχαία  μεταβλητή:  λέμε  ότι η  (συνεχής)  τυχαία  μεταβλητή  Χ   ακολουθεί  την  Λογαριθμικο‐

Κανονική  Κατανομή    ή  ότι  είναι  μία  Λογαριθμικο‐Κανονική  Τυχαία  Μεταβλητή,  εάν  ο 

λογάριθμός  της,  Χln ,  ακoλουθεί  την  Κανονική  Κατανομή:  =Χln N( ),σm .  Η  μελέτη  της 

Λογαριθμικο‐Κανονικής τυχαίας μεταβλητής παρέλκει επειδή είναι παράλληλη προς την μελέτη 

της (απλής) Κανονικής τυχαίας μεταβλητής και ως εκ τούτου προτιμήθηκε να παραληφθεί. ■ 
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Β. Η ΕΚΘΕΤΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ  
  Η  δεύτερη  σπουδαιότερη  από  πλευράς  συχνότητας  εφαρμογών  της  είναι  η  Εκθετική 

Κατανομή.  Πρόκειται  για  την  Κατανομή  της  πιθανότητας  της  διάρκειας  ii ttt −= +1   του 

χρονικού διαστήματος  ] [1, +ii tt  που μεσολαβεί μεταξύ δύο διαδοχικών τυχαίων γεγονότων. 

  Λέμε ότι η (συνεχής) τυχαία μεταβλητή  Χ  ακολουθεί την Εκθετική Κατανομή ή ότι είναι 

μία Εκθετική Τυχαία Μεταβλητή με παράμετρο  0>λ , εάν μπορεί να λάβει οποιαδήποτε τιμή 

μεταξύ του 0  και του  ∞+  έχοντας πυκνότητα πιθανότητας  ( )xf  της μορφής: 

( ) .0, >= − xexf xλλ  

  Τότε, η συνάρτηση  Κατανομής  ( )xF   της  τυχαίας μεταβλητής  Χ ,  η  οποία αναπαριστά 

την πιθανότητα  ( )xP <Χ  η Χ  να λάβει τιμή μικρότερη από  x , δίνεται από την έκφραση 

( ) ( ) .0,1
0

≥−==<Χ= −−∫ xedtexPxF x
x

t λλλ  

Συχνά μάλιστα χρησιμοποιούμε τον ακόλουθο συμβολισμό 

≈Χ ( ).1 λγ

 

ΙΙ.3.11. Παρατήρηση. Το σύμβολο  λ  εκλαμβάνεται ως μία παράμετρος της Κατανομής τέτοια 

ώστε  .0>λ  Όπως θα δούμε στο επόμενο Κεφάλαιο, ο αντίστροφος  λ1  του λ  ισούται με την 

μέση(: αναμενόμενη) τιμή της Χ , το δε τετράγωνο  ( )21 λ  του αντιστρόφου του  λ  ισούται με 

την διασπορά  )(ΧVar  της Χ . � 
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  Ας πραγματοποιήσουμε τώρα την εξής αλλαγή μεταβλητής: 

.:1 Χ=Υ λ  

Η  πιθανότητα  κατά  την  οποία  η  τυχαία  μεταβλητή  Χ   βρίσκεται  εντός  του  απειροστού 

διαστήματος  ] [dxxx +,  είναι 

( ) .dxedxxf xλλ −=  
Επειδή 

⎩
⎨
⎧

=
=

⇒=
xddt

xt
tx

λ
λ

λ
,
 

η  πραγματοποίηση  της  ανωτέρω  αλλαγής  μεταβλητής  εγγυάται  ότι  η  πιθανότητα  κατά  την 

οποία η τυχαία μεταβλητή  1Υ  βρίσκεται εντός του απειροστού διαστήματος  ] [dttt +,  είναι 

( ) .1 dtedtt t−=ψ  

Αυτό σημαίνει ότι η μεταβλητή  1Υ  είναι μία Εκθετική Τυχαία Μεταβλητή με παράμετρο  1=λ . 

Λέμε πως η  1Υ  είναι η Ελάσσων Εκθετική Τυχαία Μεταβλητή ή ακόμα πως η  1Ψ  ακολουθεί 

την  Ελάσσονα  Εκθετική  Κατανομή.  Στην  περίπτωση  που  σε  συγκεκριμένο  πρόβλημα  μία 

Κανονική  Τυχαία  Μεταβλητή  Χ   μετατρέπεται  στην  αντίστοιχη  Κανονικοποιημένη  Τυχαία 

Μεταβλητή  1Υ , λέμε πως η  1Υ  είναι η Τυποποίηση της Χ . 

  Η πυκνότητα πιθανότητας της Ελάσσονος Εκθετικής Τυχαίας Μεταβλητής είναι: 

( ) +∞<≤= − tet t 0,1ψ  

ενώ  η  συνάρτηση  Κατανομής  ( )t1Ψ   της  τυχαίας  μεταβλητής  1Υ ,  η  οποία  αναπαριστά  την 

πιθανότητα  ( )tP <Υ1  η  1Υ  να λάβει τιμή μικρότερη από  t , δίνεται από την έκφραση 

( ) ( ) .1
0

11
t

t
u eduetPt −− −==<Υ=Ψ ∫
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ΙΙ.3.12.  Παρατήρηση.  Είναι  προφανής  η  χρησιμότητα  της  Ελάσσονος  Εκθετικής  Τυχαίας 

Μεταβλητής: εφαρμόζοντας την παραπάνω αλλαγή μεταβλητής, οποιαδήποτε Εκθετική Τυχαία 

Μεταβλητή μετατρέπεται σε Ελάσσονα Εκθετική. ■ 

ΙΙ.3.13. Παράδειγμα. Ας υποθέσουμε ότι η διάρκεια λειτουργίας σε δευτερόλεπτα του λεπτού 

της ώρας των Οπλοπολυβόλων ακολουθεί την Εκθετική Κατανομή με παράμετρο 

.
5
1

=λ  

  Να βρεθούν οι πιθανότητες κατά τις οποίες η διάρκεια λειτουργίας ενός Οπλοπολυβόλου 

i). υπερβεί τα 5  δευτερόλεπτα, 

ii). είναι μεταξύ 3  και 5  δευτερολέπτων, 

iii).  είναι  μικρότερη  των  6   δευτερολέπτων,  δεδομένου  ότι  ήταν  μεγαλύτερη  των  3  

δευτερολέπτων. 

Απάντηση.  Έστω  Χ   η  συνεχής  τυχαία  μεταβλητή  η  οποία  αναπαριστά  την  διάρκεια 

λειτουργίας σε δευτερόλεπτα του λεπτού της ώρας των Οπλοπολυβόλων. Εξ υποθέσεως, η εν 

λόγω τυχαία μεταβλητή ακολουθεί την Εκθετική Κατανομή με συνάρτηση πυκνότητας 

( ) .0,
5
1 5

1

>=
−

xexf
x

 

i. Η ζητούμενη πιθανότητα ισούται με 

( ) ( ) ( ) .3678794.01151515 15
5
1

==⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−=−=≤Χ−=>Χ −−

eeFPP  

ii. Η ζητούμενη πιθανότητα ισούται με 
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( ) ( ) ( )
( ) ( )

.2476174.01
5
1

36
3663

5
3

5
36

3

5
1

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−==

−=
≤Χ−≤Χ=<Χ<

−−−

∫ eedxe

FF
PPP

x

 

iii. Η ζητούμενη πιθανότητα ισούται με 

( ) ( )
( )

( )
( ) .4511883.0

31
63

3
3,63/6 =

<Χ−
<Χ<

=
>Χ

>Χ<Χ
=>Χ<Χ

P
P

P
PP  ■ 

 

ΙΙ.3.14.  Παράδειγμα.  Η  διάρκεια  της  αντοχής  ενός  τριτοετούς  Ευέλπιδος  σε  κάποια  Άσκηση 

Στρατιωτικής Εκπαίδευσης ακολουθεί την Εκθετική Κατανομή με παράμετρο  

200
1

=λ λεπτών της ώρας. 

  Η  Σχολή  Ευελπίδων  επιθυμεί  να  εκπαιδεύσει  τους  τριτοετείς  Ευέλπιδες  έτσι  ώστε  οι 

τελευταίοι  να  μπορούν  να  αντέχουν  έναν  ορισμένο  αριθμό  λεπτών  της  ώρας  κατά  την 

συγκεκριμένη Άσκηση. 

  Ποιος  αριθμός  λεπτών  της  ώρας  πρέπει  να  τεθεί  ως  κατώτατο  όριο  αντοχής  για  την 

συγκεκριμένη Στρατιωτική Άσκηση ούτως ώστε το πολύ  %5  των τριτοετών Ευελπίδων να μην 

μπορέσει τελικά να ανταπεξέλθει της Άσκησης; 

Απάντηση.  Έστω  Τ   η  τυχαία  μεταβλητή  που  αναπαριστά  την  διάρκεια  της  αντοχής  ενός 

τριτοετούς Ευέλπιδος στην συγκεκριμένη Άσκηση Στρατιωτικής Εκπαίδευσης. Η μεταβλητή αυτή 

ακολουθεί την Εκθετική Κατανομή. Έστω ακόμα  t  ο αριθμός των ζητούμενων λεπτών αντοχής. 
Εξ υποθέσεως, ζητείται όπως 

( ) ( ) 05.0=≤=<Τ tFtP , 
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δηλαδή όπως 

( ) .05.01 200
1

≤−=
− t

etF  

Η ανισότητα αυτή γράφεται κατ’ ισοδύναμο τρόπο ως ακολούθως 

( ) ( ).95.0ln20095.0ln
20095.0

195.0 200200 −≤⇔−≤⇔≤⇔≤
−

ttee
tt

 

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι το ζητούμενο κατώτατο όριο λεπτών αντοχής για την συγκεκριμένη 

Άσκηση ισούται με 

( ) .258658.1095.0ln200 =−=t ■ 

ΙΙ.3.15. Παράδειγμα. Ο χρόνος λειτουργίας του κινητήρα ενός μη επανδρωμένου Αεροπλάνου 

ακολουθεί την Εκθετική Κατανομή με παράμετρο 

001.0=λ  του λεπτού της ώρας. 

  Για  την  πτήση  του  μη  επανδρωμένου  αυτού  Αεροπλάνου  απαιτείται  η  λειτουργία 

τουλάχιστον  2  από τους  4  κινητήρες του Αεροπλάνου. 

  Ποια  η  πιθανότητα  μη  πτώσεως  του  Αεροπλάνου  λόγω  βλάβης  του  Κινητήρα  σε 

Αεροπορική αποστολή που απαιτεί  

i). 10 λεπτά πτήσης; 

ii). 50  λεπτά πτήσης; 

Απάντηση.  

i. Είναι φανερό ότι 

( )σηςπτλεπτσερακινηττουβηςβλγωλσηςπτμη ήάήάόώP 10  

( ).101 σηςπτλεπτσερακινηττουβηςβλγωλσηςπτ ήάήάόώP−=  
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Αλλά, σύμφωνα με την εκφώνηση του Παραδείγματος, 

( ).10 σηςπτλεπτσερακινηττουβηςβλγωλσηςπτ ήάήάόώP  

=  

( )
+

σηςπτνλεπττωνστιγμποιακσεραςκινητναςκανσειλειτουργμηννα ήώήάήέήP 10

( )σηςπτνλεπττωνστιγμποιακσεραςκινητναςνονμσειλειτουργνα ήώήάήέόήP 10  

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ,10110410 34 FFF −+

=
 

όπου  ( ) ( ) 0,1 001.0 ≥−= − xexF x   είναι  η  Εκθετική  Κατανομή  πιθανότητας  του  χρόνου 

λειτουργίας του κινητήρα του Αεροπλάνου. Επειδή ιδιαιτέρως έχουμε 

( ) ,00995017.09900498.01110 01.0 =−=−= −eF  

συμπεραίνουμε ότι  

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]

,90000039012.002160000000098.0

9900499.0790000009855.0402160000000098.0

10110410 34

+
=

××+
=

−+ FFF

 

δηλαδή ότι  

( ).10 σηςπτλεπτσερακινηττουβηςβλγωλσηςπτ ήάήάόώP  

.92160000039110.0
=

 

Ως  εκ  τούτου, η  επιτυχία  της Αποστολής  του Αεροπλάνου σε  διάρκεια  10   λεπτών πρέπει  να 

θεωρείται πρακτικά βέβαιη, καθ’ όσον σύμφωνα με τα προηγηθέντα αποδείξαμε ότι 

( ) .110 ≈σηςπτλεπτσερακινηττουβηςβλγωλσηςπτμη ήάήάόώP  
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ii. Ομοίως όπως στο Μέρος i,  

( ).50 σηςπτλεπτσερακινηττουβηςβλγωλσηςπτμη ήάήάόώP  

( ).501 σηςπτλεπτσερακινηττουβηςβλγωλσηςπτ ήάήάόώP−=  

Αλλά, σύμφωνα με την εκφώνηση του Παραδείγματος, 

( ).50 σηςπτλεπτσερακινηττουβηςβλγωλσηςπτ ήάήάόώP  

=  

( )
+

σηςπτνλεπττωνστιγμποιακσεραςκινητναςκανσειλειτουργμηννα ήώήάήέήP 50

( )σηςπτνλεπττωνστιγμποιακσεραςκινητναςνονμσειλειτουργνα ήώήάήέόήP 50

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ,50150450 34 FFF −+

=
 

όπου  ( ) ( ) 0,1 001.0 ≥−= − xexF x   είναι  η  Εκθετική  Κατανομή  πιθανότητας  του  χρόνου 

λειτουργίας του κινητήρα του Αεροπλάνου. Επειδή ιδιαιτέρως έχουμε 

( ) ,3296799.067032.01150 4.0 =−=−= −eF  

συμπεραίνουμε ότι  

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]

,0960769.02018965.0

6703201.00358325.042018965.0

50150450 34

+
=

××+
=

−+ FFF

 

δηλαδή ότι  

( ) =σηςπτλεπτσερακινηττουβηςβλγωλσηςπτ ήάήάόώP 10 .2979734.0  

Ως εκ τούτου, η μη πτώση του Αεροπλάνου λόγω βλάβης του κινητήρα σε κάποια στιγμή των 

50  λεπτών της Αποστολής δίνεται από την πιθανότητα 

( )σηςπτλεπτσερακινηττουβηςβλγωλσηςπτμη ήάήάόώP 50 .7020265.0=  ■ 
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ΙΙ.3.14.  Παρατήρηση.  (Σχέση  μεταξύ  της  Εκθετικής  Κατανομής  και  της  Κατανομής  Poisson) 

Όπως  η  Κατανομή  Poisson,  η  Εκθετική  Κατανομή  παράγεται  επίσης  από  μία  Στοχαστική 

Ανέλιξη Poisson.  

  Προκειμένου  να  γίνουμε  πιο  συγκεκριμένοι,  ας  θυμηθούμε  κατ’  αρχάς  τον  Ορισμό  της 

Στοχαστικής  Ανέλιξης  Poisson  όπως  δόθηκε  στην  Υποπαράγραφο  ΙΙ.2.Ε1  (σελίδες  92‐93)  του 

παρόντος:  Μία  Στοχαστική  Ανέλιξη  Poisson  αντιστοιχεί  στην  πραγματοποίηση  τυχαίων 

γεγονότων  κατά  την  διάρκεια  ενός  χρονικού  διαστήματος  το  οποίο  ανταποκρίνεται  στις 

ακόλουθες τρεις συνθήκες: 

• Η πιθανότητα πραγματοποίησης ενός τυχαίου γεγονότος κατά την διάρκεια μίας μικρής 

χρονικής περιόδου είναι ανάλογη προς το μήκος  dt  της διάρκειας, και κατά συνέπεια η 
πιθανότητα αυτή είναι της μορφής  dtλ . 

• Τα τυχαία γεγονότα είναι ανεξάρτητα του χρόνου (: Στασιμότητα της Ανέλιξης) και, επί 

πλέον,  είναι  στοχαστικώς  ανεξάρτητα  μεταξύ  τους.  Με  άλλα  λόγια,  η  πιθανότητα 

πραγματοποίησης  ενός  τυχαίου  γεγονότος  κατά  την  διάρκεια  του  χρονοδιαστήματος 

] [dttt +,   δεν  εξαρτάται  από  γεγονότα  που  προηγήθηκαν  και,  επί  πλέον,  παραμένει 

σταθερή καθ’ όλη την διάρκεια του χρονοδιαστήματος  ] [dttt +, . 

• Η πιθανότητα δύο διαδοχικών πραγματοποιήσεων κατά την διάρκεια  της ίδιας μικρής 

χρονικής περιόδου  ] [dttt +,  είναι αμελητέα. 

Κάτω  από  αυτές  τις  τρεις  συνθήκες,  η  Κατανομή  πιθανότητας  του  μήκους  ii ttt −= +1   του 

χρονοδιαστήματος  ] [1, +ii tt   που  μεσολαβεί  μεταξύ  δύο  διαδοχικών  πραγματοποιήσεων 

ακολουθεί την Εκθετική Κατανομή (: την Κατανομή  1γ ) με διαφορικό πιθανότητας 

( ) .dtedttf tλλ −=  

  Στην προκειμένη περίπτωση, μπορούμε να δώσουμε εύκολα μία ερμηνεία της παραμέτρου 

λ , σύμφωνα με τα αναφερθέντα στην Παρατήρηση  ΙΙ.2.11. Ας υποθέσουμε, για παράδειγμα, 

ότι το μέσο χρονικό διάστημα που μεσολαβεί μεταξύ δύο διαδοχικών γεγονότων ισούται με  3  
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λεπτά. Τότε, κατά μέσον όρο, ένα γεγονός υλοποιείται κάθε 3  λεπτά: η μέση συχνότητα ή μέση 

πυκνότητα πιθανότητας υλοποίησης των γεγονότων κατά μήκος του άξονα του χρόνου ισούται 

με  ( ).31   Κάτω  από  αυτές  τις  συνθήκες,  το  χρονικό  διάστημα  που  μεσολαβεί  μεταξύ  δύο 

διαδοχικών γεγονότων είναι μία Εκθετική μεταβλητή με παράμετρο 
3
1

=λ . ■ 

 

ΙΙ.3.15.  Παράδειγμα.  Σε  Μάχη  καταφθάνουν  κατά  μέσον  όρο  20   (ανθρώπινες  ή  άλλες) 

ενισχύσεις κάθε ώρα.  

i).   Ποια η πιθανότητα κατά την οποία ο χρόνος μεταξύ δύο διαδοχικών ενισχυτικών αφίξεων 

είναι 

  α). μικρότερος των 3  λεπτών της ώρας; 

  β). μεγαλύτερος των  4  λεπτών; 

ii).  Υποθέτουμε  ότι  οι  ως  άνω  ενισχύσεις  είναι  μόνον  ανθρώπινες.  Εάν  το  %10   των 

ανθρωπίνων αυτών  ενισχύσεων  είναι  χειριστές  ενός  νεοεισερχομένου  στην Μάχη Όπλου,  (  ή 

έχουν κάποιον καινούριο Επιχειρησιακό ρόλο στην Μάχη), να βρεθεί η Κατανομή του αριθμού 

των ανά ώρα εισερχομένων χειριστών του Όπλου αυτού (ή αντιστοίχως των εχόντων καινούριο 

Επιχειρησιακό ρόλο στην Μάχη). 

Απάντηση.  i. Εάν  Τ   είναι  ο  χρόνος που μεσολαβεί μεταξύ δύο  ενισχυτικών αφίξεων,  τότε η 

τυχαία μεταβλητή Τ  είναι Εκθετική με παράμετρο λ ίση με   

3
1

60
20

==λ . 

Αυτό σημαίνει ότι η Κατανομή της Τ  είναι της μορφής: 

( ) .1 3
1 t

etF
−

−=  
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α. Προφανώς, η ζητούμενη πιθανότητα ισούται με 

( ) ( ) .6321205.01133 13
3
1

=−=−==<Τ −−
eeFP  

β. Ομοίως 

( ) ( ) ( ) .2635971.01141414 3
44

3
1

==+−=−=<Τ−=>Τ
−−

eeFPP  

ii.  Έστω  Χ   η  τυχαία  μεταβλητή  η  οποία  αναπαριστά  τον  αριθμό  των  αφικνούμενων 

ανθρώπινων ενισχύσεων ανά ώρα.  Έστω ακόμα  Υ  η  τυχαία μεταβλητή που αναπαριστά  τον 

αριθμό  των  ανθρωπίνων  αυτών  ενισχύσεων  που  είναι  χειριστές  του  νεοεισερχομένου  στην 

Μάχη  Όπλου  (  ή  που  έχουν  καινούριο  Επιχειρησιακό  ρόλο  στην  Μάχη).  Ζητείται  να 

προσδιορισθεί ο γενικός Τύπος που δίνει τις πιθανότητες  ( )kP =Υ  κατά τις οποίες ο αριθμός 

Υ  των ανθρωπίνων ενισχύσεων που ανά ώρα εισέρχονται στην Μάχη και είναι χειριστές του 

συγκεκριμένου Όπλου ( ή που έχουν καινούριο Επιχειρησιακό ρόλο στην Μάχη) ισούται με  k . 

  Προφανώς, ισχύει 

( ) ( ).,∑
≥

=Υ=Χ==Υ
kv

kvPkP  

Όμως,  από  τον  Πολλαπλασιαστικό  Τύπο  των  Πιθανοτήτων  (4η  Ιδιότητα,  σελίδα  19),  ισχύει 

( ) ( ) ( ),/, vkPvPkvP =Χ=Υ=Χ==Υ=Χ   και  άρα  αρκεί  να  υπολογισθούν  οι 

πιθανότητες  ( )vP =Χ  και  ( )./ vkP =Χ=Υ  

  Προς  τούτο,  κατ’  αρχάς,  παρατηρούμε  ότι  η  Χ   ακολουθεί  την  Κατανομή  Poisson  με 

παράμετρο  20=m   (:  μέσες  ανθρώπινες  ενισχυτικές  αφίξεις  ανά  ώρα).  Άρα,  η  πιθανότητα 

( )vP =Χ  κατά την οποία σε μία ώρα καταφθάνουν  v  ανθρώπινες ενισχύσεις ισούται με 

( ) ,...2,1,0,
!

2020 ===Χ − v
v

evP
v
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  Ακόμα, είναι σαφές ότι η πιθανότητα  ( )vkP =Χ=Υ /  περιγράφεται από μία Διωνυμική 

Κατανομή με παραμέτρους  v  και  ,101=p  και, ως εκ τούτου, έχουμε 

( ) .
10
9

10
1/

kvk

k
v

vkP
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==Χ=Υ  

  Συνδυασμός των σχέσεων αυτών οδηγεί στο συμπέρασμα ότι ο γενικός Τύπος που δίνει τις 

πιθανότητες  ( )kP =Υ  είναι της μορφής: 

( ) .
10
9

10
1

!
2020

kvk

kv

v

k
v

v
ekP

−

≥

− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==Υ ∑  ■ 

 Γ. ΓΕΝΙΚΕΥΣΗ: Η ΚΑΤΑΝΟΜΗ γn  
  Γενίκευση της Εκθετικής Κατανομής αποτελεί η Κατανομή της πιθανότητας της διάρκειας 

ini ttt −= +   του  χρονικού  διαστήματος  ] [nii tt +,   που  μεσολαβεί  μεταξύ  του  πρώτου  και  του 

τελευταίου μίας ακολουθίας  ( )1+n  διαδοχικών τυχαίων γεγονότων. 

  Λέμε ότι η  (συνεχής)  τυχαία μεταβλητή  Χ   ακολουθεί  την  Κατανομή nγ   ή  ότι είναι μία 

Τυχαία Μεταβλητή  nγ   με παράμετρο  0>λ ,  εάν μπορεί  να  λάβει οποιαδήποτε  τιμή μεταξύ 

του 0  και του  ∞+  έχοντας πυκνότητα πιθανότητας  ( )xf  της μορφής: 

( ) ( )
( ) .0,

!1

1

>
−

=
−

− x
n

xexf
n

x λλ λ  
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  Η  συνάρτηση  Κατανομής  ( )xF   της  τυχαίας  μεταβλητής  Χ ,  η  οποία  αναπαριστά  την 

πιθανότητα  ( )xP <Χ  η Χ  να λάβει τιμή μικρότερη από  x , δίνεται από την έκφραση 

( ) ( ) ( )
( ) .0,

!10

1

≥
−

=<Χ= ∫
−

− xdt
n

texPxF
x n

t λλ λ

Στην περίπτωση αυτή, χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό 

≈Χ ( ).λγ n  

 

ΙΙ.3.16.  Παρατήρηση.  Το  σύμβολο  λ   είναι  μία  θετική  παράμετρος  της  Κατανομής  nγ   και 

καλείται παράμετρος κλίμακας. Ομοίως, το σύμβολο  n  είναι μία άλλη θετική παράμετρος της 

Κατανομής  nγ  και καλείται παράμετρος σχήματος. Όπως θα δούμε στο επόμενο Κεφάλαιο, το 

πηλίκο  λn  ισούται με την μέση(: αναμενόμενη) τιμή της Χ , ενώ η έκφραση  ( )21 λn  ισούται 

με την διασπορά  )(ΧVar της Χ . ■ 

  Όπως  και  στην  περίπτωση  της  Εκθετικής  Κατανομής  (:Κατανομή  ),1γ   αν 

πραγματοποιήσουμε την αλλαγή μεταβλητής: 

,: Χ=Υ λn  

τότε  η  πιθανότητα  κατά  την  οποία  η  τυχαία μεταβλητή  nΥ   βρίσκεται  εντός  του απειροστού 

διαστήματος  ] [dttt +,  είναι 

( ) ( ) .
!1

1 1dtte
n

dtt nt
n

−−

−
=ψ  
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Αυτό σημαίνει ότι η μεταβλητή  nΥ  είναι μία Τυχαία Μεταβλητή  nγ  με παράμετρο  1=λ . Λέμε 

πως  η  nΥ   είναι  η  Ελάσσων  nγ   Τυχαία  Μεταβλητή  ή  ακόμα  πως  η  nΥ   ακολουθεί  την 

Ελάσσονα  nγ   Κατανομή.  Στην  περίπτωση  που  σε  συγκεκριμένο  πρόβλημα  μία  nγ   Τυχαία 

Μεταβλητή Χ  μετατρέπεται στην αντίστοιχη Ελάσσονα  nγ  Τυχαία Μεταβλητή  nΥ , λέμε πως η 

nΥ  είναι η Τυποποίηση της Χ . 

  Η πυκνότητα πιθανότητας της Ελάσσονος  nγ  Τυχαίας Μεταβλητής είναι: 

( ) ( )
1

!1
1 −−

−
= nt

n te
n

tψ +∞<≤ t0, ,

ενώ η συνάρτηση Κατανομής  ( )tnΨ   της  τυχαίας μεταβλητής  nΥ ,  η  οποία αναπαριστά  την 

πιθανότητα  ( )tP n <Υ  η  nΥ  να λάβει τιμή μικρότερη από  t , δίνεται από την έκφραση 

( ) ( ) ( ) .
!

1
!1

1 1

00

1 ∑∫
−

=

−
−− −=

−
=<Υ=Ψ

n

k

ktt
nu

nn k
teduue

n
tPt  

 

ΙΙ.3.17. Παρατήρηση. Είναι προφανής η χρησιμότητα της Ελάσσονος  nγ  Τυχαίας Μεταβλητής: 

εφαρμόζοντας  την  παραπάνω  αλλαγή  μεταβλητής,  οποιαδήποτε  nγ   Τυχαία  Μεταβλητή 

μετατρέπεται σε Ελάσσονα  nγ Τυχαία Μεταβλητή. ■ 

ΙΙ.3.18. Παρατήρηση. Όπως η Εκθετική Κατανομή (: Κατανομή  1γ ), η Κατανομή  nγ  ανήκει στην 

οικογένεια των Κατανομών  γ , ή οικογένεια των Κατανομών Τύπου ΙΙΙ του Pearson. Η σταθερά 
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( )!11 −n   προσδιορίστηκε  έτσι  ώστε  το  άθροισμα  όλων  των  στοιχειωδών  πιθανοτήτων  της 

Κατανομής  nγ  να ισούται με την μονάδα. Πράγματι, εξ ορισμού: 

( )∫
+∞

−− Γ=
0

1 nudue nu  

όπου  ( )nΓ  είναι η συνάρτηση Euler δευτέρου είδους  (συνάρτηση Γάμμα). Όταν ο αριθμός  n  

είναι ακέραιος ισχύει η σχέση  ( ) ( ) .!1−=Γ nn  ■ 

 

 

  Δ. Η ΚΑΤΑΝΟΜΗ χ2
  

  Όπως θα καταστεί εμφανές στο επόμενο Εδάφιο, η θεώρηση και μελέτη της Κατανομής 
2χ  είναι σημαντική, όχι τόσο για την αναπαράσταση στατιστικών σειρών που σχηματίζονται 

από κάποιες παρατηρήσεις, όπως οι παραπάνω αναφερθείσες άλλες Κατανομές, αλλά λόγω 

του  ρόλου  που  διαδραματίζει  στους  λεγόμενους  στατιστικούς  ελέγχους,  και  κυρίως  στον 

έλεγχο  προσαρμογής  και  επιβεβαίωσης  θεωρητικών  Κατανομών  στα  δεδομένα 

παρατηρήσεων. 

  Ας  υποθέσουμε  ότι  nTTT ,...,, 21   είναι  n   ανεξάρτητες  και  Κανονικοποιημένες  Τυχαίες 

Μεταβλητές. Το άθροισμα των τετραγώνων τους είναι επίσης μία τυχαία μεταβλητή την οποία 

αναπαριστούμε με τον ελληνικό χαρακτήρα << χ >> υψωμένο στο τετράγωνο  (ο συμβολισμός 

αυτός υιοθετήθηκε για πρώτη φορά το 1905 από τον Pearson): 

.22
2

2
1

22
nn TTT +++== Lχχ  

Λέμε  ότι  η  τυχαία  μεταβλητή  που  αναπαριστά  το  άθροισμα  των  τετραγώνων 
22

2
2

1 nTTT +++ L   είναι  μία  −2χ μεταβλητή  με  n   βαθμούς  ελευθερίας  (ή  απλά  μία 

−2
nχ μεταβλητή).  Λέμε  ακόμα  ότι  η  μεταβλητή  αυτή  ακολουθεί  την  Κατανομή  2χ με  n  

βαθμούς ελευθερίας (ή απλά την Κατανομή  2
nχ ).  
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  Πρόκειται για μία τυχαία μεταβλητή η οποία λαμβάνει τιμές μεταξύ  0  και  ∞+  και έχει 

ως πυκνότητα πιθανότητας την συνάρτηση: 

( ) ( ) .
22

1 22
2

2 2χχχ −−

Γ
= e

n
f v

n

Η παρουσία της σταθεράς  ( )22 2 nn Γ  δικαιολογείται από την αξίωση όπως το άθροισμα των 

πιθανοτήτων είναι ίσο με την μονάδα: 

( ) .12

0

2 =∫
∞

χχ df  

  Να  σημειωθεί  πως  εάν  ο  αριθμός  n   των  βαθμών  ελευθερίας  αυξηθεί  αρκετά,  τότε  το 

γράφημα της συνάρτησης  ( )2χf  τείνει να αποκτήσει συμμετρική μορφή.  

  Πρακτικά, για τιμές του  n  που υπερβαίνουν τον αριθμό  30 , το γράφημα αυτό πλησιάζει 
όλο και περισσότερο το γράφημα Κανονικής Κατανομής  με  το οποίο θεωρείται ότι συμπίπτει 

εφόσον το  n  υπερβεί τον αριθμό  30 : συγκεκριμένα, για τιμές του  v  που κυμαίνονται μεταξύ 
30  και 100 , δεχόμαστε ότι η τυχαία μεταβλητή 

122 2 −− nχ  

κατανέμεται προσεγγιστικά σύμφωνα με την Κανονικοποιημένη Κατανομή, ενώ για τιμές του  n  

που είναι μεγαλύτερες του αριθμού 100 , δεχόμαστε ότι η τυχαία μεταβλητή 

( ) nn 22 −χ  

είναι  αυτή  που  κατανέμεται  προσεγγιστικά  σύμφωνα  με  την  Κανονικοποιημένη  Κατανομή. 

Όταν  30≤n ,  η  Κατανομή  2χ   με  n   βαθμούς  ελευθερίας  περιγράφεται  από  τον  παρακάτω 

Πίνακα  με  δύο  εισόδους  ( n   και  P ).  Ο  Πίνακας  αυτός  δίνει,  για  30≤n   και 

01.0,02.0,05.0,10.0,20.0,30.0,50.0,70.0,80.0,90.0=P , την τιμή  2x  της τυχαίας μεταβλητής 

2χ  για την οποία ισχύει o Τύπος 

( ) ( ).22

2

χχ dfP
x
∫
+∞

=  
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n
 

P=0.90  0.80  0.70  0.050  0.30  0.20  0.10  0.05  0.02  0.01 

1  0.0158  0.0642  0.148  0.455  1.074  1.642  2.706  3.841  5.412  6.635 

2  0211  0.446  0.713  1.386  2.408  3.219  4.605  5.991  7.824  9.210 

3  0.584  1.005  1.424  2.366  3.665  4.642  6.251  7.815  9.837  11.345 

4  1.064  1.649  2.195  3.357  4.878  5.989  7.779  9.488  11.668  13.277 

5  1.610  2.343  3.000  4.351  6.064  7.289  9.236  11.070  13.388  15.086 

6  2.204  3.070  3.828  5.348  7.231  8.558  10.645  12.592  15.033  16.812 

7  2.833  3.822  4.671  6.346  8.383  9.803  12.017  14.0.67  16.662  18.475 

8  3.490  4.594  5.527  7.344  9.524  11.030  13.362  15.507  18.168  20.090 

9  4.168  5.380  6.393  8.343  10.656  12.242  14.684  16.919  19.679  21.666 

10  4.865  6.179  7.267  9.342  11.781  13.442  15.987  18.307  21.161  23.209 

11  5.578  6.989  8.148  10.341  12.899  14.631  17.275  19.675  22.618  24.725 

12  6.304  7.807  9.034  11.340  14.011  15.812  18.549  21.026  24.054  26.217 

13  7.042  8.634  9.926  12.340  15.119  16.985  19.812  22.362  25.472  27.688 

14  7.790  9.467  10.821  13.339  16.222  18.151  21.0.64  23.685  26.873  29.141 

15  8.547  10.307  11.721  14.339  17.322  19.311  22.307  24.996  28.259  30.578 

16  9.312  11.152  12.624  15.338  18.418  20.465  23.542  26.296  29.633  32.000 
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17  10.085  12.002  13.531  16.338  19.511  21.615  24.769  27.587  30.995  33.409 

18  10.865  12.857  14.440  17.338  20.601  22.760  25.989  28.869  32.346  34.805 

19  11.651  13.716  15.352  18.338  21.689  23.900  27.204  30.144  33.687  36.191 

20  12.443  14.578  16.266  19.337  22.775  25.038  28.412  31.410  35.020  37.566 

21  13.240  15.445  17.182  20.337  23.858  26.171  29.615  32.671  36.343  38.932 

22  14.041  16.314  18.101  21.337  24.939  27.301  30.813  33.924  37.659  40.289 

23  14.848  17.187  19.021  22.337  26.018  28.429  32.007  35.172  38.968  41.638 

24  15.659  18.062  19.943  23.337  27.096  29.553  33.196  36.415  40.270  42.980 

25  16.473  18.940  20.867  24.337  28.172  30.675  34.382  37.652  41.566  44.314 

26  17.292  19.820  21.792  25.336  29.246  31.795  35.563  38.885  42.856  45.642 

27  18.114  20.703  22.719  26.336  30.319  32.912  36.741  40.113  44.140  46.963 

28  18.939  21.588  23.647  27.336  31.391  34.027  37.916  41.337  45.419  48.278 

29  19.768  22.475  24.577  28.336  32.461  35.139  39.087  42.557  46.693  49.588 

30  20.599  23.364  25.508  29.336  33.530  36.250  40.256  43.773  47.962  50.892 

 

ΙΙ.3.19.  Παρατήρηση.  (Μαθηματικές  Υπομνήσεις  για  την  Συνάρτηση  Γάμμα  )Κατά  την 

παρουσίαση  των  Κατανομών  nγ   και  2χ   συναντήσαμε  πολλές  φορές  την  συνάρτηση  ( )tΓ . 

Ήδη,  στις  σελίδες  305‐310  του  1ου  Τόμου  του  Συγγράμματος  ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ  ΕΞΙΣΏΣΕΙΣ  ΚΑΙ 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΕΣ  ΘΕΩΡΙΕΣ  ΠΟΛΕΜΟΥ  (Έκδοση  Σ.Σ.Ε.,2001,σελ.503)  έχουμε  δώσει  τον  Ορισμό 
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καθώς και τις κυριότερες  Ιδιότητες της συνάρτησης γάμμα  ( )tΓ   (: συνάρτηση Euler δευτέρου 

είδους): 

( ) ∫
+∞

−− >=Γ
0

1 .0, tdxext xt  

  Για  λόγους πληρότητας,  ας  υπενθυμίσουμε από  τις  βασικές αυτές  Ιδιότητες  εκείνες  που 

είναι χρήσιμες για την μελέτη των Κατανομών  nγ  και  2χ . 

  Κατ’ αρχάς, βλέπουμε ότι, ολοκληρώνοντας κατά μέρη: 

( )
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=⇒−=
−=⇒=

−=

−−

−−
∫ ∫

dxedvev
dxxnduxu

dvvuvudu

xx

nn 21 1
, με

 

λαμβάνουμε 

( ) [ ] ( ) .1
0

2
0

1 dxexnext xnxn −
+∞

−∞+−− ∫−+−=Γ  

Επειδή ο πρώτος όρος  του αθροίσματος είναι μηδενικός και ο δεύτερος,  εξ ορισμού,  ίσος με 

( ) ( )11 −Γ− tt , διαπιστώνουμε ότι 

( ) ( ) ( )11 −Γ−=Γ ttt  

 

(Θεώρημα  ΙΙ.5.(ii).2.(α),  σελ. 305  του 1ου Τόμου του Συγγράμματος ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΏΣΕΙΣ ΚΑΙ 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΕΣ ΘΕΩΡΙΕΣ ΠΟΛΕΜΟΥ ,Έκδοση Σ.Σ.Ε.,2001,σελ.503). Έτσι 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )ktktttt

ktktkt

ttt
ttt

−Γ−−−=Γ

−Γ−=+−Γ

−Γ−=−Γ
−Γ−=Γ

L21

1
.........................................
221

11

 

και άρα προκειμένου να υπολογίσουμε την τιμή  ( )tΓ  αρκεί να γνωρίζουμε τις  τιμές  ( )kt −Γ  

για  .10 <−< kt  
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  Ιδιαιτέρως, η τιμή  ( )1Γ  ισούται με 1: 

( ) ∫
+∞

− ==Γ
0

11 dxe x  

και συνεπώς, όταν το  t  πάρει θετική ακέραια τιμή  n , συμπεραίνουμε ότι 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )!11121 −=Γ×××−×−=Γ nnnn L  

(Θεώρημα  ΙΙ.5.(ii).2.(β), σελ. 305  του 1ου Τόμου του Συγγράμματος ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΏΣΕΙΣ ΚΑΙ 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΕΣ ΘΕΩΡΙΕΣ ΠΟΛΕΜΟΥ ,Έκδοση Σ.Σ.Ε.,2001,σελ.503). 

  Μία τιμή πολύ σημαντική, κυρίως για την μελέτη της Κατανομής  2χ , είναι η τιμή  ( )21Γ . 

Σχετικά, ισχύει η ισότητα: 

.
2
1 π=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ

 

Πράγματι, εξ ορισμού, έχουμε 

.
2
1

0

21 dxex x−
+∞

−∫=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ  

Θέτοντας  ,22tx =  οπότε  dttdx = , η τελευταία γράφεται υπό την μορφή 

∫∫
+∞

−
+∞

−

−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ

0

2

0

2
212

.2
22

1 22

dtetdtet tt   

Καθώς  όμως  το  ολοκλήρωμα  ∫
+∞

−

0

22

dte t   ισούται  με 
22

2 ππ
=   (δεδομένου  ότι  η  τιμή  του 

ολοκληρώματος 

∫
+∞

−

0

22

2
1 dte t

π
 

είναι το μισό της τιμής του ολοκληρώματος 
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1
2
1 22

=∫
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∞−

− dte t

π
 

της  πυκνότητας  πιθανότητας  ( )tφ της  Κανονικοποιημένης  Τυχαίας  Μεταβλητής  στην 

πραγματική  ευθεία,  και  άρα  ισούται  με  21 ),  συμπεραίνουμε  ότι  ( ) .21 π=Γ   Κατ’ 

ακολουθία, εάν ο θετικός ακέραιος  n  είναι περιττός, τότε 

.
2
12

2
1

22
1

2
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2
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� 

ΙΙ.3.20. Παρατήρηση. (Η Υφιστάμενη Σχέση μεταξύ των Κατανομών γn και χ2) Η στοιχειώδης 

πιθανότητα της Κατανομής  22
nχχ =  με  n  βαθμούς ελευθερίας είναι 

( ) ( ) ( ) ( ).
22

1 222
2

22 2

χχχχ χ de
n

df n
n

−−

Γ
=  

Θέτοντας 
2

2χ
=x , οπότε 

( )
2

2χddx = , η τελευταία γίνεται 
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ή ακόμα 

( ) ( )
( ) .

2
1 12 dxex
n

dxxf xn −−

Γ
=  

Επειδή,  βάσει  της  προηγούμενης  Παρατήρησης  ΙΙ.3.19,  όταν  ο  ακέραιος  αριθμός  n   είναι 

άρτιος, ισχύει 

( ) !1
2

2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=Γ

nn  
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αυτή  η  στοιχειώδης  πιθανότητα  ταυτίζεται  με  την  στοιχειώδη  πυκνότητα  πιθανότητας  της 

Ελάσσονος Κατανομής  2nγ  με παράμετρο  ( )2n=λ .  Συνεπώς, όταν ο ακέραιος αριθμός  v  

είναι  άρτιος,  η  Ελάσσων  Κατανομή  2nγ   (:Κατανομή  Tύπου  ΙΙΙ  του  Pearson)  με  παράμετρο 

( )2n=λ  είναι η Κατανομή  22
nχχ =  με  n  βαθμούς ελευθερίας. ■ 

 

 

ΙΙ.3.21.  Παρατήρηση.(Περί  του  Καθορισμού  του  Αριθμού  τω  Βαθμών  Ελευθερίας  μίας 

Κατανομής χ2)  Εάν θεωρήσουμε  n   Κανονικοποιημένες  και Ανεξάρτητες μεταξύ  τους  Τυχαίες 

Μεταβλητές, τότε αυτό σημαίνει ότι ο χώρος αναφοράς μας είναι ένας χώρος  n  διαστάσεων: ο 

αριθμός των Βαθμών Ελευθερίας μίας  −2χ μεταβλητής, συνοδευόμενος από το άθροισμα των 

τετραγώνων των αντίστοιχων τυχαίων μεταβλητών, αντιστοιχεί στον αριθμό της διάστασης του 

χώρου εντός του οποίου τοποθετούνται τα αντιπροσωπευτικά σημεία που υλοποιούν τις τιμές 

της  −2χ μεταβλητής. 

  Εάν, αντιθέτως, θεωρήσουμε  n  Κανονικοποιημένες και Εξαρτημένες μεταξύ τους Τυχαίες 

Μεταβλητές, τότε ο χώρος εντός του οποίου τοποθετούνται τα αντιπροσωπευτικά σημεία που 

υλοποιούν τις τιμές της  −2χ μεταβλητής έχει διάσταση  v  μικρότερη του αριθμού  n . 

  Έτσι, εάν, για παράδειγμα, υπάρχει μία γραμμική σχέση μεταξύ των μεταβλητών: 

02211 aaaa nn =Τ+Τ+Τ L , 

τότε όλα τα αντιπροσωπευτικά σημεία βρίσκονται μέσα σε έναν χώρο  1−= nv  διαστάσεων. 

Εάν υπάρχουν δύο γραμμικές σχέσεις μεταξύ των μεταβλητών, τότε όλα τα αντιπροσωπευτικά 

σημεία βρίσκονται μέσα σε έναν χώρο  2−= nv  διαστάσεων κ. ο. κ. ■ 
 

 

  Για  λόγους  πληρότητας  του  κειμένου  του  Εδαφίου,  θα  αναφέρουμε  και  κάποιες  ακόμη 

(συνεχείς) Κατανομές των οποίων ωστόσο η συχνότητα εφαρμογής τους στην πράξη δεν είναι 

ανάλογη των προηγουμένων τεσσάρων (συνεχών) Κατανομών. 
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  Ε. Η ΛΟΓΑΡΙΘΜΙΚΟ‐ΚΑΝΟΝΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ  
  Εάν ο  Χln  ακολουθεί την Κανονική Κατανομή N( ),σm , τότε λέμε ότι η (συνεχής) τυχαία 

μεταβλητή  Χ   ακολουθεί  την  Λογαριθμικο‐Κανονική  Κατανομή  με  παραμέτρους  m   και 

σ (βλέπε και Παρατήρηση ΙΙ.3.10). Ακόμα, λέμε ότι η (συνεχής) τυχαία μεταβλητή Χ  είναι μία 

Λογαριθμικο‐Κανονική Τυχαία Μεταβλητή. 

  Μία Λογαριθμικο‐Κανονική Τυχαία Μεταβλητή με παραμέτρους  m  και σ  έχει πυκνότητα 

πιθανότητας η οποία δίνεται από τον Τύπο: 

( )
( )

.0,
2
1 2

2log
2
1

>=
−

−
xe

x
xf

mx
σ

πσ
 

  ΣΤ. Η ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ 

  Λέμε  ότι η  (συνεχής)  τυχαία  μεταβλητή  Χ   ακολουθεί  την  Ομοιόμορφη  Κατανομή  στο 

διάστημα  ] [ba,  ή ότι είναι μία Ομοιόμορφη Τυχαία Μεταβλητή στο διάστημα, εάν μπορεί να 

λάβει  οποιαδήποτε  τιμή μεταξύ  του  a   και  του  b   έχοντας πυκνότητα πιθανότητας  ( )xf   της 

μορφής: 

( ) .,1 bxa
ab

xf <<
−

=
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  Ζ. Η ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΒΗΤΑ 

  Λέμε ότι η (συνεχής) τυχαία μεταβλητή  Χ  ακολουθεί την Κατανομή Βήτα ή ότι είναι μία 

Τυχαία Μεταβλητή  Βήτα  με  παραμέτρους  0,0 >> qp ,  εάν  μπορεί  να  λάβει  οποιαδήποτε 

τιμή μεταξύ του 0  και του 1 έχοντας πυκνότητα πιθανότητας  ( )xf  της μορφής: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) .10,1
,

1

1

11

11

<<−
Β

=

−
ΓΓ
+Γ

=

−−

−−

xxx
qp

xx
qp
qpxf

qp

qp

Όπως  ήδη  επισημάνθηκε  παραπάνω  στην Παρατήρηση  ΙΙ.3.19,  η  συνάρτηση  γάμμα  ορίζεται 

από την σχέση 

( ) ∫
+∞

−− >=Γ
0

1 .0, pdxexp xp  

Η συνάρτηση βήτα ορίζεται από την σχέση 

( ) ( ) 0,0,1, 1
1

0

1 >>−=Β −−∫ qpdxxxqp qp  

(βλέπε  επίσης  σελ.  307  του  1ου  Τόμου  του  Συγγράμματος  ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ  ΕΞΙΣΏΣΕΙΣ  ΚΑΙ 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΕΣ ΘΕΩΡΙΕΣ ΠΟΛΕΜΟΥ ,Έκδοση Σ.Σ.Ε.,2001,σελ.503). 

  Συχνά μάλιστα χρησιμοποιούμε τον ακόλουθο συμβολισμό 

( ) =xf ( )qpx ,/Β

ή ακόμα 

≈Χ ( )qpx ,/Β  
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H. Η ΚΑΤΑΝΟΜΗ CAUCHY 

  Λέμε ότι η  (συνεχής) τυχαία μεταβλητή  Χ  ακολουθεί  την Κατανομή Cauchy ή ότι είναι 

μία Τυχαία Μεταβλητή Cauchy, εάν μπορεί να λάβει οποιαδήποτε τιμή μεταξύ του  ∞−  και του 

∞+  έχοντας πυκνότητα πιθανότητας  ( )xf  της μορφής: 

( ) .,
1

11
2 +∞<<∞−

+
= x

x
xf

π
 

 

 

Θ. H ΚΑΤΑΝΟΜΗ STUDENT 
  Η Κατανομή του λόγου 

,
2

v
vχ

Ζ
=Τ  

όπου  Ζ  είναι η Κανονικοποιημένη Κατανομή N( )1,0  ανεξάρτητη της  2
vχ , καλείται Κατανομή 

Student (ή Κατανομή  t ) με  v  βαθμούς ελευθερίας . Ακόμα, λέμε ότι ο ως άνω λόγος είναι μία 
Τυχαία Μεταβλητή Student (ή Τυχαία Μεταβλητή  t ) με  v  βαθμούς ελευθερίας.  
  Μία Τυχαία Μεταβλητή Student  (ή Τυχαία Μεταβλητή  t ) με  v  βαθμούς ελευθερίας έχει 
πυκνότητα πιθανότητας 
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Ι.  H ΚΑΤΑΝΟΜΗ SNEDECOR 
  Η Κατανομή του λόγου 

,2

2

v

m

m
v
χ
χ

=Χ  

όπου οι  2
mχ  και  2

vχ   τυχαίες μεταβλητές με  m   και  v  βαθμούς ελευθερίας αντιστοίχως είναι 

ανεξάρτητες μεταξύ τους, καλείται Κατανομή Snedecor (ή Κατανομή  F ) με m  και  v  βαθμούς 
ελευθερίας.  Ακόμα,  λέμε  ότι  ο  παραπάνω  λόγος  είναι  μία  Τυχαία  Μεταβλητή  Snedecor  (ή 

Τυχαία Μεταβλητή  F ) με m  και  v  βαθμούς ελευθερίας.  
  Μία  Τυχαία  Μεταβλητή  Snedecor  (ή  Τυχαία  Μεταβλητή  F )  με  m   και  v   βαθμούς 
ελευθερίας έχει πυκνότητα πιθανότητας 
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ΙΙ.4.  Αξιοπιστία  της  Προσαρμογής  Θεωρητικών 
Μοντέλων Κατανομών στα Δεδομένα Παρατηρήσεων 

  Ας υποθέσουμε ότι σε κάποιο φαινόμενο μία τυχαία μεταβλητή  Χ  ακολουθεί (με μεγάλη 

ακρίβεια) μία Κατανομή πιθανότητας  P . Εάν απομονώσουμε ένα δείγμα του πληθυσμού που 

περιγράφεται  από  την  ως  άνω  τυχαία  μεταβλητή  Χ ,  και  περιορίσουμε  την  μελέτη  μας  στο 

δείγμα αυτό, τότε η αντίστοιχη Κατανομή που θα παρατηρηθεί συνήθως θα αποκλίνει λίγο έως 



ΘΕΩΡΙΑ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ ΚΑΙ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΣΕ ΣΤΡΑΤΙΩΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 

ΤΟΜΟΣ Ι 
Ν.ΔΑΡΑΣ 

 

174  ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  

 

πολύ  από  την  αρχική  θεωρητική  Κατανομή.  Αυτό  σημαίνει  ότι  γενικά  οι  παρατηρήσεις  επί 

δείγματος υπόκεινται σε στοχαστικές αυξομειώσεις (: διακυμάνσεις). 

  Τις περισσότερες φορές, δεν είναι δυνατόν να γνωρίζουμε ούτε την μορφή της Κατανομής 

πιθανότητας  P , αλλά ούτε και την τιμή των παραμέτρων αυτής της Κατανομής. Εντούτοις, η 

φύση  του  φαινόμενου  που  παρατηρείται  μπορεί  να  διευκολύνει  την  επιλογή  εκείνης  της 

θεωρητικής Κατανομής πιθανότητας  P  η οποία, ανάμεσα σε όλες τις Κατανομές πιθανοτήτων, 

ταιριάζει  περισσότερο  στις  προδιαγραφές  της  κατάστασης.  Ακολούθως,  χρησιμοποιώντας 

εμπειρικές  μεθόδους,  μπορεί  κανείς  να  εκτιμήσει  την  τιμή  των  παραμέτρων  της  επιλεγείσας 

θεωρητικής Κατανομής. 

  Έτσι,  οι  αποκλίσεις  που  θα  ενσκήψουν  μεταξύ  της  κατ’  αυτόν  τον  τρόπο  επιλεγείσας 

θεωρητικής Κατανομής και της αντίστοιχης εμπειρικής Κατανομής που θα παρατηρηθεί σ’ ένα 

πληθυσμιακό δείγμα μπορούν να οφείλονται 

 είτε σε στοχαστικές διακυμάνσεις κατά την δειγματοληψία, 

 είτε  στο  γεγονός  ότι  το  φαινόμενο  δεν  ακολουθεί  στην  πραγματικότητα  την 

επιλεγείσα θεωρητική Κατανομή πιθανότητας  P . 

  Πολύ  χονδρικά,  μπορούμε  να  πούμε  ότι  εάν  οι  αποκλίσεις  είναι  μικρές  αλλά  όχι 

επουσιώδεις, τότε αυτές αποδίδονται στην ύπαρξη και μόνον στοχαστικών διακυμάνσεων λόγω 

της δειγματοληψίας. Αντιθέτως, εάν αυτές οι αποκλίσεις είναι σημαντικές, τότε δεχόμαστε ότι 

το  φαινόμενο  δεν  ακολουθεί  στην  πραγματικότητα  την  επιλεγείσα  θεωρητική  Κατανομή 

πιθανότητας  P . 

  Στην δεύτερη αυτή περίπτωση, η απόφαση περί αξιοπιστίας ή όχι της προσαρμογής ενός 

θεωρητικού  μοντέλου  Κατανομής  στα  δεδομένα  των  (δειγματοληπτικών)  παρατηρήσεων 

εξαρτάται  ευθέως  από  την  ακρίβεια  και  εγκυρότητα  του  ελέγχου  της  υπόθεσης  ότι  οι 

δειγματοληπτικές παρατηρήσεις  επί  του φαινόμενου ακολουθούν πράγματι  την επιλεγείσα 

θεωρητική  Κατανομή  πιθανότητας  P .  Γι’  αυτόν  τον  λόγο,  θα  έπρεπε  πρώτα  απ’  όλα  να 

ορίσουμε  ένα  στοχαστικό  μέτρο  της  απόστασης  που  υφίσταται  μεταξύ  της  επιλεγείσας 

θεωρητικής  Κατανομής  και  της  αντίστοιχης  εμπειρικής  Κατανομής  που  θα  παρατηρηθεί  στο 
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πληθυσμιακό δείγμα.  Γνωρίζοντας και  εφαρμόζοντας αυτό το στοχαστικό μέτρο,  εάν κάποιος 

διαπιστώσει  ότι  (,κάτω  από  τις  τεθείσες  υποθέσεις  περί  απόκλισης  και  επιλογής  της 

θεωρητικής  Κατανομής  πιθανότητας  P ,)  υπάρχει  ισχυρή  πιθανότητα  η  απόσταση  να  είναι 

μεγαλύτερη από  εκείνη που παρατηρήθηκε, κι αυτό μόνον  και  μόνον  ένεκα  της παρουσίας 

δειγματοληπτικών στοχαστικών διακυμάνσεων,  τότε θα πρέπει αναγκαστικά να δεχθεί ότι η 

τυχαία μεταβλητή που αποδίδει το φαινόμενο ακολουθεί την επιλεγείσα θεωρητική Κατανομή 

πιθανότητας  P . Εάν αντιθέτως αυτό το στοχαστικό μέτρο παραμείνει μικρό  (για παράδειγμα 

μικρότερο  του  %5 ),  τότε  οι  διαπιστωθείσες  αποκλίσεις  μάλλον  δεν  πρέπει  να  οφείλονται 

μόνον  στην  παρουσία  στοχαστικών  διακυμάνσεων  κατά  την  διαδικασία  της  δειγματοληψίας, 

αλλά  κυρίως  στην  ανεπάρκεια  της  επιλεγείσας  θεωρητικής  Κατανομής  προς  περιγραφή  της 

στοχαστικής συμπεριφοράς της τυχαίας μεταβλητής που είναι αλληλένδετη με το φαινόμενο. 

Στην τελευταία αυτή περίπτωση, η επιλεγείσα θεωρητική Κατανομή πρέπει να αντικατασταθεί. 

 Α. ΟΡΙΣΜΟΣ ΚΑΙ ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ ΓΙΑ ΤΗΝ  
ΑΠΟΣΤΑΣΗ ΜΕΤΑΞΥ ΠΑΡΑΤΗΡΗΘΕΙΣΑΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ  
ΚΑΙ ΤΗΣ ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΗΣ ΘΕΩΡΗΤΙΚΗΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ  

  Έστω Χ  μία τυχαία μεταβλητή η οποία ακολουθεί μία Κατανομή θεωρητικής πιθανότητας 

P . 

ΙΙ.4.1.  Ορισμός.  Λέγοντας  ότι  πραγματοποιούμε  N   παρατηρήσεις  της  μεταβλητής  Χ , 

εννοούμε ότι επιλέγουμε ένα πληθυσμιακό δείγμα μήκους  N  από τον (κατά πολύ μεγαλύτερο) 

πληθυσμό που περιγράφεται από την δεδομένη Κατανομή θεωρητικής πιθανότητας  P . ■ 

  Οι  N  αυτές παρατηρήσεις διακρίνονται ως προς κ  Κριτήρια (κ  Κατηγορίες): 

κCCC ,...,, 21  
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τα  οποία αποδίδονται  είτε  από  τις  διάφορες  δυνατές  τιμές  (ή ομάδες  τιμών)  που μπορεί  να 

λάβει η μεταβλητή  Χ  εφόσον αυτή είναι διακριτή είτε από τις ομαδοποιημένες ταξινομήσεις 

συγκεντρωτικών  τιμών  επί  ολόκληρων  υποσυνόλων  του  πεδίου  τιμών  της  Χ   εφόσον  αυτή 

είναι συνεχής. 

  Σε  κάθε  ένα  από  τα  ως  άνω  κ   Κριτήρια  (ή  ομάδες  τιμών)  αντιστοιχεί  μία  πιθανότητα 

υλοποίησής  του  μέσα  στο  δείγμα,  που  προσδιορίζεται  από  την  Κατανομή  θεωρητικής 

πιθανότητας  P : 

.,...,, 21 κppp  

Υπ’  αυτήν  την  έννοια,  το  δειγματοληπτικό δυναμικό,  εξεταζόμενο χωριστά ως προς κάθε ένα 

iC   από  τα  παραπάνω  κ   Κριτήρια  (κ   Κατηγορίες),  μπορεί  να  θεωρείται  ότι  είναι  μία  νέα 

τυχαία μεταβλητή 

iξ  

η οποία ακολουθεί σαφώς την Διωνυμική Κατανομή με παραμέτρους 

=N ολόκληρο το πληθυσμιακό δυναμικό του δείγματος 

και 

=ip η  πιθανότητα  η  μεταβλητή  Χ   να  ικανοποιεί  το  Κριτήριο  iC   (ή  αντιστοίχως,  η 

μεταβλητή Χ  να ανήκει στην Κατηγορία  iC ). 

Με άλλα λόγια, έχουμε 

≈iξ B ),( ipN . 

ΙΙ.4.2. Παρατήρηση. .Όπως θα δούμε στο επόμενο Κεφάλαιο ΙΙΙ, η μέση ή αναμενόμενη τιμή (, ή 

απλά  μέσος  ή  μαθηματική  ελπίδα)  μίας  τυχαίας  μεταβλητής  Υ   συμβολίζεται  με  [ ]ΥE   και 

ορίζεται από την σχέση 
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Εξ άλλου, όπως θα δούμε και πάλι στο επόμενο Κεφάλαιο ΙΙΙ, η διασπορά (, ή διακύμανση) της 

τυχαίας μεταβλητής Υ  συμβολίζεται με  ( )ΥVar  και ορίζεται από την σχέση 

( ) [ ] [ ]( ) .: 22 Υ−Υ=Υ EEVar  

Η τυπική απόκλιση της Υ  συμβολίζεται συνήθως με σ  και ορίζεται από την σχέση 

( ) .: Υ= Varσ  ■ 

  Στην προκείμενη περίπτωση, η μέση τιμή της Διωνυμικής Μεταβλητής  iξ  ισούται με 

[ ] ii pNE =ξ  

και  αναπαριστά  το  (αναμενόμενο)  θεωρητικό  μέρος  του  πληθυσμιακού  δείγματος  που 

ικανοποιεί  το  Κριτήριο  iC   (ή  ανήκει  στην  Κατηγορία  iC ).  Επί  πλέον,  η  διασπορά  της 

Διωνυμικής Μεταβλητής  iξ  είναι 

( ) ( ) .1 iiii NpppNVar ≈−=ξ  

(Πράγματι, η επιλογή του αριθμού κ  των Κατηγοριών  κCCC ,...,, 21  καθώς και των ορίων τους 

γίνεται,  γενικά,  κατά  τέτοιο  τρόπο  ώστε  η  πιθανότητα  ip   να  είναι  σχετικά  μικρή.  Κατά 

συνέπεια,  η ποσότητα  ip−1  που αναπαριστά  την συζυγή πιθανότητα γενικά λαμβάνει  τιμές 

κοντά στην μονάδα.) 
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  Έτσι, κάτω από την προϋπόθεση ότι η Κατηγορία  iC  είναι επαρκώς μεγάλη έτσι ώστε να 

διαθέτει ένα θεωρητικό πληθυσμιακό δυναμικό τουλάχιστον  4  ή  5  μονάδων (σε διαφορετική 

περίπτωση οι συνθήκες σύγκλισης της Διωνυμικής Κατανομής προς την Κανονική Κατανομή δεν 

θα  ικανοποιούνταν),  η  Κανονικοποιημένη  Απόκλιση  iE   μεταξύ  της  εμπειρικής  τιμής  του 

μέρους  του  πληθυσμιακού  δείγματος  που  ικανοποιεί  το  Κριτήριο  iC   και  της  τιμής  του 

(αναμενόμενου)  θεωρητικού  μέρους  του  πληθυσμιακού  δείγματος  που  ικανοποιεί  το 

Κριτήριο  iC : 

i

ii
i Np

Np
E

−
=
ξ

 

ακολουθεί την Κανονικοποιημένη Κατανομή: 

≈iE N( )1,0 . 

 

  Έστω  τώρα  ότι,  για  κάθε  μία  από  τις  κ   Κατηγορίες  κCCC ,...,, 21 ,  τα  παρατηρούμενα 

πληθυσμιακά μέρη του δείγματος μετρούνται και βρίσκονται ίσα με 

κNNN ,...,, 21  

αντιστοίχως.  Τότε,  η  Κανονικοποιημένη  Απόκλιση  iE   λαμβάνει  επί  του  παρατηρηθέντος 

δείγματος την συγκεκριμένη τιμή 

i

ii
i Np

NpN
e

−
= . 

Υψώνοντας  όλες  τις  Κανονικοποιημένες  Αποκλίσεις  iE   στο  τετράγωνο  και  ακολούθως 

αθροίζοντας, λαμβάνουμε την ποσοτική έκφραση 
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Είναι σαφές ότι η έκφραση αυτή αντιπροσωπεύει την αριθμητική τιμή ενός αντιπροσωπευτικού 

μέτρου για  την εκτίμηση  της απόστασης που μεσολαβεί μεταξύ  της  παρατηρηθείσας επί  του 

δείγματος εμπειρικής Κατανομής και της εξ αρχής τεθείσας θεωρητικής Κατανομής. 

  Συνεπώς, η τυχαία μεταβλητή  

( )∑∑
==

−
==

κκ ξ

1

2

1

2:
i i

ii

i
i Np

Np
ED  

της οποίας η τιμή  d  δίνει την παρατηρηθείσα επί του δείγματος τιμή, αναπαριστά την τυχαία 

μεταβλητή  που  περιγράφει  ένα  αντιπροσωπευτικό  μέτρο  για  την  εκτίμηση  της  απόστασης 

που μεσολαβεί μεταξύ της παρατηρηθείσας επί του δείγματος εμπειρικής Κατανομής και της 

εξ αρχής τεθείσας θεωρητικής Κατανομής. Η τυχαία αυτή μεταβλητή ορίζεται ως το άθροισμα 

των τετραγώνων κ  Κανονικοποιημένων Τυχαίων Μεταβλητών οι οποίες συνδέονται μεταξύ 

τους με την γραμμική σχέση: 

.21 N=+++ κξξξ L  

Ως  εκ  τούτου, η  συγκεκριμένη  τυχαία  μεταβλητή  ακολουθεί  την  Κατανομή  2χ   με  το  πολύ 

1−κ  βαθμούς ελευθερίας (βλέπε επίσης Παρατήρηση ΙΙ.3.21).  

  Αυτή  η  Ιδιότητα  είναι  ιδιαιτέρως  αξιοσημείωτη:  η  Κατανομή  πιθανότητας  της  τυχαίας 

μεταβλητής  D   δεν  εξαρτάται παρά μόνον από  τον αριθμό  κ των Κριτηρίων  (:Κατηγοριών) 

κCCC ,...,, 21 ,  και  όχι  από  την  φύση  του  φαινόμενου  που  μελετάται  (δηλαδή  από  την 

Κατανομή  P )! 
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 Β. Ο ΕΛΕΓΧΟΣ χ2  
  Γενικά,  δεν  γνωρίζουμε  “a  priori”  την  θεωρητική  Κατανομή  που  διέπει  την  στοχαστική 

συμπεριφορά  της  τυχαίας  μεταβλητής  Χ .  Μπορούμε  όμως,  αναλόγως  προς  την  φύση  του 

φαινόμενου που παρατηρείται και μετά από ανάλυση της παρατηρηθείσας επί του δείγματος 

μήκους  N   εμπειρικής  Κατανομής,  να  προχωρήσουμε  στην  επιλογή  ενός  κατάλληλου  τύπου 

Κατανομής  πιθανότητας  P   και  ακολούθως  να  προβούμε  στην  όσο  το  δυνατόν  ακριβέστερη 

εκτίμηση  των  παραμέτρων  της  Κατανομής  P   χρησιμοποιώντας  τα  δεδομένα  που  θα  έχουν 

προκύψει από τις παρατηρήσεις του φαινόμενου.  

  Ο ρόλος της  P  έγκειται στην αντιστοίχιση των κ  Κριτηρίων (κ  Κατηγοριών): 

κCCC ,...,, 21  

τόσο στους αντίστοιχους πληθάριθμους  

κNNN ,...,, 21  

των πληθυσμιακών μερών του δείγματος μήκους  N  που ικανοποιούν τα Κριτήρια, όσο και στις 

αντίστοιχες πιθανότητες: 

κppp ,...,, 21 , 

και,  κατ’  ακολουθία,  στα  αντίστοιχα  αναμενόμενα  θεωρητικά  μέρη  του  πληθυσμιακού 

δείγματος  που  ικανοποιούν  τα  Κριτήρια  κCCC ,...,, 21   (ή  ανήκουν  στις  Κατηγορίες 

κCCC ,...,, 21 ): 

.,...,, 21 κpNpNpN  

  Κατόπιν του καθορισμού αυτής της αντιστοίχισης, είναι εφικτός ο υπολογισμός της τιμής: 

( )∑
=

−
=

κ

1

2

i i

ii

Np
NpN

d  
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της τυχαίας μεταβλητής  D  που περιγράφει ένα αντιπροσωπευτικό μέτρο για την εκτίμηση της 

απόστασης  που  μεσολαβεί  μεταξύ  της  παρατηρηθείσας  επί  του  δείγματος  εμπειρικής 

Κατανομής και της εξ αρχής τεθείσας θεωρητικής Κατανομής  P .  

  Όπως  ήδη  αναφέρθηκε  στο  προηγούμενο  Εδάφιο,  η  απόσταση  D   είναι  μία  τυχαία 

μεταβλητή που  (κάτω από  την  προϋπόθεση  ότι  η  επιλογή  της  εξ  αρχής  τεθείσας θεωρητικής 

Κατανομής  P   ήταν  η  δέουσα)  ακολουθεί  μία  Κατανομή  2χ   με  το  πολύ  1−κ   βαθμούς 

ελευθερίας.  Ο  ακριβής  αριθμός  n   των  βαθμών  ελευθερίας  της  Κατανομής  2χ   εξαρτάται 

αφενός  από  τον  αριθμό  κ   των  τεθέντων  Κριτηρίων  και  αφετέρου  από  τον  αριθμό  r   των 
παραμέτρων της Κατανομής  P , που εκτιμώνται σύμφωνα με τα δεδομένα των Παρατηρήσεων: 

.1−−= rn κ  

  Πράγματι, εκτός από την σχέση: 

,21 NNNN =+++ κL  

υπάρχουν και άλλες σχέσεις που συνδέουν τους αντίστοιχους πληθάριθμους  

κNNN ,...,, 21  

των  πληθυσμιακών  μερών  του  δείγματος  μήκους  N   που  ικανοποιούν  τα  Κριτήρια 

κCCC ,...,, 21 . Αυτές οι σχέσεις αναφύονται κατά την διαδικασία εκτίμησης των παραμέτρων 

της Κατανομής  P . 

ΙΙ.4.3.  Παράδειγμα.  Στην  περίπτωση  που  η  Κατανομή  P   είναι  μία  Διωνυμική  Κατανομή 

( )pvkb ,/ , η παράμετρος  p  εκτιμάται ως ίση με το πηλίκον 

v
xp =  
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(όπου  το σύμβολο  x  αναπαριστά  την παρατηρηθείσα μέση  τιμή της  τυχαίας μεταβλητής  Χ  

επί του δείγματος, ενώ το σύμβολο  v  αναπαριστά την δεύτερη παράμετρο της συγκεκριμένης 

Διωνυμικής  Κατανομής),  και  ως  εκ  τούτου  έχουμε  την  ακόλουθη  επί  πλέον  γραμμική  σχέση 

μεταξύ των πληθαρίθμων  iN : 

.1
1

pvxN
N i

ii =∑
=

κ

 

  Ομοίως,  στην  περίπτωση  κατά  την  οποία  η  Κατανομή  P   είναι  μία  Κατανομή  Poisson 

( )mxP / , της οποίας η παράμετρος  m  εκτιμάται ως ίση με την παρατηρηθείσα μέση τιμή  x  

της τυχαίας μεταβλητής Χ  επί του δείγματος: 

xm = , 

έχουμε την ακόλουθη επί πλέον γραμμική σχέση μεταξύ των πληθαρίθμων  iN : 

.1
1

mxN
N i

ii =∑
=

κ

 

  Συνεπώς,  τόσο  στην  περίπτωση  που  η  Κατανομή  P   είναι  μία  Διωνυμική  Κατανομή 

( )pvkb ,/ , όσο και στην περίπτωση που η Κατανομή  P  είναι μία Κατανομή Poisson  ( )mxP / , 

ο αριθμός  r   των παραμέτρων  της  Κατανομής  P ,  που εκτιμώνται σύμφωνα με  τα δεδομένα 

των Παρατηρήσεων  ισούται με  1. Άρα,  σε αμφότερες  τις περιπτώσεις,  ο ακριβής αριθμός  n  

των βαθμών ελευθερίας της Κατανομής  2χ  είναι 

.2−= κn  ■ 
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ΙΙ.4.4.  Παράδειγμα.  Για  τον  έλεγχο  της  αξιοπιστίας  της  προσαρμογής  μίας  Κανονικής 

Κατανομής N( ),σm   στις  προδιαγραφές  της  Κατανομής  P ,  πρέπει  να  εκτιμηθούν  οι  δύο 

παράμετροι  m   και  σ .  Προς  τούτο,  η  μεν  παράμετρος  m   εκτιμάται  ως  ίση  με  την 

παρατηρηθείσα μέση τιμή  x  της τυχαίας μεταβλητής  Χ  επί του δείγματος, η δε παράμετρος 

σ   εκτιμάται  ως  ίση  με  την  παρατηρηθείσα  επί  του  δείγματος  τυπική  απόκλιση  s   (: 

τετραγωνική  ρίζα  της  διασποράς  της  τυχαίας  μεταβλητής  Χ   επί  του  δείγματος).  Άρα,  στην 

περίπτωση που η Κατανομή  P  είναι μία Κανονική Κατανομή N( ),σm , έχουμε τις ακόλουθες 

δύο επί πλέον γραμμικές σχέσεις μεταξύ των πληθαρίθμων  iN : 

mxN
N i

ii =∑
=

κ

1

1
 και  

( ) 2

1

21 σ
κ

=−∑
=i

ii mxN
N

. 

Επομένως,  στην  περίπτωση  αυτή,  ο  αριθμός  r   των  παραμέτρων  της  Κατανομής  P ,  που 

εκτιμώνται  σύμφωνα με  τα  δεδομένα  των Παρατηρήσεων  ισούται  με  2   και ως  εκ  τούτου  ο 

ακριβής αριθμός  n  των βαθμών ελευθερίας της Κατανομής  2χ  είναι 

.3−= κn  ■ 
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ΙΙ.4.5. Παρατήρηση. (Η Μέθοδος για την Διεξαγωγή του Ελέγχου χ2) Η συνιστώμενη Μέθοδος 

για την διεξαγωγή του ούτως επονομαζόμενου Ελέγχου  2χ  προτάθηκε από τον K. Pearson και 

έχει ως εξής (1): 

  Κάνουμε την Υπόθεση ότι το φαινόμενο που εξετάζεται περιγράφεται από μία 

τυχαία  μεταβλητή  Χ   που  ακολουθεί  μία  Κατανομή  θεωρητικής  πιθανότητας  P . 

Κάτω  από  αυτήν  την  συνθήκη,  η  απόσταση  D   είναι,  λόγω  στοχαστικών 

αυξομειώσεων  (:  διακυμάνσεων),  μία  −2χ μεταβλητή  με  1−−= rn κ   βαθμούς 

ελευθερίας. 

 Εάν  υπάρχει  ισχυρή  πιθανότητα  (προσδιοριζόμενη    κατόπιν 

συμβουλευ‐ 

τικής χρήσης των Πινάκων των σελίδων 141 και 142) η  D  να λάβει μία τιμή 

μεγαλύτερη  από  την  παρατηρηθείσα  στο  δείγμα  τιμή  d ,  τότε  οι 

στοχαστικές αυξομειώσεις (: διακυμάνσεις) επαρκούν για να ερμηνεύσουμε 

την καταγεγραμμένη απόσταση και η Υπόθεση κρίνεται ως αποδεκτή (2). 

 Εάν αντιθέτως υπάρχει ισχνή πιθανότητα (για παράδειγμα, μικρότερη  

του  %5 ) η  D  να λάβει μία τιμή μεγαλύτερη από την παρατηρηθείσα στο 

δείγμα τιμή  d , τότε είναι πολύ πιο πιθανό αυτή η υψηλή τιμή να οφείλεται 

στην όχι καλή προσαρμογή της επιλεγείσας θεωρητικής Κατανομής  P  στα 

δεδομένα και την φύση του εξεταζόμενου φαινόμενου και, ως εκ τούτου, η 

Υπόθεση  ότι  το  φαινόμενο  που  εξετάζεται  περιγράφεται  από  την 

Κατανομή  P  πρέπει να απορριφθεί  (3) . 

 
(1)  Το  είδος  αυτό  Στατιστικής  Μεθοδολογίας  που  φέρει  το  όνομα  Έλεγχος  Υποθέσεων  συνιστά  το  αντικείμενο 

ιδιαίτερου Κεφαλαίου του δεύτερου Τόμου του παρόντος Συγγράμματος. 
(2)  Αυτό  δεν  σημαίνει  ότι  η  Υπόθεση είναι  κατ’  ανάγκη σωστή.  Απλά σημαίνει  ότι  οι  διαθέσιμες πληροφορίες  δεν 

επιτρέπουν  την  απόρριψή  της.  Αξίζει  να  σημειωθεί  ότι  για  την  περιγραφή  ενός  μόνον  φαινόμενου  πολλές 

διαφορετικές  θεωρητικές  Κατανομές  πιθανότητας μπορούν  να  προταθούν  για  να  περιγράψουν  ένα  κοινό σύνολο 

παρατηρήσεων και να κριθούν κατ’ αυτόν τον τρόπο ως αποδεκτές 
(3) Συνήθως, το μέγεθος των ισχνών πιθανοτήτων για τις οποίες αποφασίζουμε την απόρριψη της Κατανομής P είναι 

της τάξης από 2% έως 5%. 



Ν. ΔΑΡΑΣ 
ΘΕΩΡΙΑ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ ΚΑΙ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΣΕ ΣΤΡΑΤΙΩΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 

ΤΟΜΟΣ Ι 
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ΙΙ.4.6.  Παρατήρηση. Προκειμένου  η  απόσταση  D   να  θεωρηθεί  ότι  πράγματι  ακολουθεί  την 

Κατανομή  2χ ,  οι  συνθήκες  σύγκλισης  επιβάλουν  την  προϋπόθεση  ότι  τα  αναμενόμενα 

θεωρητικά μέρη του πληθυσμιακού δείγματος που  ικανοποιούν τα Κριτήρια  κCCC ,...,, 21   (ή 

ανήκουν στις Κατηγορίες  κCCC ,...,, 21 ): 

κpNpNpN ,...,, 21  

δεν είναι πολύ μικρά. Στην πράξη αξιώνουμε όπως τα εν λόγω αναμενόμενα θεωρητικά μέρη 

του πληθυσμιακού δείγματος είναι τουλάχιστον ίσα με το  4  ή το 5 . 

  Κατ’  ακολουθία,  είναι  ορισμένες  φορές  απαραίτητο  να  συγχωνεύουμε  μεταξύ  τους 

κάποιες από τις Κατηγορίες  κCCC ,...,, 21  ούτως ώστε οι νέες Κατηγορίες που θα προκύψουν 

να  δίνουν  μη  τετριμμένα  αντίστοιχα  αναμενόμενα  θεωρητικά  μέρη  του  πληθυσμιακού 

δείγματος. Φυσικά, στην περίπτωση αυτή, ο αριθμός Κατηγοριών που θα ληφθεί υπόψη κατά 

τον  υπολογισμό  των  βαθμών  ελευθερίας  της  Κατανομής  2χ   δεν  θα  είναι  ο  αριθμός  του 

αρχικού  πλήθους  κ   των  Κατηγοριών  αλλά  ο  αριθμός  του  τελικού  πλήθους  των  Κατηγοριών 

που θα προκύψουν μετά από την συγχώνευση. ■ 

 

 


