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Κεφάλαιο 5
Μέθοδοι Βελτιστοποίησης

  Στο παρόν Κεφάλαιο, θα δώσουμε μία γενική επισκόπιση των θεμελειωδέστερων εννοιών της Μαθηματικής 

Βελτιστοποίησης,  και  ιδιαιτέρως του Κλασικού,  του Μη Γραμμικού και  του Γραμμικού Προγραμματισμού, δίνοντας 

έμφαση στην περιγραφή των βασικών Αλγορίθμων του Κλασικού και του Γραμμικού Προγραμματισμού, καθώς και 

σε  κάποιες  ενδεικτικές  εφαρμογές  των  διάφορων  τύπων  βελτιστοποίησης  Αντικειμενικών  Συναρτήσεων  (:  άλλες 

φορές  ζητείται η μεγιστοποίηση Αντικειμενικών Συναρτήσεων και άλλες φορές η ελαχιστοποίησή τους) σε θέματα 

Στρατιωτικού ενδιαφέροντος. 

5.1. Μαθηματική Βελτιστοποίηση (: Optimization) 

  Οι  διάφορες  μαθηματικές  τεχνικές  επίλυσης  Προβλημάτων  Βελτιστοποίησης  (δηλαδή 

προβλημάτων στα οποία αναζητείται ένα σημείο στο οποίο μεγιστοποιείται ή ελαχιστοποιείται 

Αντικειμενική  Συνάρτηση  μίας  ή  περισσοτέρων  μεταβλητών,  κάτω  από  ή  χωρίς  δεδομένες 

Συνθήκες‐Υποθέσεις)  συνιστούν  τον  ιδιαίτερο  επιστημονικό  κλάδο  της  Μαθηματικής 

Βελτιστοποίησης  ή  Μαθηματικού  Προγραμματισμού.  Οι  τεχνικές  αυτές  διαχωρίζονται  και 

κατατάσσονται σε κατηγορίες αναλόγως προς  

 την ύπαρξη και φύση των Συνθηκών‐Υποθέσεων του προβλήματος βελτιστοποίησης,  

 τον αριθμό αυτών που προβούν στη λήψη των σχετικών αποφάσεων, και  

 την  επιβαλλόμενη  από  το  πρόβλημα  διαχείριση  του  μεγέθους  του  χρόνου  (με  άλλα 

λόγια  τον  χαρακτηρισμό  του  περιγραφόμενου  από  το  πρόβλημα  φαινόμενου  ως 

στατικού ή δυναμικού φαινόμενου).  

Στον παρακάτω Πίνακα 1 της σελίδας 3 ταξινομούνται επιγραμματικά οι κυριότερες των ως άνω 

κατηγοριών. 
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  Στο  αμέσως  επόμενο  Κεφάλαιο,  περί  Στρατηγικής  Άμυνας,  θα  δοθεί  η  ευκαιρία  στον 

αναγνώστη  να  γνωρίσει  κάποιες  στοιχειώδεις  εισαγωγικές  Αρχές  και  ορισμένα  αντίστοιχα 

βασικά αποτελέσματα της Θεωρίας Παιγνίων, όταν η θεωρία αυτή θα πρέπει να εφαρμοστεί 

κατά την μελέτη της διαχείρισης αμυντικών βαλλιστικών βλημάτων. Επίσης, στο Κεφάλαιο 10 

(Εδάφιο  10.4)  θα  συζητήσουμε  θέματα  Δυναμικού  Προγραμματισμού  προκειμένου  να 

στηρίξουμε  την  αναφορά  μας  στην  Θεωρία  Λήψης  Πολυδιάστατων  Αποφάσεων.  Ωστόσο, 

επειδή  οι  περισσότερες  από  τις  Στρατιωτικές  εφαρμογές  αφορούν  σε  προβλήματα  στατικής 

φύσης.  η  σχετική  παρουσίαση  θα  περιορισθεί  κυρίως  στα  διάφορα  είδη  Στατικού 

Προγραμματισμού. Ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης που επιθυμεί την πληρέστερη ενημέρωσή 

του επί του όλου θέματος παραπέμπεται στη σχετική Βιβλιογραφία . 

5.1.Α. Κλασικός  Προγραμματισμός:  Βελτιστοποίηση  Με  Συνθήκες 
(:Constrained Optimization) 

  Ένα  Πρόβλημα  Βελτιστοποίησης  Με  Συνθήκες  έγκειται  στην  μεγιστοποίηση  ή 

ελαχιστοποίηση, δηλαδή στην αναζήτηση ακρότατου σημείου  ( )∗∗∗∗ = nxxxX ,...,, 21  του Rn επί 

του οποίου εκδηλώνεται μέγιστη ή ελάχιστη τιμή αντιστοίχως (λέμε επίσης μέγιστο ή ελάχιστο 

κόστος αντιστοίχως), μίας δοθείσας Αντικειμενικής Συνάρτησης 

( ) ∈XXF ( Rn),  

κάτω  από  ένα  σύνολο  Συνθηκών‐Υποθέσεων  (:  Constraints)  οι  οποίες  εκφράζονται  υπό  την 

μορφή εξισώσεων 

( ) ∈ΒΒ=∗ (Xg Rm). 

H λεγόμενη Συνάρτηση των Υποθέσεων είναι μία διανυσματική συνάρτηση 
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  Να  σημειωθεί  ότι  τις  συντριπτικά  περισσότερες  φορές,  η  διάσταση  n   του  χώρου  του 
προβλήματος συμβαίνει να είναι μεγαλύτερη από το πλήθος m  των Συνθηκών‐Υποθέσεων: 

mn > . 

Η  διαφορά  mn −   είναι  ο  Αριθμός  των  Βαθμών  Ελευθερίας  του  Προβλήματος.  Επί  πλέον, 

χωρίς απώλεια του πρακτικού ενδιαφέροντος και χωρίς βλάβη της γενικότητας, θα υποθέτουμε 

αδιαλείπτως  ότι  οι  συναρτήσεις  ( )XF   και  ( )Xg   είναι  συνεχώς  διαφορίσιμες  ως  προς  την 

μεταβλητή  ( ).,...,, 21 nxxxX =  

  Στην  περίπτωση  που  ζητείται  η  μεγιστοποίηση  (του  κόστους)  της  Αντικειμενικής 

Συνάρτησης,  η  συμβολική  θεωρητική  παρουσίαση  ενός  τέτοιου  προβλήματος  Κλασικού 

Προγραμματισμού έχει ως εξής: 

( )XFXmax , όταν  ( ) .Β=Xg  

Η αναλυτικότερη έκφραση του ιδίου προβλήματος είναι: 
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( )nxxx xxxF
n

,...,,max 21,...,, 21
 

όταν 

( )
( )

( ) .,...,,
.................................

,,...,,
,,...,,

21

2212

1211

mnm

n

n

xxxg

xxxg
xxxg

β

β
β

=

=
=

 

  Αντιστοίχως,  στην  περίπτωση  που  ζητείται  η  ελαχιστοποίηση  (του  κόστους)  της 

Αντικειμενικής  Συνάρτησης,  η  συμβολική  θεωρητική  παρουσίαση  ενός  τέτοιου  προβλήματος 

Κλασικού Προγραμματισμού έχει ως ακολούθως: 

( )XFXmin , όταν  ( ) .Β=Xg  

Ομοίως, η αναλυτικότερη έκφραση του ιδίου προβλήματος είναι: 

( )nxxx xxxF
n

,...,,min 21,...,, 21
 

όταν 

( )
( )

( ) .,...,,
.................................

,,...,,
,,...,,

21

2212

1211

mnm

n

n

xxxg

xxxg
xxxg

β

β
β

=

=
=
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V.1. Παρατήρηση. Προφανώς, η μεγιστοποίηση (του κόστους) μίας Αντικειμενικής Συνάρτησης 

( )XF   ισοδυναμεί  με  την  μεγιστοποίηση  (του  κόστους)  της  Αντικειμενικής  Συνάρτησης 

( )XbFa +   για  οποιαδήποτε  θετική  επιλογή  0>b   της  σταθεράς  b   και  για  οποιαδήποτε 
επιλογή της προσθετικής σταθεράς  a . Ισοδυναμεί επίσης με την ελαχιστοποίηση (του κόστους) 
της  Αντικειμενικής  Συνάρτησης  ( )XbFa +   για  οποιαδήποτε  αρνητική  επιλογή  0<b   της 

σταθεράς  b   και  για  οποιαδήποτε  επιλογή  της  προσθετικής  σταθεράς  a .  Έτσι,  ο 

πολλαπλασιασμός  της  συνάρτησης  ( )XF   με  την  αρνητική  σταθερά  01<−=b   μπορεί  να 

χρησιμοποιηθεί  για  να  μετατρέψουμε  ένα  πρόβλημα  μεγιστοποίησης  σε  πρόβλημα 

ελαχιστοποίησης  (ή  αντιστρόφως,  για  να  μετατρέψουμε  ένα  πρόβλημα  ελαχιστοποίησης  σε 

πρόβλημα μεγιστοποίησης). � 

 

V.2.  Η Μέθοδος  των  Πολλαπλασιαστών  Lagrange(:  Lagrange Multiplier Method) Μία  ικανή 

Μέθοδος για την επίλυση προβλημάτων Βελτιστοποίησης Με Συνθήκες συνίσταται στην χρήση 

των Πολλαπλασιαστών Lagrange (Lagrange Multipliers). Στο πρώτο Στάδιο της Μεθόδου αυτής 

εισάγεται ένας πίνακας‐στήλη 

∈

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=Λ

mλ

λ
λ

M
2

1

Rm 

όπου  mλλλ ,...,, 21   αναπαριστούν  m   Πολλαπλασιαστές  Lagrange,  καθώς  και  η  Συνάρτηση 

Lagrange (: Lagrangian Function)  
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
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1
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111
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⎜
⎜
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⎛
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−
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xxg

xxg
xxg

xxFXgXFXL

β

β
β
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M

 

Το σύμβολο  ΤΛ  χρησιμοποιείται για την αναπαράσταση του ανάστροφου πίνακα του πίνακα‐

στήλη Λ , δηλαδή για την αναπαράσταση του πίνακα‐γραμμή  ( )mλλλ ,...,, 21 . 

  Σύμφωνα  με  την  Μέθοδο,  η  ζητούμενη  λύση  ∗X   του  προβλήματος  είναι  η  πρώτη 

συνιστώσα  του  ζεύγους  ( )∗∗ Λ,X   στο  οποίο  όλες  μερικές  παράγωγοι  πρώτης  τάξης  της 

Συνάρτησης Lagrange μηδενίζονται (προϋποτίθεται ότι οι συναρτήσεις  ( )XF  και  ( )Xg  έχουν 

μερικές  παραγώγους  πρώτης  τάξης).  Έτσι,  στο  δεύτερο  Στάδιο  της  Μεθόδου,  επιλύεται  το 

σύστημα των  mn +  εξισώσεων 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) .0,

0,,

=−Β=
Λ∂
Λ∂

=
∂

∂
Λ−

∂
Λ∂

=
∂

Λ∂

∗
∗∗

∗
Τ∗

∗∗∗∗

XgXL

X
Xg

X
XF

X
XL

και  

Η  επίλυση  του  συστήματος  αυτού  δίνει  τα  ζητούμενα  ακρότατα  σημεία  ( )∗∗ Λ,X   της 

Συνάρτησης  Lagrange  ( )Λ,XL ,  και  εξ  αυτών  απ’  ευθείας  τα  ακρότατα  σημεία  ∗X   (του 

κόστους) της Αντικειμενικής Συνάρτησης  ( )XF  κάτω από τις Συνθήκες‐Υποθέσεις  ( )Xg . Έτσι, 

έχουμε τον ακόλουθο γενικό τρόπο εύρεσης ακροτάτων σημείων  ∗X : 
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ΤΡΟΠΟΣ ΕΥΡΕΣΗΣ ΤΩΝ ΑΚΡΟΤΑΤΩΝ ΣΗΜΕΙΩΝ  

ΜΕ ΣΥΝΘΗΚΕΣ‐ΥΠΟΘΕΣΕΙΣ 
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0,,
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και  

  Το  υποσύστημα  των  πρώτων  n   εξισώσεων  μπορεί  να  γραφεί  και  υπό  την  ισοδύναμη 
μορφή:  
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X
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  Επίσης,  το  υποσύστημα  των  τελευταίων  m   εξισώσεων  μπορεί  να  γραφεί  και  υπό  την 

ισοδύναμη μορφή 

( ) Β=∗Xg . 

  Αξίζει  να  σημειωθεί  ότι  τα  σημεία  ( )∗∗ Λ,X   που  θα  προκύψουν  από  την  επίλυση  του 

ανωτέρω συστήματος των  mn +  εξισώσεων είναι τέτοια ώστε 

( ) ( )∗∗∗ =Λ XFXL , . 

  Μία  εφαρμογή  της  Μεθόδου  των  Πολλαπλασιαστών  Lagrange  θα  δοθεί  παρακάτω  στο 

αμέσως  επόμενο  Εδάφιο  5.2.  Άλλη  εφαρμογή  της  Μεθόδου  θα  παρουσιασθεί  στο  επόμενο 

Κεφάλαιο  6,  όταν  θα  συζητηθεί  η  ανάλυση  Διαστρωματωμένης  Άμυνας  εναντίον  βαλιστικών 

βλημάτων. Προς το παρόν, ας αρκεστούμε σε κάποια ενδεικτικά Παραδείγματα. � 

 

V.3. Παράδειγμα. ([Καδιανάκης Καρανάσιος Φελλούρης, 1993]) Να βρεθούν τα ακρότατα της 

καμπύλης 

( )∈=+− yxyxyx ,,16565 22 R2  

του  −Οxy επιπέδου,  τα  οποία  είναι  πλησιέστερα  προς,  και  μακρύτερα  από,  την  αρχή  των 

αξόνων. 

Λύση.  Αρκεί  να  βρούμε  τα  ακρότατα  ( )∗∗ yx ,   της  συνάρτησης  ( ) 22, yxyxF +=   υπό  την 

Συνθήκη‐Υπόθεση  

.016565 22 =−+− yxyx  

  Προς τούτο, θεωρούμε την συνάρτηση Lagrange 
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( ) ( ).16565,, 2222 −+−++= yxyxyxyxL λλ  

Τα ακρότατα σημεία  ( )∗∗∗ λ,, yx   της  ( )λ,, yxL  περιέχουν  τα  ζητούμενα ακρότατα  ( )∗∗ yx ,  

και ικανοποιούν το σύστημα των εξισώσεων 

( ) ( )
( ) ( )
( )

( )
( ) .

16)(56)(5
0153
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016)(56)(5,
01065,
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⎭
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yxxyxL

y

x

λλ
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λ
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Για  ( ) ( )0,0, =∗∗ yx   δεν  ικανοποιείται  η  τρίτη  εξίσωση,  ενώ  το  σύστημα  των  δύο  πρώτων 

εξισώσεων έχει μη μηδενική λύση, όταν είναι: 

( )
8
1

2
10)(9150

153
315

det 22
−=−=⇔=−+⇔=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+−
+ ∗∗∗∗

∗∗

∗∗

λλλλ
λλ
λλ

ή . 

Για  21−=∗λ , έχουμε 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2,2,2,2,
16565 22 −−==⇔
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=+−
∗= ∗∗∗∗

∗∗∗
∗

∗

yxήyx
yyxx

yx
, 

ενώ για  81−=∗λ , έχουμε 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,1,1,1,
16565 22 −=−=⇔
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=+−
−= ∗∗∗∗

∗∗∗∗

∗∗

yxήyx
yyxx

yx
. 

Επί πλέον, είναι 

( ) ( ) ( ) ( ) 21,11,182,22,2 =−=−=−−= FFFF και  

οπότε θα έχουμε 
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22max =d , για  ( ) ( ) ( ) ( )2,2,2,2, −−== ∗∗∗∗ yxήyx  

και 

2min =d , για  ( ) ( ) ( ) ( )1,1,1,1, −=−= ∗∗∗∗ yxήyx . �  

 

V.4.  Παράδειγμα.  ([Καδιανάκης Καρανάσιος Φελλούρης, 1993])  Να  βρεθούν  τα  μήκη  των 

ημιαξόνων  της  έλλειψης  που  ορίζεται  ως  τομή  του  επιπέδου  02 =−+ zyx   και  του 

ελλειψοειδούς  ( ) ( ) 142 222 =++ zyx . 

Λύση. Επειδή το επίπεδο περνάει από την αρχή των αξόνων, το τετράγωνο της απόστασης ενός 

σημείου  ( )zyx ,,   της  έλλειψης  από  την  αρχή  των  αξόνων  ( )0,0,00 =   θα  δίνεται  από  την 

συνάρτηση 

( ) .,, 222 zyxzyxF ++=  

Άρα τα άκρα των ημιαξόνων θα είναι εκείνα τα σημεία της έλλειψης στα οποία η συνάρτηση 

( )zyxF ,,  παρουσιάζει μέγιστο ή ελάχιστο, κάτω από τις Συνθήκες‐Υποθέσεις: 

( ) 02,,1 =−+= zyxzyxg  και 

( ) .01
42

,,
2

2
2

2 =−++=
zyxzyxg  

  Θεωρούμε την συνάρτηση Lagrange: 

( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+++−++++= 1

42
2,,,,

2
2

2

21
222

21
zyxzyxzyxzyxL λλλλ . 
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Τα ακρότατα σημεία  ( )∗∗∗∗∗
21 ,,,, λλzyx  της  ( )21 ,,,, λλzyxL  είναι λύσεις του συστήματος 
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Το σύστημα των τριών πρώτων εξισώσεων με αγνώστους τα  ∗
1λ  και  ∗

2λ  είναι συμβιβαστό εάν 

( ) ( )

,0
3

2
2

0260
42

1
21

det 22

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⇔

=+−⇔=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

∗∗
∗

∗∗∗∗

∗∗

∗∗

∗∗

xyxy

yxxy
zz
yy
xx

 

οπότε  

2

∗
∗ =

xy  ή 
3

2 ∗
∗ −=

xy . 



Ν. ΔΑΡΑΣ  ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΗ ΕΡΕΥΝΑ ΚΑΙ ΣΤΡΑΤΙΩΤΙΚΕΣ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΑΥΤΗΣ (ΤΟΜΟΣ 2, ΒΙΒΛΙΟ 1) 

 

ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  17 

 

  Για  32 ∗∗ −= xy , από τις δύο τελευταίες εξισώσεις του συστήματος βρίσκουμε 

( ) ( )
35
16,

35
36 22

== ∗∗ yx  και  ( )
35
42

=∗z , 

οπότε σε κάθε τέτοιο ακρότατο σημείο  ( )∗∗∗ zyx ,,  η τιμή της  ( )zyxF ,,  θα είναι 

( ) ( ) ( ) ( ) .6.1
35
56

35
4

35
16

35
36,, 222

==++=++= ∗∗∗∗∗∗ zyxzyxF  

  Ομοίως, για  2∗∗ = xy , από τις δύο τελευταίες εξισώσεις του συστήματος βρίσκουμε 

( ) ( )
7
1,

7
4 22

== ∗∗ yx  και  ( )
7

162
=∗z , 

οπότε σε κάθε τέτοιο ακρότατο σημείο  ( )∗∗∗ zyx ,,  η τιμή της  ( )zyxF ,,  θα είναι 

( ) ( ) ( ) ( ) .3
7
21

7
16

7
1

7
4,, 222

==++=++= ∗∗∗∗∗∗ zyxzyxF  

  Κατόπιν  των  ανωτέρω,  συμπεραίνουμε  ότι  ο  μεγάλος  άξονας  της  έλλειψης  του 

Παραδείγματος έχει μήκος  3  και ο μικρός  6.1 . � 

 

  Μέχρι  τώρα  γνωρίσαμε  έναν  υπολογιστικό  τρόπο  (:  Μέθοδος  των  Πολλαπλασιαστών 

Lagrange)  προσδιορισμού  των  ακρότατων  σημείων  ∗X   (του  κόστους)  μίας  Αντικειμενικής 

Συνάρτησης  ( )XF ,  κάτω από την παρουσία περιοριστικών Συνθηκών‐Υποθέσεων. Όμως, δεν 

συζητήσαμε καθόλου  τους  τρόπους  χαρακτηρισμού  και  ταξινόμησης  ενός  τέτοιου ακρότατου 

σημείου  ∗X  ως μέγιστου ή ελάχιστου σημείου  της  ( )XF .  Στην συνέχεια  και μέχρι  το  τέλος 

του παρόντος Εδαφίου θα ασχοληθούμε με το ζήτημα αυτό. 
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V.5. Έλεγχος του Είδους των Ακροτάτων υπό Συνθήκες 

  Τα  ολικά  ακρότατα  της  συνάρτησης  ( ) ( )nxxxFXF ,...,, 21=   κάτω  από  τις  ( )nm <  

Συνθήκες‐Υποθέσεις  

( ) ( ) ( ) ( )n
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n xxx
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g
g

X

g

g
g

xxxgXg ,...,,,...,, 21
2

1

2
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⎟
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MM

 

προκύπτουν  εύκολα  μετά  από  απλή  σύγκριση  των  τιμών  της  ( )XF   στα  διάφορα  σημεία 

τοπικών  ακροτάτων  που  θα  προσδιορίσουμε.  Για  τον  έλεγχο  όμως  του  είδους  των  τοπικών 

ακροτάτων της  ( )XF  (ή ισοδύναμα της  ( ) ( ) ( )( )XgXFXL −ΒΛ+=Λ Τ:, ) θα παραθέσουμε 

ένα  σχετικό  Θεώρημα  χωρίς  απόδειξη,  αφού  προηγουμένως  δώσουμε  κάποια  απαραίτητα 

στοιχεία. 

  Ας υποθέσουμε ότι η συνάρτηση του Lagrange  ( )Λ,XL  έχει ακρότατο σημείο το  ( )∗∗ λ,X  

και  ότι  η  συνάρτηση  ( )XF   είναι  −2C τάξης  στο  ∗X .  Έστω  ακόμα  ότι  η  διανυσματική 

συνάρτηση  ( ) ( ) ( ) ( )nmn xxxgggxxxgXg ,...,,,...,, 212121
Τ== L  είναι  −1C τάξης στο  ∗X . 

Τότε, στο σημείο  ( )∗∗ λ,X  ορίζονται: 

1. Ο  ( )mn×  πίνακας 
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2. ο  ( ) ( )mnmn +×+  πίνακας 
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όπου  ( )∗Xg '  είναι η παράγωγος της διανυσματικής συνάρτησης  ( )Xg  στο σημείο  ∗X , 

δηλαδή ο  ( )mn×  πίνακας 
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Θεωρούμε τώρα τις ορίζουσες  mnDDD −,...,, 21  που ορίζονται ως εξής: 

 ( )∗∗= λ,~det1 XDD  

 2D   είναι  η  ορίζουσα  του  πίνακα  που  θα  προκύψει  από  τον  ( )∗∗ λ,~ XD   όταν 

διαγράψουμε την πρώτη γραμμή και την πρώτη στήλη 

 3D   είναι  η  ορίζουσα  του  πίνακα  που  θα  προκύψει  από  τον  ( )∗∗ λ,~ XD   όταν 

διαγράψουμε τις δύο πρώτες γραμμές και τις δύο πρώτες στήλες 

 κ. ο. κ 

  Iσχύει  το  ακόλουθο  γενικό  Κριτήριο  Προσδιορισμού  του  Είδους  των  Ακροτάτων  σε 

Πρόβλημα Βελτιστοποίησης με Συνθήκες‐Υποθέσεις: 
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ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΜΟΥ ΤΟΥ ΕΙΔΟΥΣ ΤΩΝ ΑΚΡΟΤΑΤΩΝ  

ΚΑΤΩ ΑΠΟ ΣΥΝΘΗΚΕΣ‐ΥΠΟΘΕΣΕΙΣ 

Ι. Το  ∗X  είναι σημείο ελαχίστου της Αντικειμενικής Συνάρτησης  ( )XF  κάτω από τις 

Συνθήκες‐Υποθέσεις  ( ) 0=Xg , όταν ισχύει ένα από τα παρακάτω: 

α).  =m άρτιος και  0>iD , για κάθε  mni −= ,...,2,1  

β)  =m περιττός και  0<iD , για κάθε  mni −= ,...,2,1  

ΙΙ. Το  ∗X  είναι σημείο μεγίστου της Αντικειμενικής Συνάρτησης  ( )XF  κάτω από τις 

Συνθήκες‐Υποθέσεις  ( ) 0=Xg , όταν ισχύει ένα από τα παρακάτω: 

α).  =n άρτιος και  ( ) 01 <− i
i D , για κάθε  mni −= ,...,2,1  

β)  =n περιττός και  ( ) 01 >− i
i D , για κάθε  mni −= ,...,2,1 . 

 

  Στην  συνέχεια,  παραθέτουμε  τρεις  ειδικές  περιπτώσεις  του  παραπάνω  Κριτηρίου  που 

όμως είναι και οι συνηθέστερες:  

  V.5.i. Περίπτωση 1η Συνάρτηση δύο Μεταβλητών και μία Συνθήκη‐ 
Υπόθεση (: 1,2 == mn ) 

  Τότε είναι  

( ) ( ) ( )yxgyxFyxL ,,,, λλ += . 

  Αν  ( )∗∗∗ λ,, yx  είναι ακρότατο σημείο της  ( )λ,, yxL , τότε 
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  και, σύμφωνα με το ανωτέρω Κριτήριο, θα είναι 

1.Αν  01 >D ,  τότε  η  ( )yxF ,   έχει  στο  σημείο  ( )∗∗ yx ,   τοπικό 

μέγιστο. 

2. Αν  01 <D , τότε η  ( )yxF ,  έχει στο σημείο  ( )∗∗ yx ,  τοπικό 

ελάχιστο 

 

  V.5.ii.Περίπτωση 2η Συνάρτηση τριών Μεταβλητών και μία Συνθήκη‐ 
Υπόθεση (: 1,3 == mn ) 

  Τότε είναι  

( ) ( ) ( )zyxgzyxFzyxL ,,,,,,, λλ += . 

  Αν  ( ) ( )∗∗∗∗∗∗ = λλ ,,,, zyxX  είναι ακρότατο σημείο της  ( )λ,,, zyxL , τότε  
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  και 
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  Σύμφωνα με το Κριτήριο, θα έχουμε 

1.Αν  01 <D  και  02 >D , τότε η  ( )zyxF ,,  έχει στο σημείο  

( )∗∗∗ zyx ,,  τοπικό μέγιστο. 

2.Αν  01 <D  και  02 <D , τότε η  ( )zyxF ,,  έχει στο σημείο  

( )∗∗∗ zyx ,,  τοπικό ελάχιστο. 

 

  V.5.iii. Περίπτωση 3η Συνάρτηση τριών Μεταβλητών και δύο Συνθήκες‐ 
Υποθέσεις (: 2,3 == mn ) 

  Τότε είναι  

( ) ( ) ( ) ( )zyxgzyxgzyxFzyxL ,,,,,,,,,, 21 μλμλ ++= . 

  Αν  ( ) ( )∗∗∗∗∗∗∗∗ = μλμλ ,,,,,, zyxX  είναι ακρότατο σημείο της  ( )μλ,,,, zyxL , τότε  
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  και ισχύουν τα εξής: 
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1.Αν  01 <D , τότε η  ( )zyxF ,,  έχει στο σημείο  ( )∗∗∗ zyx ,,  τοπικό μέγιστο. 

2. Αν  01 >D , τότε η  ( )zyxF ,,  έχει στο σημείο  ( )∗∗∗ zyx ,,  τοπικό ελάχιστο 

 

  Ας  δώσουμε  τώρα  κάποια  ενδεικτικά  Παραδείγματα  εφαρμογής  των  παραπάνω  τριών 

Περιπτώσεων. 

 

V.6.  Παράδειγμα.  (Η  1η  Περίπτωση  κατά  την  οποία  1,2 == mn )  Σε  Μάχη,  ο  Στρατιωτικός 

Διοικητής  της  μίας  πλευράς  έχει  μοιράσει  τις  Δυνάμεις  του  σε  δύο  μέρη.  Το  ένα  μέρος  έχει 

καταλάβει την τοποθεσία Α , και το άλλο μέρος την τοποθεσία Β . Η απαριθμήτρια συνάρτηση 

( )yxF ,   των  Ρίψεων  Βολών  της  πλευράς  αυτής  εκφράζει  τον  αριθμό  των  Βολών  που  θα 

ρίπτονται και από τις δύο τοποθεσίες ανά ώρα και είναι 

( ) 18160223120, 22 −+−−−= yxxyyxyxF , 

όπου  =x ο  αριθμός  των  πολεμιστών  που  θα  πυροβολούν  από  την  τοποθεσία  Α   και  =y ο 

αριθμός των πολεμιστών που θα πυροβολούν από την τοποθεσία Β . Εάν  

34≤+ yx  

να βρεθούν οι τιμές των  x  και  y  που μεγιστοποιούν την  ( )yxF , . 

Λύση. Η συνθήκη  34≤+ yx  περιορίζει το πεδίο ορισμού της  ( )yxF ,  στο σύνολο 

( ){ ∈=Ω yx, R2 }34: ≤+ yx . 

Επειδή  η  ( )yxF ,   είναι  αναλυτική  συνάρτηση,  η  ( )yxF ,   (εάν  μεγιστοποιείται  θα) 
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μεγιστοποιείται στο σύνορο  

=Ω∂ ( ){ ∈yx, R2 }34: =+ yx  

του Ω . Η εξίσωση  

( ) 034, =−+= yxyxg  

που  ορίζει  το  σύνορο  αυτό  αποτελεί  την  Συνθήκη‐Υπόθεση  για  την  Αντικειμενική  Συνάρτηση 

( )yxF , .  

  Θεωρούμε την συνάρτηση Lagrange 

( ) ( ) ( ) 0,,,, =+= yxgyxFyxL λλ . 

Τα ακρότατα σημεία της είναι οι λύσεις του συστήματος  

( )
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( ) .034,,

026160,,

042120,,
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∗∗∗∗∗∗

∗∗∗∗∗∗

yxyxL

xyyxL

xyyxL

y

x

λ

λλ

λλ

λ

 

Η μοναδική λύση αυτού του συστήματος είναι  ( ) ( )20,18,16,, −=∗∗∗ λyx . 

  Για τον έλεγχο του είδους του ακρότατου σημείου αυτού θεωρούμε την ορίζουσα: 
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Επειδή  01 >D ,  η συνάρτηση  ( )yxF ,   μεγιστοποιείται στο σημείο  ( ) ( )18,16, =∗∗ yx   υπό  την 

συνθήκη  34=+ yx . � 

 

V.7. Παράδειγμα.  (Η 2η Περίπτωση κατά  την οποία    1,3 == mn ) Να βρεθούν  τα ακρότατα 

σημεία της συνάρτησης  

( ) zyxzyxF ln2ln2ln,, ++=  

υπό την συνθήκη 

( )( )045,,45 222222 =−++≡⇔=++ zyxzyxgzyx . 

Λύση.  Η  συνάρτηση  ( )zyxF ,,   ορίζεται  και  είναι  −2C τάξης  στο  σύνολο 

( ){ }0,0,0:,, >>>=Ω zyxzyx . Θεωρούμε την αντίστοιχη συνάρτηση Lagrange: 

( ) ( )45ln2ln2ln,, 222 −+++++= zyxzyxzyxL λ . 

Τα ακρότατα σημεία της  ( )∗∗∗∗ λ,,, zyx  ικανοποιούν το σύστημα: 
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ή ισοδύναμα το σύστημα 
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Επειδή η  ( )zyxF ,,  ορίζεται στο σύνολο  ( ){ }0,0,0:,, >>>=Ω zyxzyx , η μοναδική λύση 

του συστήματος είναι το σημείο 

( ) ( ) ( )181,23,23,3,,,:, −== ∗∗∗∗∗∗ λλ zyxX . 

  Για  τον  έλεγχο  του  είδους  του  ακροτάτου  αυτού  σημείου  θα  χρησιμοποιήσουμε  τον 

πίνακα: 
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Επειδή  2,1,3 =−== mnmn  και 

( )181,23,23,3~det1 −= DD  
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έπεται  ότι  η  συνάρτηση  ( ) zyxzyxF ln2ln2ln,, ++=   κάτω  από  την  Συνθήκη‐Υπόθεση 

( )( )045,,45 222222 =−++≡⇔=++ zyxzyxgzyx   μεγιστοποιείται  στο  σημείο 

( ) ( )23,23,3,, =∗∗∗ zyx , λαμβάνοντας μέγιστη τιμή 

( ) 972ln183ln 2
max =×=F . � 

 

V.8. Παράδειγμα.  (Η 3η Περίπτωση κατά  την οποία    2,3 == mn ) Να βρεθούν  τα ακρότατα 

σημεία της συνάρτησης  

( ) zyxzyxF ++=,,  

υπό τις συνθήκες 

( )( )02,,2 22
1

22 =−+≡⇔=+ yxzyxgyx  

και 

( )( )01,,1 2 =−+≡⇔=+ zxzyxgzx . 

Λύση. Θεωρούμε την συνάρτηση Lagrange 

( ) ( ) ( )12,,,, 22 −++−++++= zxyxzyxzyxL μλμλ . 

Τα  ακρότατα  σημεία  ( )∗∗∗∗∗ μλ ,,,, zyx   της  ( )μλ,,,, zyxL   προκύπτουν  από  την  λύση  του 

συστήματος:  
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Επομένως, τα ακρότατα σημεία είναι: 

( ) ( ) ⎟
⎠
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και  
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⎛
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22
1,1,2,0,,,,:,, μλμλ zyxX . 

Προκειμένου τώρα να προσδιορίσουμε το είδος των ακροτάτων αυτών, θεωρούμε τον πίνακα:  
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  Όταν 
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( ) ( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−== ∗∗∗∗∗∗∗∗ 1,

22
1,1,2,0,,,,,, μλμλ zyxX , 

είναι  ( ) 0241,221,1,2,0~det1 <−=−−= DD , οπότε συμπεραίνουμε ότι η  ( )zyxF ,,  

κάτω  από  τις  Συνθήκες‐Υποθέσεις  222 =+ yx   και  1=+ zx   μεγιστοποιείται  στο  σημείο 

( ) ( )1,2,0,, =∗∗∗ zyx , λαμβάνοντας ως μέγιστη τιμή την τιμή 

12max +=F . Όταν πάλι 

( ) ( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−== ∗∗∗∗∗∗∗∗ 1,

22
1,1,2,0,,,,,, μλμλ zyxX  

έχουμε  ( ) 0241,221,1,2,0~det1 >=−−= DD ,  και  άρα  η  ( )zyxF ,,   κάτω  από  τις 

Συνθήκες‐Υποθέσεις  222 =+ yx   και  1=+ zx   ελαχιστοποιείται  στο  σημείο 

( ) ( )1,2,0,, −=∗∗∗ zyx , λαμβάνοντας την τιμή  21min −=F . � 

 

5.1.Β. Κλασικός  Προγραμματισμός:  Βελτιστοποίηση  Χωρίς  Συνθήκες  (: 
Unconstrained Optimization) 

  Ειδική περίπτωση Κλασικού Προγραμματισμού αποτελεί η  κατηγορία  των Προβλημάτων 

Βελτιστοποίησης  Χωρίς  Συνθήκες‐Υποθέσεις.  Σ’  ένα  τέτοιο  πρόβλημα,  εξετάζεται  η 

δυνατότητα  προσδιορισμού  και  χαρακτηρισμού  των  ακρότατων  (μέγιστων  ή  ελάχιστων) 

σημείων  ∗X   μίας  −2C τάξης  Αντικειμενικής  Συνάρτησης  ( ) ∈XXF ( Rn)  χωρίς  να 

περιορίζεται ο τόπος αναζήτησης του ακρότατου αυτού σημείου της  ( )XF  από οποιοδήποτε 

περιορισμό της μορφής  ( ) Β=∗Xg .  
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  Σε  μία  τέτοια  περίπτωση,  η  τιμή  (το  κόστος)  της  Αντικειμενικής  Συνάρτησης  ( )XF   στο 

ακρότατο σημείο  ∗= XX  ικανοποιεί την διανυσματική εξίσωση 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
21
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∗

= ∗ nXX x
XF

x
XF

x
XFXF

X
XF

L . 

Η  εξίσωση  αυτή  σημαίνει  ότι  όλες  οι  αποκλίσεις  της  ( )XF   κατά  μήκος  της  οιασδήποτε 

κατεύθυνσης  ( )nixi ,...,2,1=   είναι  μηδενικές. Με άλλα  λόγια,  η  εξίσωση αυτή  σημαίνει  ότι 

στο ακρότατο σημείο  ∗= XX  ισχύουν όλες οι παρακάτω εξισώσεις: 

ΤΡΟΠΟΣ ΕΥΡΕΣΗΣ ΤΩΝ ΑΚΡΟΤΑΤΩΝ ΣΗΜΕΙΩΝ  

ΧΩΡΙΣ ΣΥΝΘΗΚΕΣ‐ΥΠΟΘΕΣΕΙΣ 

( ) ( )niXX
x
XF

i

,...,2,10 ===
∂

∂ ∗στο . 

  Ωστόσο, όταν η διάσταση  n  του χώρου εντός του οποίου λαμβάνει τιμές η μεταβλητή  X  

ή όταν η μορφή της Αντικειμενικής Συνάρτησης  ( )XF  είναι πολύπλοκη, η  

θεωρητική επίλυση της εξίσωσης  ( ) 0=∇ ∗XF  είναι συνήθως πολύ δύσκολη ή και αδύνατη. Ως 

εκ τούτου, η παραπάνω υπολογιστική διαδικασία προσδιορισμού ενός σημείου  ∗= XX , επί 

του οποίου η  ( )XF  βελτιστοποιείται, αποβαίνει πρακτικά ανεφάρμοστη.  

  Στην  περίπτωση  αυτή,  πρέπει  να  επινοηθεί  και  να  εφαρμοσθεί  μία  άλλη  εναλλακτική 

Μέθοδος. Η Μέθοδος αυτή υπάρχει και δεν είναι θεωρητική, αλλά υπολογιστική. Πρόκειται για 

μία επαναληπτική αριθμητική μέθοδο της οποίας το σκεπτικό και το Σχήμα (δηλαδή ο βασικός 

Μαθηματικός Τύπος) παρουσιάζεται αμέσως παρακάτω: 
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V.9.    O  Αλγόριθμος  Newton‐Raphson.  Εφόσον  οι  δύοπρώτες  παράγωγοι  της  ( )XF   είναι 

συνεχείς, η ολική απόκλιση της  ( )XF∇  μπορεί να αναπτυχθεί σε σειρά Taylor γύρω από ένα 

οιοδήποτε σημείο  0XX =  έτσι ώστε  
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+ όροι υψηλότερης τάξης ως προς  ( )Τ− 0XX . 

Ιδιαιτέρως, για  ∗= XX , δηλαδή στο ακρότατο σημείο, και για  0X  κείμενο αρκετά κοντά στο 

ακρότατο  αυτό  σημείο  ∗X ,  οι  όροι  υψηλότερης  τάξης  ως  προς  ( )Τ− 0XX   είναι  πρακτικά 

αμελητέοι. Ως εκ τούτου, ισχύει η προσεγγιστική σχέση:  
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Επειδή  η  έκφραση  ( ) 22 XXF ∂∂   είναι  ένας  συμμετρικός  πίνακας,  συνδυασμός  της 

προσεγγιστικής αυτής σχέσης και της διανυσματικής εξίσωσης στο τέλος της σελίδας 25 οδηγεί 

στην διαπίστωση 
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Από την διαπίστωση αυτή έπεται ότι  
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ή ισοδύναμα ότι  

( )( ) ( )( )Τ−∗ ∇Η−≅ 0100 XFXXX  
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όπου  ο  συμβολισμός  ( )0XΗ   αναπαριστά  τον  nn×   πίνακα  Hessian  της  ( )XF   στο  σημείο 

0XX =  
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και ο συμβολισμός  ( )0XF∇  την απόκλιση της  ( )XF  στο σημείο  0XX = : 

( ) ( ) ( ) ( )
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  Η ερμηνεία του Τύπου:  

( )( ) ( )( )Τ−∗ ∇−≅ 0100 XFXHXX  

δεν  εγγυάται  ότι  με  την  πρώτη  επιλογή  κάποιου  σημείου  0X   κειμένου  αρκετά  κοντά  στο 

ακρότατο σημείο  ∗X  θα λάβουμε ικανοποιητική προσέγγιση του  ∗X . Συχνά, είναι απαραίτητο 

να  επαναλάβουμε  την  διαδικασία  αρκετές  φορές  έως  ότου  επιτύχουμε  την  ακρίβεια 

προσέγγισης  που  επιθυμούμε.  Οι  επαναλήψεις  της  διαδικασίας  αυτής  περιγράφονται  με  το 

ακόλουθο  Αλγοριθμικό  Σχήμα  το  οποίο  είναι  γνωστό  ως  ο  (Πολυδιάστατος)  Αλγόριθμος 

Newton‐Raphson: 
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Τα σημεία  ( ))()(
2

)(
1 ,...,, k

n
kkk xxxX =  που προκύπτουν προέρχονται από τα μόλις προηγουμένως 

υπολογισθέντα  ( ))1()1(
2

)1(
1

1 ,...,, −−−− = k
n

kkk xxxX ,  έτσι  ώστε  η  κατ’  αυτόν  τον  τρόπο 

δημιουργούμενη  ακολουθία  σημείων  { },...2,1,0: =kX k   να  συγκλίνει  γρήγορα  προς  το 

ακρότατο σημείο  ∗X . 

  Να σημειωθεί πως όταν η εξίσωση  ( ) 0=∇ ∗XF  έχει περισσότερες της μίας λύσεις, τότε, 

για μία δοθείσα επιλογή του αρχικού σημείου  0X , ο Αλγόριθμος Newton‐Raphson συγκλίνει 

προς την κοντινότερη προς το σημείο  0X  λύση. ■ 

V.10. Παρατήρηση. Το θέμα της επιλογής ενός κατάλληλου αρχικού σημείου  0X , αλλά και το 

θέμα  του  απαιτούμενου  πλήθους  επαναλήψεων  που  θα  κριθεί  ως  αναγκαίο  για  την 

εξασφάλιση ικανοποιητικής προσέγγισης μίας ακρότατης λύσης  ∗X  είναι δύο βασικά τεχνικά 

θέματα που αντιμετωπίζονται με τρόπους που εμπίπτουν στο γνωστικό πεδίο της Αριθμητικής 

Βελτιστοποίησης ([Δάρας, 2002/II]). ■ 

  Μέχρι  τώρα  γνωρίσαμε  έναν  θεωρητικό  τρόπο  και  έναν  υπολογιστικό  τρόπο 

(:Πολυδιάστατος  Αλγόριθμος Newton‐Raphson)  προσδιορισμού  των  ακρότατων  σημείων  ∗X  

(του  κόστους)  μίας  Αντικειμενικής  Συνάρτησης  ( )XF ,  χωρίς  την  παρουσία  περιοριστικών 

Συνθηκών‐Υποθέσεων.  Όμως,  δεν  συζητήσαμε  καθόλου  τους  τρόπους  χαρακτηρισμού  και 

ταξινόμησης  ενός  τέτοιου  ακρότατου  σημείου  ∗X   ως  μέγιστου  ή  ελάχιστου  σημείου  της 

( )XF . Στην συνέχεια και μέχρι το τέλος του παρόντος Εδαφίου θα ασχοληθούμε με το ζήτημα 

αυτό. 
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V.11. Έλεγχος Είδους Ακροτάτων Χωρίς Συνθήκες 

  Είναι  προφανές  ότι  το  απλούστερο  κριτήριο  για  τον  προσδιορισμό  του  είδους  του 

ακροτάτου,  αρκεί  να  θεωρήσουμε  ένα  οιοδήποτε  σημείο  X   αρκετά  κοντά  στο  ακρότατο 

σημείο  ∗X  και να εξετάσουμε το πρόσημο της διαφοράς  ( ) ( )∗− XFXF : 

1).  το  σημείο  ∗X   είναι  ένα  τοπικό  μέγιστο  της  ( )XF   εάν  και  μόνον  εάν 

( ) ( ) 0<− ∗XFXF  και 

2)  το  σημείο  ∗X   είναι  ένα  τοπικό  ελάχιστο  της  ( )XF   εάν  και  μόνον  εάν 

( ) ( ) 0>− ∗XFXF . 

  Προς τούτο, ας θεωρήσουμε ένα οιοδήποτε σημείο  X  αρκετά κοντά στο ακρότατο σημείο 

.∗X  Στο σημείο  ,X  το ανάπτυγμα Taylor της Αντικειμενικής Συνάρτησης  ( )XF  με κέντρο το 

σημείο  ,∗= XX  είναι 
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       το  ∗= XX της  ( )XF  στο σημείο  X , 
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( ) ( )( ) =−Η−= ∗∗Τ∗ XXXXX F2
1

η δεύτερης τάξης διακύμανση  

        γύρω από το  ∗= XX της  ( )XF  στο  

        σημείο  X . 

Όμως  επειδή  το  σημείο  ∗X   είναι  ακρότατο  σημείο  της  ( )XF ,  ισχύει 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) 0==−∂∂=∇ ∗∗
∗

=
∗ XXXXXFXF

XXX
δ   και  άρα  η  πρώτης  τάξης  διακύμανση 

γύρω  από  το  ∗= XX της  ( )XF   στο  σημείο  X   ισούται  με  μηδέν.  Άρα,  το  πρόσημο  της 

διαφοράς  ( ) ( )∗− XFXF  είναι το ίδιο με το πρόσημο της έκφρασης 

( ) ( )( )∗∗Τ∗ −Η− XXXXX F2
1

. 

Έτσι, καταλήξαμε στο ακόλουθο συμπέρασμα: 

1).  Το  σημείο  ∗X   είναι  ένα  τοπικό  μέγιστο  (του  κόστους)  της  Αντικειμενικής 

Συνάρτησης  ( )XF  εάν και μόνον εάν 

( ) ( )( ) 0
2
1

<−Η− ∗∗Τ∗ XXXXX F  

2).  Το  σημείο  ∗X   είναι  ένα  τοπικό  ελάχιστο  (του  κόστους)  της  Αντικειμενικής 

Συνάρτησης  ( )XF  εάν και μόνον εάν 

( ) ( )( ) .0
2
1

>−Η− ∗∗Τ∗ XXXXX F  
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V.12. Παρατήρηση. Η έκφραση 

( ) ( )( )∗∗Τ∗ −Η− XXXXX F2
1

 

αναπαριστά μία τετραγωνική μορφή. Θυμίζουμε ότι μία τετραγωνική μορφή (: quadratic form) 

είναι μία πραγματική συνάρτηση πολλών μεταβλητών της μορφής  :Τ Rn→R με 
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Αν θέσουμε  njiaa ijji ,...,2,1,,,, ==  και 
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τότε η Τ  γράφεται υπό την μορφή:  
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,2,1,
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2121 ,...,,,...,,  

ή συντομότερα:  

( ) ΤΑ=Τ XXX . 

Ο πίνακας  Α  είναι συμμετρικός και λέγεται πίνακας της τετραγωνικής μορφής. Αντιστρόφως, 

κάθε συμμετρικός πίνακας Α  ορίζει μία τετραγωνική μορφή, την  

( ) ΤΑ=Τ XXX . 
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  Μία χαρακτηριστική ιδιότητα των τετραγωνικών μορφών (από την οποία προέρχεται και η 

ονομασία τους) είναι η 

( ) ( ) ∈Τ=Τ txxxttxtxtx nn ,,...,,,...,, 21
2

21 R { }.0−  

  Στην δική μας περίπτωση (δηλαδή στην περίπτωση της τετραγωνικής μορφής:  

( ) ( )( ) )
2
1 ∗∗Τ∗ −Η− XXXXX F  

ενδιαφέρει ο ακόλουθος ορισμός: Λέμε ότι μία τετραγωνική μορφή  :Τ Rn→R είναι 

1. θετικά  (αντίστοιχα,  αρνητικά)  ορισμένη,  εάν  ( ) 0>Τ X   (αντίστοιχα,  ( ) 0<Τ X )  για 

κάθε  ∈X R { },0−  

2. μη ορισμένη, όταν δεν είναι ούτε θετικά, ούτε αρνητικά ορισμένη. 

Λέμε επίσης ότι ένας συμμετρικός πίνακας είναι θετικά (αντίστοιχα, αρνητικά) ορισμένος ή μη 

ορισμένος, εάν η τετραγωνική μορφή που ορίζει είναι θετικά (αντίστοιχα, αρνητικά) ορισμένη ή 

μη ορισμένη. 

  Διατυπώνουμε,  χωρίς απόδειξη,  δύο Θεωρήματα που αποτελούν βασικά κριτήρια για  το 

είδος μίας τετραγωνικής μορφής: 

Κριτήριο 1ο Μία τετραγωνική μορφή  ( ) ΤΑ=Τ XXX  είναι θετικά (αντίστοιχα, αρνητικά) 

ορισμένη, εάν και μόνον εάν όλες οι ιδιοτιμές του Α  είναι θετικές (αντίστοιχα, αρνητικές). 

Κριτήριο  2ο(Sylvester)  Έστω  ( ) ΤΑ=Τ XXX   μία  τετραγωνική  μορφή  με 

πίνακα  Α  ο οποίος έχει κύριες υποορίζουσες τις  nΑΑΑ ,...,, 21 . Τότε ισχύουν 

οι ισοδυναμίες: 

 η Τ  είναι θετικά ορισμένη  0,...,0,0 21 >Α>Α>Α⇔ n  

 η Τ  είναι αρνητικά ορισμένη  ( ) 01,...,0,0 21 >Α−>Α<Α⇔ n
n  
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  Μία σημαντική περίπτωση, που θα χρειασθούμε παρακάτω, είναι όταν  2=n , οπότε είναι 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=Α

2,21,2

2,11,1

aa
aa

. 

Τότε, το 2ο ως άνω Κριτήριο (Sylvester) γράφεται ως εξής: 

Η τετραγωνική μορφή  ( ) 2
2,22,1

2
1,1 2, yaxyaxayx ++=Τ  είναι 

 θετικά ορισμένη  0,0 2
2,12,21,11,1 >−=Δ>⇔ aaaa  

 αρνητικά ορισμένη 0,0 2
2,12,21,11,1 >−=Δ<⇔ aaaa .■ 

  Μετά  τα  όσα  αναφέρθηκαν  στην  προηγούμενη  Παρατήρηση  V.12,  είμαστε  σε  θέση  να 

επαναδιατυπώσουμε και εν μέρει να επεκτείνουμε το συμπέρασμα στο οποίο είχαμε καταλήξει 

ως εξής: 
 

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΜΟΥ ΤΟΥ ΕΙΔΟΥΣ ΤΩΝ ΑΚΡΟΤΑΤΩΝ  
ΧΩΡΙΣ ΣΥΝΘΗΚΕΣ‐ΥΠΟΘΕΣΕΙΣ 

1). Το  σημείο  ∗X   είναι  ένα  τοπικό  μέγιστο  της  Αντικειμενικής  Συνάρτησης  ( )XF  

εάν και μόνον εάν ο πίνακας  ( )∗Η XF  είναι αρνητικά ορισμένος. 

2). Το σημείο  ∗X  είναι ένα τοπικό ελάχιστο της Αντικειμενικής Συνάρτησης  ( )XF  

εάν και μόνον εάν ο πίνακας  ( )∗Η XF  είναι θετικά ορισμένος. 

3). Εάν ο πίνακας  ( )∗Η XF  είναι μη ορισμένος και ισχύει  ( ) 0det ≠Η ∗XF , τότε η 

Αντικειμενική  Συνάρτηση  ( )XF   δεν  παρουσιάζει  ακρότατο  στο  σημείο  ∗X .  Στην 

περίπτωση αυτή, το σημείο  ∗X  είναι ένα σαγματικό σημείο ( ή σημείο σέλας). 

4). Εάν  ο  πίνακας  ( )∗Η XF   είναι  μη  ορισμένος  και  ισχύει  ( ) 0det =Η ∗XF ,  τότε 

δεν  μπορούμε  να  αποφασίσουμε  για  την  συμπεριφορά  της  Αντικειμενικής 

Συνάρτησης  ( )XF  στο σημείο  ∗X .  
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V.13.  Παρατήρηση.  (Η  Ειδική  Περίπτωση  n=2)  Για  μία  −2C τάξης  Αντικειμενική  Συνάρτηση 

δύο μεταβλητών  ( ) ( )yxFXF ,=  και ένα ακρότατο σημείο της  ( )∗∗∗ = yxX ,  έχουμε: 

( ) 0, =
∂
∂ ∗∗ yx
x
F

 και  ( ) 0, =
∂
∂ ∗∗ yx
y
F

. 

Επί πλέον είναι 

( )
( ) ( )

( ) ( )
.

,,

,,
det,det

2

22

2

2

2

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

=Η
∗∗∗∗

∗∗∗∗

∗∗

yx
y
Fyx

xy
F

yx
yx
Fyx

x
F

yxF  

Σύμφωνα με το παραπάνω Κριτήριο Ταξινόμησης Ακροτάτων Σημείων και το Κριτήριο Sylvester 

(Παρατήρηση V.12, σελ.32),  

  η συνάρτηση  ( )yxF ,  στο ακρότατο σημείο της  ( ) ( )∗∗= yxyx ,,  έχει τοπικό ελάχιστο 

εάν 

( ) 0,2

2

>
∂
∂ ∗∗ yx
x
F

 και  ( ) 0,det >Η ∗∗ yxF , 

  η  συνάρτηση  ( )yxF ,   στο ακρότατο  σημείο  της  ( ) ( )∗∗= yxyx ,,   έχει  τοπικό μέγιστο 

εάν 

( ) 0,2

2

<
∂
∂ ∗∗ yx
x
F

 και  ( ) 0,det >Η ∗∗ yxF , 

  η συνάρτηση  ( )yxF ,  στο ακρότατο σημείο της  ( ) ( )∗∗= yxyx ,,  έχει σαγματικό σημείο 

εάν 

( ) 0,det <Η ∗∗ yxF . 

Όταν  είναι  ( ) 0,det =Η ∗∗ yxF ,  τότε  δεν  μπορούμε  να  αποφασίσουμε  για  την  συμπεριφορά 

της συνάρτησης  ( )yxF ,  στο ακρότατο σημείο της  ( ) ( )∗∗= yxyx ,, . ■ 
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V.14. Παράδειγμα. Να βρεθούν τα τοπικά ακρότατα της συνάρτησης 

( ) ( ) .2, 244 yxyxyxF −−+=  

Λύση.  Η  συνάρτηση  ( )yxF ,   είναι  −2C τάξης  στο  R2  και  τα  πιθανά  σημεία  των  τοπικών 

ακροτάτων της ικανοποιούν το σύστημα: 

( )
( ) ,

044
044
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3

3

3

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−=
−=

⇔
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−=
−=

⇔
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=−+=
=−−=

xxy
xy

xyy
yxx

yxyF
yxxF

y

x  

από το οποίο προκύπτουν τα κρίσιμα σημεία  

( ) ( )0,0, =∗∗ yx  ή  ( )2,2 −  ή  ( )2,2− . 

  Ακόμα, έχουμε  

( ) ,412, 2
, −=∗∗ xyxF xx   ( ) ( ),,4, ,,

∗∗∗∗ == yxFyxF xyyx   ( ) ,412, 2
, −=∗∗ yyxF xx  

και άρα 

( ) ( )( )[ ]1131316,det 22 −−−=Η ∗∗ yxyxF . 

  Ιδιαιτέρως, για  ( ) =∗∗ yx , ( )2,2 −  ή  ( )2,2− , έχουμε 

( )
( ) ( )

( ) ( )
0384

204
420

det
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,,
det,det

2
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yxF , 

οπότε στα σημεία αυτά η συνάρτηση  ( ) ( )244 2, yxyxyxF −−+=  έχει τοπικό ελάχιστο. 

  Για  ( ) ( )0,0, =∗∗ yx , έχουμε  ( ) 0,det =Η ∗∗ yxF , οπότε δεν μπορούμε να αποφανθούμε 
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σχετικά με την ύπαρξη ή όχι τοπικού ακροτάτου της  ( )yxF ,  στο σημείο  ( ) ( )0,0, =∗∗ yx . Εάν 

όμως θεωρήσουμε τις ευθείες  ∈= λλ ,xy R, που περνούν από το σημείο  ( )0,0 , θα έχουμε: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]42224 1121, λλλλ +−−+= xxxxF . 

Για  1=λ ,  είναι  ( ) ( )0,002, 4 FxxxF =≥=   για  κάθε  ( )∈yx, R2,  ενώ  για  1≠λ   είναι 

( ) ( )0,00, FxxF =≤λ  για κάθε  ] [εε ,−∈x , όπου  ( )4121 λλε +−= . 

Άρα, στο σημείο  ( ) ( )0,0, =∗∗ yx  η συνάρτηση  ( ) ( )244 2, yxyxyxF −−+=  δεν έχει τοπικό 

ακρότατο, αλλά έχει σαγματικό σημείο. ■ 

 

V.15.  Παράδειγμα.    Σε Μάχη,  ο  Στρατιωτικός  Διοικητής  της  μίας  πλευράς  έχει  μοιράσει  τις 

Δυνάμεις του σε δύο μέρη. Το ένα μέρος έχει καταλάβει την τοποθεσία  Α , και το άλλο μέρος 

την τοποθεσία Β . Η απαριθμήτρια συνάρτηση  ( )yxF ,  των Ρίψεων Βολών της πλευράς αυτής 

εκφράζει  τον αριθμό των Βολών που θα ρίπτονται και από τις δύο  τοποθεσίες ανά ώρα και 

είναι 

( ) 18160223120, 22 −+−−−= yxxyyxyxF , 

όπου  =x ο αριθμός  των πολεμιστών που θα πυροβολούν από  την  τοποθεσία  Α   και  =y ο 

αριθμός των πολεμιστών που θα πυροβολούν από την τοποθεσία Β . Να βρεθούν οι τιμές των 

x  και  y  που μεγιστοποιούν την  ( )yxF , .(Συγκρίνατε με το Παράδειγμα  

V.6 της σελίδας 19). 

Λύση.  Τα  ακρότατα  σημεία  ( )∗∗ yx ,   (του  κόστους)  της  Αντικειμενικής  Συνάρτησης  ( )yxF ,  

είναι οι λύσεις του συστήματος 



Ν. ΔΑΡΑΣ  ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΗ ΕΡΕΥΝΑ ΚΑΙ ΣΤΡΑΤΙΩΤΙΚΕΣ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΑΥΤΗΣ (ΤΟΜΟΣ 2, ΒΙΒΛΙΟ 1) 

 

ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  43 

 

( )
( ) ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−−=
=−−=

∗∗∗∗

∗∗∗∗

026160,
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xyyxF
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y

x , 

δηλαδή είναι  ( ) ( )20,20, =∗∗ yx . 

  Επειδή  

( ) ( ) ( ) 620,20,220,20,0420,20 ,,, −=−=<−= yyyxxx FFF  και  ( ) 02020,20det >=Η F , 

δηλαδή ο πίνακας  ( )20,20FΗ  είναι αρνητικά ορισμένος, το σημείο  ( ) ( )20,20, =∗∗ yx  είναι 

ένα  τοπικό μέγιστο  για  την  συνάρτηση  ( )yxF , .  Όμως  η  συνάρτηση  ( )yxF ,   είναι  συνεχής 

στο  R  και  δεν  έχει  άλλα  σημεία  τοπικών  ακροτάτων.  Άρα  το  σημείο  ( ) ( )20,20, =∗∗ yx  

μεγιστοποιεί την συνάρτηση  ( ) 18160223120, 22 −+−−−= yxxyyxyxF  και είναι  

( ) .278220,20max == FF  � 

 

V.16.  Παράδειγμα.Η  Μέθοδος  των  Ελαχίστων  Τετραγώνων  (:  Method  of  Least  Squares)  

Πολλές  φορές  είναι  γνωστά  τα  δεδομένα  ενός  πειράματος  και  ζητείται  ο  βάσει  αυτών 

προσδιορισμός μίας αξιόπιστης προσεγγιστικής πρόβλεψης σε άλλα σημεία του πειράματος. 

Μία ανεκτή και λογική απάντηση στο ζήτημα αυτό μπορεί να προέλθει από την διαγνωστική 

κατασκευή μίας κατάλληλης συνάρτησης τέτοιας ώστε να διέρχεται όσο το δυνατόν εγγύτερα 

στα δεδομένα του πειράματος: είναι αναμενόμενο ότι (κάτω από συνθήκες κανονικότητας) η 

συνάρτηση  αυτή  θα  διέρχεται  κοντά  από  τα  σημεία  του  πειράματος  για  τα  οποία 

ενδιαφερόμαστε,  και  έτσι  μία  αξιόπιστη  προσεγγιστική  πρόβλεψη  στα  επίμαχα  σημεία  του 

πειράματος θα παρέχεται από τις τιμές της συνάρτησης στα σημεία αυτά. 

  Η  απλούστερη  τέτοια  κατάλληλη  συνάρτηση  είναι  προφανώς  μία  ευθεία  η  οποία, 
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διασχίζουσα  το  <<νέφος>>  των  γνωστών  δεδομένων  ενός  πειράματος,  θα  διέρχεται  όσο  το 

δυνατόν εγγύτερα στα δεδομένα αυτά. Έτσι, σ’ ένα πρώτο στάδιο ζητείται η κατασκευή μίας 

ευθείας  

βα += xy  

τέτοιας ώστε να διέρχεται όσο το δυνατόν εγγύτερα στα πειραματικά δεδομένα:  

( ) ( ) ( )kk yxyxyx ,,...,,,, 2211  

  Για  κάθε  ),...,2,1(, kixi = ,  τα  θεωρούμενα  σημεία  πάνω  στην  ευθεία  βα += xy  

έχουν  τεταγμένες  ),...,2,1(,~ kixy ii =+= βα ,  οι  οποίες  αποκλίνουν  από  τα  πειραματικά 

δεδομένα κατά 

),...,2,1(,~ kixyyyd iiiii =−−=−= βα . 

Ζητάμε λοιπόν να προσδιορίσουμε τους αριθμούς α  και  β , έτσι ώστε να ελαχιστοποιήσουμε 

τις  αποκλίσεις  αυτές.  Ένας  τρόπος  να  το  επιτύχουμε  είναι  να  αξιώσουμε  όπως  το  συνολικό 

σφάλμα  

kdddd +++= L21  

γίνει  ελάχιστο  κατ’  απόλυτη  τιμή.  Επειδή  όμως  άλλες  από  τις  παραπάνω  αποκλίσεις  είναι 

θετικές  και  άλλες  είναι  αρνητικές,  είναι  δυνατόν  το  αλγεβρικό  τους  άθροισμα  να  είναι 

απολύτως μικρό, ενώ οι αποκλίσεις αυτές να είναι απολύτως αρκετά μεγάλες. Ένα καλύτερο 

μέτρο του συνολικού σφάλματος αποτελεί το άθροισμα των τετραγώνων των αποκλίσεων  id . 

Με άλλα λόγια, οδηγούμαστε στην εφαρμογή της Μεθόδου των Ελαχίστων Τετραγώνων.  

  Σύμφωνα με την Μέθοδο αυτή, πρέπει να προσδιορίσουμε τους αριθμούς α  και  β  οι 

οποίοι ελαχιστοποιούν την συνάρτηση δύο μεταβλητών 
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και (από την Ανισότητα Cauchy‐Schwarz(1)) 
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(1) Ανισότητα Cauchy‐Schwarz:  ∑∑∑
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έπεται ότι  το σημείο  ( )∗∗ βα ,  που προσδιορίσαμε μόλις στο παραπάνω κυανό πλαίσιο είναι 

σημείο τοπικού ελαχίστου. 

  Εφαρμόζοντας  τα προηγούμενα θα προσδιορίσουμε,  για παράδειγμα  την ευθεία γραμμή 

βα += xy ,  η  οποία  με  την  Μέθοδο  των  Ελαχίστων  Τετραγώνων  προσεγγίζει  άριστα  τα 

δεδομένα 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .04.2,8.0,92.1,7.0,74.1,6.0,56.1,4.0,4.1,2.0,2.0,2.0−  

Σχετικά, έχουμε τον παρακάτω πίνακα: 
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Από τις Σχέσεις  του τελευταίου κυανού πλαισίου  (σελ. 38) που προσδιορίζουν τα  ∗α   και  ∗β  

βρίσκουμε  
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και 
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οπότε η ζητούμενη ευθεία θα έχει εξίσωση  1652784.10513317.1 += xy . � 

 

V.17.  Παράδειγμα.  ([Καδιανάκης Καρανάσιος Φελλούρης, 1993])  Να  βρεθούν  και  να 

χαρακτηρισθούν τα ακρότατα σημεία της συνάρτησης 

( ) ( )( )( )( ) .11,, zzyyxxzyx eeeeeeezyxF ++++= ++  

Λύση. Η μερική παράγωγος  ( )zyxFx ,,  της  ( )zyxF ,, γράφεται υπό την μορφή: 

( ) ( )zyxF
ee

e
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ezyxF yx
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x

x

x ,,
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και,  επειδή  ( ) 0,, ≠zyxF   για  κάθε  ( )∈zyx ,, R3,  η  ( )zyxFx ,,   μηδενίζεται  μόνον  εάν 

02 =− yx ee , ή ισοδύναμα μόνον εάν  xy 2= . Ομοίως, λόγω συμμετρίας, η μερική παράγωγος 

( )zyxFz ,,  της  ( )zyxF ,,  μηδενίζεται μόνον εάν  zy 2= . Επίσης 

( ) ( )zyxF
ee

e
ee

ezyxF zy
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y

y ,,1,, ⎟⎟
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−= , 

και άρα, αν  zxy +=2   τότε  ( ) 0,, =zyxFy . Επομένως,  τα ακρότατα σημεία  ( )∗∗∗ zyx ,,   της 

( )zyxF ,,  δίνονται από τις λύσεις του συστήματος 
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που είναι μόνον η  ( ) ( )0,0,0,, =∗∗∗ zyx . Στο σημείο αυτό, ο πίνακας Hessian  ( )zyxF ,,Η   της 

( )zyxF ,,  είναι 
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απ’ όπου έπεται ότι οι ποσότητες  21 ,ΑΑ  και  3Α  του 2ου Κριτήριου (Sylvester) της σελίδας 32 

είναι  τέτοιες  ώστε  0,0 21 >Α<Α   και  03 <Α .  Άρα,  από  το  Κριτήριο  Προσδιορισμού  του 

Είδους των Ακροτάτων Χωρίς Συνθήκες‐Υποθέσεις (σελίδα 33), συμπεραίνουμε ότι η  ( )zyxF ,,  

μεγιστοποιείται στο σημείο  ( ) ( )0,0,0,, =∗∗∗ zyx . � 

 

5.1.Γ. Μη Γραμμικός Προγραμματισμός (: Non‐Linear Programming)  

  Ένα  Πρόβλημα  του  Μη  Γραμμικού  Προγραμματισμού  έγκειται  στην  μη  αρνητική 

μεγιστοποίηση  ή  ελαχιστοποίηση,  δηλαδή  στην  αναζήτηση  ακρότατου  σημείου 

( )∗∗∗∗ = nxxxX ,...,, 21  με όλες τις συντεταγμένες μη αρνητικούς πραγματικούς αριθμούς επί του 

οποίου  εκδηλώνεται  μέγιστη  ή  ελάχιστη  τιμή  αντιστοίχως  (λέμε  επίσης  μέγιστο  ή  ελάχιστο 

κόστος αντιστοίχως), μίας δοθείσας Αντικειμενικής Συνάρτησης 

( ) ( )nxxxXXF ,...,,, 21=  με  0,...,0,0 21 ≥≥≥ nxxx , 

κάτω  από  ένα  σύνολο  Συνθηκών‐Υποθέσεων  οι  οποίες  εκφράζονται  υπό  την  μορφή 

ανισοτήτων 
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( ) ∈ΒΒ≤∗ (Xg Rm). 

H λεγόμενη Συνάρτηση των Υποθέσεων είναι μία διανυσματική συνάρτηση 
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ενώ οι Σταθερές των Υποθέσεων δίνονται από τον πίνακα‐στήλη 
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  Τις  συντριπτικά  περισσότερες  φορές,  η  διάσταση  n   του  χώρου  του  προβλήματος 
συμβαίνει να είναι μεγαλύτερη από το πλήθος m  των Συνθηκών‐Υποθέσεων: 

mn > . 

Η  διαφορά  mn −   είναι  ο  Αριθμός  των  Βαθμών  Ελευθερίας  του  Προβλήματος.  Επί  πλέον, 

χωρίς απώλεια του πρακτικού ενδιαφέροντος και χωρίς βλάβη της γενικότητας, θα υποθέτουμε 

αδιαλείπτως  ότι  οι  συναρτήσεις  ( )XF   και  ( )Xg   είναι  συνεχώς  διαφορίσιμες  ως  προς  την 

μεταβλητή  ( ).,...,, 21 nxxxX =  

  Στην  περίπτωση  μεγιστοποίησης  (του  κόστους)  της  Αντικειμενικής  Συνάρτησης,  η 

συμβολική  θεωρητική  παρουσίαση  ενός  προβλήματος Μη  Γραμμικού Προγραμματισμού  έχει 

ως εξής: 

( )XFXmax , όταν  ( ) Β≤Xg  και 0≥X  
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Η αναλυτικότερη έκφραση του ιδίου προβλήματος είναι: 

( )nxxx xxxF
n

,...,,max 21,...,, 21
 

όταν 
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και 

0,...,0,0 21 ≥≥≥ nxxx . 

  Αντιστοίχως,  στην  περίπτωση  ελαχιστοποίησης  (του  κόστους)  της  Αντικειμενικής 

Συνάρτησης,  η  συμβολική  θεωρητική  παρουσίαση  ενός  προβλήματος  Μη  Γραμμικού 

Προγραμματισμού έχει ως ακολούθως: 

( )XFXmin , όταν  ( ) Β≤Xg  και 0≥X  

Ομοίως, η αναλυτικότερη έκφραση του ιδίου προβλήματος είναι: 
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0,...,0,0 21 ≥≥≥ nxxx . 

 

V.18. Παρατήρηση.  Η όλη πρόοδος που έχει επιτευχθεί μέχρι τώρα στο ζήτημα της αξιόπιστης 

και  υπολογιστικά  χρήσιμης  επίλυσης  του  γενικού  Προβλήματος  Μη  Γραμμικού 

Προγραμματισμού  είναι  πολύ  μικρή.  Ο  πλέον  γνωστός  από  τους  κωδικοποιημένους 

Αλγόριθμους που αφορούν στο ζήτημα αυτό είναι το Υπολογιστικό Πρόγραμμα MINOS το οποίο 

επιχειρεί  την  γραμμικοποίηση  (:  μετατροπή  σε  γραμμικά)  των  μη  γραμμικών  μερών  της 

Αντικειμενικής Συνάρτησης ([Murtag Saunders,  1987]). ■ 

5.1.Δ. Γραμμικός Προγραμματισμός (: Linear Programming)  

  ΄Ενα  Πρόβλημα  του  Γραμμικού  Προγραμματισμού  έγκειται  στην  (μη  αρνητική) 

μεγιστοποίηση  ή  ελαχιστοποίηση,  δηλαδή  στην  αναζήτηση  ακρότατου  σημείου 

( )∗∗∗∗ = nxxxX ,...,, 21   (με  όλες  τις  συντεταγμένες  μη  αρνητικούς  πραγματικούς  αριθμούς)  επί 

του οποίου εκδηλώνεται μέγιστη ή ελάχιστη τιμή αντιστοίχως (λέμε επίσης μέγιστο ή ελάχιστο 

κόστος αντιστοίχως ), μίας δοθείσας Γραμμικής Αντικειμενικής Συνάρτησης 

( ) ( )∈== nxxxXXCXF ,...,,, 21 Rn (με  0,...,0,0 21 ≥≥≥ nxxx ), 

κάτω από ένα σύνολο Γραμμικών Συνθηκών‐Υποθέσεων οι οποίες εκφράζονται υπό την μορφή 

γραμμικών ανισοτήτων 

( ) ∈ΒΒ≤∗ (Xg Rm). 

H λεγόμενη Γραμμική Συνάρτηση των Υποθέσεων είναι μία διανυσματική συνάρτηση 
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της  οποίας  όλες  οι  συνιστώσες  ( ) ( )nixxxg ni ,...,2,1,...,, 21 =   είναι  γραμμικές  συναρτήσεις 

ως προς την μεταβλητή  ( )nxxxX ,...,, 21= .  

  Οι Σταθερές των Υποθέσεων δίνονται από τον πίνακα‐στήλη 
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  Τις περισσότερες φορές,  η διάσταση  n   του χώρου του προβλήματος συμβαίνει  να είναι 
μεγαλύτερη  από  το  πλήθος  m   των  Συνθηκών‐Υποθέσεων: mn > .  Η  διαφορά  mn −   είναι  ο 

Αριθμός των Βαθμών Ελευθερίας του Προβλήματος. Επί πλέον, χωρίς απώλεια του πρακτικού 

ενδιαφέροντος  και  χωρίς  βλάβη  της  γενικότητας,  θα  υποθέτουμε  αδιαλείπτως  ότι  οι 

συναρτήσεις  ( )XF   και  ( )Xg   είναι  συνεχώς  διαφορίσιμες  ως  προς  την  μεταβλητή 

( ).,...,, 21 nxxxX =  

  Στην περίπτωση μεγιστοποίησης της Αντικειμενικής Συνάρτησης, η συμβολική θεωρητική 

παρουσίαση ενός προβλήματος Γραμμικού Προγραμματισμού έχει ως εξής: 

( )XFXmax , όταν  ( ) Β≤Xg  και 0≥X  

Η αναλυτικότερη έκφραση του ιδίου προβλήματος είναι: 

[ ( ) ]nnnxxx xcxcxcxxxF
n

+++= ...,...,,max 221121,...,, 21
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όταν 

mnnmmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

β

β
β

≤+++

≤+++

≤+++

,22,11,

2,222,211,2

1,122,111,1

.................................
,

,

L

L

L

 

και 

0,...,0,0 21 ≥≥≥ nxxx . 

  Αντιστοίχως,  στην  περίπτωση  ελαχιστοποίησης  της  Αντικειμενικής  Συνάρτησης,  η 

συμβολική  θεωρητική  παρουσίαση  ενός  προβλήματος  Γραμμικού  Προγραμματισμού  έχει  ως 

ακολούθως: 

( )XFXmin , όταν  ( ) Β≤Xg  και 0≥X  

Ομοίως, η αναλυτικότερη έκφραση του ιδίου προβλήματος είναι: 

[ ( ) ]nnnxxx xcxcxcxxxF
n

+++= ...,...,,min 221121,...,, 21

όταν 

mnnmmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

β

β
β

≤+++

≤+++

≤+++

,22,11,

2,222,211,2

1,122,111,1

.................................
,

,

L

L

L

 

και 

0,...,0,0 21 ≥≥≥ nxxx . 
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V.19.  Παρατήρηση.  Ανάλογα  με  την  μορφή  των  Συνθηκών‐Υποθέσεων,  κάθε  Πρόβλημα 

Γραμμικού Προγραμματισμού μπορεί να έχει 

1. μία και μοναδική λύση, 
2. μη μοναδική λύση (: πολλαπλές λύσεις) ή 
3.καμμία λύση. 

  Μέχρι  πρόσφατα,  όλοι  οι  Αλγόριθμοι  που  χρησιμοποιούνταν  για  τον  προσδιορισμό 

αριθμητικών λύσεων σε συγκεκριμένα Προβλήματα Γραμμικού Προγραμματισμού βασίζονταν 

στην περίφημη Μέθοδο Simplex που παρουσιάσθηκε για πρώτη φορά στις αρχές της δεκαετίας 

του  1950  από  τον  G.  B.  Dantzig  ([Dantzig, 1951],[Dantzig, 1963],  [Πραστάκος, 1992]  και 

[Δάρας, 1995]).  Ένας πλήρης Κατάλογος όλων  των διαθέσιμων κωδικοποιημένων Αλγορίθμων 

επίλυσης  Προβλημάτων  Γραμμικού  Προγραμματισμού  δημοσιεύθηκε  στην  έκδοση  [ΙΒΜ, 

 1990]. 

  Πρόσφατα,  μία  άλλη  κατηγορία  Αλγορίθμων  και  αντιστοίχων  Υπολογιστικών 

Προγραμμάτων άρχισε να διαμορφώνεται και να αποδίδει αξιόλογα αποτελέσματα. Πρόκειται 

για την κατηγορία των Αλγορίθμων οι οποίοι βασίζονται στις λεγόμενες Μεθόδους Εσωτερικού 

Σημείου ([Karmarkar, 1984], [Δάρας, 2002/Ι], και [Δάρας, 2002/ΙΙ]). Από υπολογιστικής άποψης, 

η πολυπλοκότητα των Αλγορίθμων αυτών είναι σαφώς καλύτερη από την πολυπλοκότητα των 

Αλγορίθμων που βασίζονται στην Μέθοδο Simplex. Ωστόσο, στην πράξη η υπεροχή αυτή των 

Αλγορίθμων Εσωτερικού Σημείου έναντι των Αλγορίθμων της Μεθόδου Simplex δεν καθίσταται 

πάντοτε εμφανής. ■ 

  Για λόγους πληρότητας της παρουσίασης του κειμένου, στην συνέχεια, και μέχρι το τέλος 

της  παρούσης  Παραγράφου  5.1.Δ,  θα  παρουσιάσουμε  τους  δύο  κυριότερους  Αλγόριθμους 

Επίλυσης  Προβλημάτων  Γραμμικού  Προγραμματισμού:  τον  Αλγόριθμο  Simplex  και  τον 

Αλγόριθμο  Karmarkar.  Η  παρουσίαση  θα  είναι  σύντομη  και  χωρίς  αποδείξεις.  Ο 

ενδιαφερόμενος  αναγνώστης  μπορεί  να  ανατρέξει  για  περισσότερες  πληροφορίες  στις 

βιβλιογραφικές αναφορές [Δάρας, 1995] και [Δάρας, 2002/Ι]. 
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  Ωστόσο, πριν ασχοληθούμε ιδιαιτέρως με τους δύο αυτούς Αλγορίθμους, ας δούμε πώς 

μπορεί  να  επιλύσουμε  στοιχειώδη  Προβλήματα  Γραμμικού  Προγραμματισμού 

χρησιμοποιώντας τις γραφικές παραστάσεις των Συνθηκών‐Υποθέσεων του Προβλήματος.  

5.1.Δ.i.  Γραφική Λύση Προβλημάτων Γραμμικού Προγραμματισμού  

  Μερικά  απλά  Προβλήματα  Γραμμικού  Προγραμματισμού  με  δύο  ή  περισσότερες 

Συνθήκες‐Υποθέσεις και  δ ύ ο  μεταβλητές μπορούν να παρασταθούν και να λυθούν γραφικώς. 

V.20.Παράδειγμα. ([Σαπουντζής, 1989]) Έστω το Πρόβλημα Γραμμικού Προγραμματισμού: 

( )[ ]2121 1210,max xxxxz += , 

όταν  

.0,0
,5042
,4033

21

21

21

≥≥
≤+
≤+

xx
xx
xx

 

  Είναι  γνωστό  πως  οι  τιμές  των  1x   και  2x   που  ικανοποιούν  μία  εξίσωση  της  μορφής 

CBxAx =+ 21  κείνται επί μίας γραμμής στο επίπεδο. Αυτή η γραμμή διαιρεί το επίπεδο στα 

δύο και οι τιμές των  1x  και  2x που ικανοποιούν την  CBxAx ≠+ 21  κείνται στα παράπλευρα 

της  γραμμής.  Μπορεί  να  αποδειχθεί  ότι  όλα  τα  σημεία  στη  μία  πλευρά  της  γραμμής 

ικανοποιούν την ανισότητα  CBxAx <+ 21 , ενώ όλα τα σημεία στην άλλη πλευρά της γραμμής 

ικανοποιούν την ανισότητα  CBxAx >+ 21 . 

  Η πλευρά που ικανοποιεί την ανισότητα  

CBxAx >+ 21  

μπορεί  να  βρεθεί  λαμβάνοντας  ένα  σημείο  που  δεν  βρίσκεται  πάνω  στην  γραμμή  και 

εξετάζοντας  εάν  οι  συντεταγμένες  του  ικανοποιούν  την  ανισότητα  ή  όχι.  Όταν  0≠C , 
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διευκολύνει να πάρουμε σαν σημείο την αρχή των αξόνων  ( )0,0 : 

► Εάν  0>C , τότε η πλευρά που περιέχει την αρχή των αξόνων περιλαμβάνει τα σημεία 

( )21 , xx  με  CBxAx <+ 21 , και 

► Εάν  0<C , τότε η πλευρά που περιέχει την αρχή των αξόνων περιλαμβάνει τα σημεία 

( )21 , xx  με  CBxAx >+ 21 . 

  Στο Σχήμα 1 παρακάτω, έχουν χαραχθεί οι δύο γραμμές που ορίζονται από τις Συνθήκες‐

Υποθέσεις του Προβλήματος: 

4033 21 =+ xx  και  5042 21 =+ xx . 

 

Σχήμα 1 

  Τα σημεία που ικανοποιούν την ανισότητα  4033 21 ≤+ xx  είναι το σύνολο των σημείων 

της γραμμής και των επί του επιπέδου ευρισκομένων σημείων αριστερά της γραμμής. Ομοίως, 

τα σημεία που  ικανοποιούν  την ανισότητα  5042 21 ≤+ xx   είναι  το σύνολο των σημείων της 

γραμμής  και  των  επί  του  επιπέδου  ευρισκομένων  σημείων  αριστερά  της  γραμμής.  Επειδή 

0,0 21 ≥≥ xx , η περιοχή,  εντός της οποίας  ικανοποιούνται όλες οι Συνθήκες‐Υποθέσεις  του 
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Προβλήματος, καλούμενη Εφικτή Περιοχή (: Feasible Region), είναι το επίπεδο χωρίο OABC . 

  Η βέλτιστη Εφικτή λύση προσδιορίζεται εξετάζοντας την θέση της γραμμής  

Cxx =+ 21 1210 , 

όπου  C   είναι  οιαδήποτε  πραγματική  σταθερά.  (Η  γραμμή  αυτή  προέρχεται  από  την 

Αντικειμενική Συνάρτηση του Προβλήματος.) Για διαφορετικές τιμές της σταθεράς C , η γραμμή 

Cxx =+ 21 1210  αναπαρίσταται με διαφορετικές παράλληλες μεταξύ τους γραμμές.  

  Δύο  τέτοιες  είναι  οι  παράλληλες  γραμμές  1001210 21 =+ xx   και  2001210 21 =+ xx , 

που  έχουν  σχεδιασθεί  με  χοντρές  γραμμές  στο  Σχήμα  1.  Η  παράλληλη  1001210 21 =+ xx  

διέρχεται  από  την  Εφικτή  Περιοχή  και  όλα  τα  σημεία  του  ευθυγράμμου  τμήματος  DE  

αντιστοιχούν σε Εφικτές λύσεις που δίνουν τιμή (: κόστος) 100  στην Αντικειμενική Συνάρτηση. 
Η δεύτερη παράλληλη  2001210 21 =+ xx  δεν διέρχεται από την εφικτή περιοχή, και συνεπώς, 

δεν υπάρχουν Εφικτές λύσεις που να δίνουν την τιμή  200  στην Αντικειμενική Συνάρτηση.  

  Όπως καταδεικνύεται στο Σχήμα 1, όταν η σταθερά  C   λαμβάνει  τιμές μεγαλύτερες  της 

τιμής 100 , η αντίστοιχη γραμμή  Cxx =+ 21 1210  στο Σχήμα 1 μετακινείται παράλληλα προς το 

ευθύγραμμο τμήμα  DE  και ακολουθώντας κατεύθυνση προς την γραμμή  2001210 21 =+ xx . 

Η Βέλτιστη  Εφικτή  λύση  επιτυγχάνεται μετακινώντας παράλληλα  την  γραμμή προς αυτήν  την 

κατεύθυνση όσο το δυνατόν περισσότερο, και ταυτόχρονα εξασφαλίζοντας ότι η μετακινηθείσα 

παραλλήλως  γραμμή θα διέρχεται  από  το  σημείο  B .  Τότε,  η  μόνη Βέλτιστη  Εφικτή  λύση θα 

είναι  εκείνη  που  αντιστοιχεί  στο  σημείο  B .  Οι  συντεταγμένες  ( )∗∗
21 , xx   του  B   μπορούν  να 

βρεθούν  είτε από  το Σχήμα 1  είτε από  την  επίλυση  του συστήματος  των  εξισώσεων  των δύο 

γραμμών: 

),0,0(
,5042
,4033

21

21

21

≥≥
=+
=+

xx
xx
xx
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οι οποίες διέρχονται από το σημείο αυτό. Συγκεκριμένα, οι συντεταγμένες του  B  είναι: 

3
5

1 =∗x  και 
3

35
2 =
∗x , 

ενώ η τιμή (: κόστος)της Αντικειμενικής Συνάρτησης στο βέλτιστο αυτό σημείο είναι ίση με: 

( )
3

470, 21 =∗∗ xxz . ■ 

 

V.21.Παρατήρηση. Ας σημειωθεί ότι, μετά την προσθήκη περιθωρίων μεταβλητών, οι Βασικές 

λύσεις  του Προβλήματος  ( βλ. Ορισμό V.29 παρακάτω), δηλαδή οι λύσεις  ( )4321 ,,, xxxx   του 

συστήματος: 

0,0,0,0
,5042

,4033

4321

421

321

≥≥≥≥
=++

=++

xxxx
xxx

xxx
 

είναι  τα  σημεία  FCBAO ,,,,   και  G   που  αντιστοιχούν  στις  τομές  των  ευθειών 

4033 21 =+ xx   και  5042 21 =+ xx   τόσο  μεταξύ  τους  όσο  και  με  τους  δύο  άξονες 

συντεταγμένων.  Ωστόσο,  οι  Βασικές  Eφικτές  λύσεις  του  Προβλήματος,  δηλαδή  οι  Βασικές 

λύσεις  ( )4321 ,,, xxxx   που  έχουν  όλες  τους  τις  συνιστώσες  μη  αρνητικές,  αντιστοιχούν  στα 

σημεία  BAO ,,  και C  που συνιστούν τις κορυφές της Eφικτής περιοχής. 

  Πράγματι, το σύστημα:  

5042
,4033

,1210

421

321

21

=+++
=++

+=

xxx
xxx

xxz
 

μπορεί ισοδύναμα να γραφεί και υπό την μορφή:  
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( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ),3352131

,352132
,347038

432

431

43

=+−
=−+
=++

xxx
xxx
xxz

 

και για τα σημεία  FCBAO ,,,,  και G  έχουμε: 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ),3460,930,0,340,0:
,3400,370,0,0,340:
,3470,0,0,335,35:

,150,0,615,450,0:
,9300,50,380,0,0:

4321

4321

4321

4321

4321

=−====
=====
=====
=====
=====

zxxxxF
zxxxxC
zxxxxB
zxxxxA
zxxxxO

 

και 

( )3575,0,35,0,25: 4321 ===== zxxxxG . ■ 

 

V.22.Παράδειγμα. Έστω το Πρόβλημα Γραμμικού Προγραμματισμού: 

( )[ ]2121 23,max xxxxz += , 

όταν  

.0,0
,2
,1
,82
,62

21

2

21

21

21

≥≥
≤
≤+−
≤+
≤+

xx
x
xx
xx
xx

 

Η γραφική παράσταση όλων των Συνθηκών‐Υποθέσεων του Προβλήματος δίνεται στο Σχήμα 2: 
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Σχήμα 2 

 

  Η  περιοχή  στην  οποία  ικανοποιούνται  όλες  οι  Συνθήκες‐Υποθέσεις, 

συμπεριλαμβανομένων  και  των  Συνθηκών‐Υποθέσεων  της  μη  αρνητικότητας  είναι  το  χωρίο 

ABCDEF  που αναπαριστά την Εφικτή Περιοχή του Προβλήματος. Κάθε σημείο που κείται επί 

του  συνόρου  αυτής  της  Περιοχής  ή  εντός  αυτής  της  Περιοχής  ικανοποιεί  όλες  τις  Συνθήκες‐

Υποθέσεις και είναι Εφικτή λύση του Προβλήματος. 

  Είναι σαφές ότι υπάρχουν άπειρες Εφικτές λύσεις, αλλά για να επιλέξουμε την βέλτιστη 

λύση  πρέπει  να  παρατηρήσουμε  την  κατεύθυνση  προς  την  οποία  αυξάνονται  οι  τιμές  (:  το 

κόστος) της Αντικειμενικής Συνάρτησης. 

  Στο παραπάνω Σχήμα 2 χαράξαμε το γράφημα της Αντικειμενικής Συνάρτησης για  6=z  

και  για  9=z .  Από  το  διάγραμμα  που  προέκυψε,  φαίνεται  η  κατεύθυνση  προς  την  οποία 
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αυξάνονται  οι  τιμές  της  Αντικειμενικής  Συνάρτησης.  Η  Εφικτή  λύση  του  Προβλήματος  που 

αποτελεί  και  την  βέλτιστη  Εφικτή  λύση  ( )∗∗
21 , xx   είναι  το  σημείο  C .  Το  σημείο  αυτό  είναι  η 

τομή των ευθειών που περιγράφονται από τις (οριακές) Συνθήκες‐Υποθέσεις του Προβλήματος 

και συνεπώς οι συντεταγμένες του  ∗
1x  και  ∗

2x  δίνονται από την λύση του συστήματος: 

,82
,62

21

21

=+
=+

xx
xx

 

και είναι: 

3
10

1 =∗x  και 
3
4

2 =
∗x . 

Η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης στο εν λόγω σημείο ισούται με:  

( )
3

38
3
42

3
103, 21 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=∗∗ xxz . ■ 

 

V.23. Παρατήρηση.  Μία περιοχή του R2 που ορίζεται από γραμμικές Συνθήκες‐Υποθέσεις είναι 

κυρτή (: convex), όταν ένα ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει δύο οποιαδήποτε σημεία της κείται 

ολόκληρο  στην  περιοχή  αυτή.  Για  παράδειγμα,  το  πιο  κάτω  πρώτο  από  τα  Σχήματα  3  είναι 

κυρτό, ενώ το δεύτερο δεν είναι:  
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Σχήμα 3α                                                                     Σχήμα 3β 

  Ένα σημαντικό αποτέλεσμα είναι ότι όλες οι Εφικτές Περιοχές είναι κυρτές.  

  Κορυφές  (ή  Ακραίa  Σημεία)  κυρτής  περιοχής  είναι  εκείνα  τα  οποία  δεν  μπορούν  να 

βρίσκονται  σε  ευθύγραμμο  τμήμα  που  κείται  ολόκληρο  μέσα  στην  περιοχή,  εκτός  εάν  είναι 

σημεία  κατάληξης  του  ευθυγράμμου  τμήματος.  Για  παράδειγμα,  οι  Κορυφές  του  Σχήματος 1 

είναι τα σημεία  BAO ,,  και C , ενώ οι Κορυφές του Σχήματος 2 είναι τα σημεία  EDCBA ,,,,  

και  F . 

  Ένα  άλλο  σημαντικό  αποτέλεσμα  είναι  ότι  σ’  ένα  Πρόβλημα  Γραμμικού 

Προγραμματισμού  η  Αντικειμενική  Συνάρτηση  λαμβάνει  την  βέλτιστη  τιμή  της  (εάν  η  τιμή 

αυτή  είναι  πεπερασμένη)  σε  μία  κορυφή  της  εφικτής  περιοχής.  Στο  Παράδειγμα  V.20,  η 

βέλτιστη λύση είναι στο σημείο  B  και στο Παράδειγμα V.22, η βέλτιστη λύση είναι στο σημείο 

C . ■ 

 

V.24.  Παρατήρηση.  ([Σαπουντζής, 1989])    Στα  προηγούμενα  Παραδείγματα  V.20  και  V.22 

υπήρχε μία και μόνον λύση. Υπάρχουν όμως και τα πιο κάτω ενδεχόμενα: 

◘ Προβλήματα Γραμμικού Προγραμματισμού που Δεν Έχουν Εφικτή Λύση 

  Έστω το Πρόβλημα Γραμμικού Προγραμματισμού 
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( )21 2max xx + , 

όταν 

2

1

21

0
,2

,1

x
x

xx

≤
≤
≤+

 

με εφικτή περιοχή που δίνεται στο Σχήμα 4: 

 

 

Σχήμα 4 

Είναι  προφανές  ότι  δεν  υπάρχουν  σημεία  που  να  ικανοποιούν  όλες  τις  Συνθήκες‐

Υποθέσεις. 

◘ Προβλήματα Γραμμικού Προγραμματισμού που έχουν Μη Φραγμένες Λύσεις 

  Έστω το Πρόβλημα Γραμμικού Προγραμματισμού 

( )21 10040max xx + , 
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όταν 

0,0
,24010
,17616
,7262

21

1

21

21

≥≥
≥
≥+
≥+

xx
x

xx
xx

 

με Εφικτή Περιοχή που δίνεται στο Σχήμα 5: 

 

 

Σχήμα 5 

 

Καθώς η  κατεύθυνση αύξησης  των  τιμών  (του κόστους)  της Αντικειμενικής  Συνάρτησης 

είναι όπως στο Σχήμα 5, είναι προφανές ότι η λύση δεν είναι φραγμένη, επειδή η Εφικτή 

Περιοχή δεν είναι φραγμένη.  
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◘ Προβλήματα Γραμμικού Προγραμματισμού που έχουν Πολλαπλές Λύσεις 

  Ένα  άλλο  ενδεχόμενο  αποτέλεσμα  ενός  Προβλήματος  Γραμμικού 

Προγραμματισμού  είναι  η  βέλτιστη  λύση  να  εμφανίζεται  σε  περισσότερες  της  μίας 

κορυφές  της  Εφικτής  Περιοχής.  Σ’  αυτήν  την  περίπτωση,  η  Αντικειμενική  Συνάρτηση 

βελτιστοποιείται επίσης σε όλα τα σημεία της γραμμής ή  του επιπέδου που ενώνουν 

αυτές τις κορυφές. Έστω για παράδειγμα το Πρόβλημα Γραμμικού Προγραμματισμού: 

( )21max xx + , 

όταν 

0,0
,12
,1

21

1

21

≥≥
≤
≤+

xx
x

xx
 

με Εφικτή Περιοχή που δίνεται στο Σχήμα 6: 

 

 

Σχήμα 6 
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Η  βέλτιστη  τιμή  της  αντικειμενικής  συνάρτησης  είναι  1  και  αντιστοιχεί  στα  σημεία 
( )1,0Β   και  ( )21,21Γ . Η Αντικειμενική  Συνάρτηση παίρνει  την  τιμή  1  στα σημεία  Β  

και  Γ ,  και  συνεπώς  όλα  τα  σημεία  του  ευθυγράμμου  τμήματος  ΒΓ   είναι  σημεία  της 

Εφικτής Περιοχής που βελτιστοποιούν την Αντικειμενική Συνάρτηση. ■ 

5.1.Δ.ii. H Μέθοδος Simplex 

 Έστω το γενικό Πρόβλημα του Γραμμικού Προγραμματισμού: 

[ ( ) ]nnnxxx xcxcxcxxxz
n

+++= ...,...,,min 221121,...,, 21
 

όταν 

,
.................................

,
,

,22,11,

2,222,211,2

1,122,111,1

mnnmmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

β

β
β

≤+++

≤+++

≤+++

L

L

L

 

0,...,0,0 21 ≥≥≥ nxxx . 

V.25.  Ορισμός.  Συμφωνούμε  να  λέμε  ότι  ένα  Πρόβλημα  Γραμμικού  Προγραμματισμού  έχει 

τεθεί σε τυπική μορφή(: standard form), εάν όλες οι Συνθήκες‐Υποθέσεις που συμμετέχουν στο 

Πρόβλημα  (εκτός της Συνθήκης‐Υπόθεσης  0≥X ) είναι Συνθήκες‐Υποθέσεις που αποδίδονται 

με ισότητες. ■ 
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  Είναι αλήθεια ότι εισάγοντας πρόσθετες μεταβλητές (εφόσον χρειάζονται) κάθε Πρόβλημα 

Γραμμικού  Προγραμματισμού  μπορεί  να  τεθεί  σε  τυπική  μορφή.  Αυτές  οι  πρόσθετες 

μεταβλητές ονομάζονται μεταβλητές καθυστέρησης (: slack variables).  

 

V.26. Παράδειγμα. Έστω το Πρόβλημα Γραμμικού Προγραμματισμού 

( )21 54min xx +  

όταν 

.0,0
3
72
82

21

2

21

21

≥≥
≤
≤+
≤+

xx
x
xx
xx

 

Εισάγοντας  τις  μεταβλητές  καθυστέρησης  43 , xx   και  5x ,  το  ίδιο  Πρόβλημα  Γραμμικού 

Προγραμματισμού γράφεται ισοδύναμα σε τυπική μορφή: 

( )21 54min xx + , 

όταν 

.0,0,0,0,0
3
72
82

54321

52

421

321

≥≥≥≥≥
=+
=++
=++

xxxxx
xx

xxx
xxx

 ■ 

 

  Γι’ αυτόν τον λόγο, σε ό,τι ακολουθήσει θα αρκεστούμε στην εξέταση μόνον Προβλημάτων 

Γραμμικού Προγραμματισμού τα οποία έχουν τεθεί σε τυπική μορφή: 
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[ ( ) ]nnnxxx xcxcxcxxxz
n

+++= ...,...,,min 221121,...,, 21
 

όταν 

,
...................................................
,

,

,22,11,

2,222,211,2

1,122,111,1

mnnmmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

β

β
β

=+++

=+++

=+++

L

L

L

 

0,...,0,0 21 ≥≥≥ nxxx  

 

  Είναι φανερό πως μπορούμε να παραστήσουμε εν συντομία το ίδιο Πρόβλημα Γραμμικού 

Προγραμματισμού τυπικής μορφής γράφοντας την ισοδύναμη <<πινακική>> του διατύπωση: 

XCX
Τmin  

όταν 

Β=ΑX  

0≥X , 

όπου  XC Τ  συμβολίζει το εσωτερικό γινόμενο (: nn xcxcxc +++ ...2211 ) της γραμμής κόστους  

( )ΤΤ = ncccC ,...,,: 21  

με το  ( )1×n  διάνυσμα τουRn: 

∈

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nx

x
x

X
M
2

1

Rn. 
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  To σύμβολο Α  αναπαριστάνει τον  ( )nm×  πίνακα 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=Α

nmmm

n

n

aaa

aaa
aaa

,2,1,

,22,21,2

,12,11,1

:

L

MOMM

L

L

, 

ενώ το σύμβολο  XΑ  το γινόμενο του  ( )nm×  πίνακα  Α  επί το  ( )1×n  διάνυσμα  X , και το 

σύμβολο Β  αναπαριστάνει το  ( )1×m  διάνυσμα του Rm: 

∈

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=Β

mβ

β
β

M
2

1

Rm. 

 

V.29. Ορισμός. Βάση  του  ( )nm×   πίνακα  Α   ονομάζεται  κάθε  τετραγωνικός αντιστρέψιμος 

( )mm×  υποπίνακας του Α . ■ 

 

V.28. Παράδειγμα. Εάν Α  είναι ο  ( )43×  πραγματικός πίνακας 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=Α

7543
3512
2121

, 

τότε οι δύο  ( )33×  υποπίνακές του 
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

543
512
121

1M  και 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

743
312
221

2M  

είναι Βάσεις του Α . ■ 

 

 

  Έστω τώρα το Πρόβλημα Γραμμικού Προγραμματισμού τυπικής μορφής 

XCX
Τmin  

όταν 

Β=ΑX  

0≥X , 

και έστω  ( )
mjjM ΑΑ= L

1
 μία Βάση του πίνακα  ( )nΑΑ=Α L1 . Επειδή η τάξη του  Α  δεν 

μεταβάλλεται  εάν  αντιμεταθέσουμε  αμοιβαία  δύο  στήλες  του,  είναι  φανερό  πως 

αντιμεταθέτοντας  (εφόσον χρειάζεται)  κάποιες από τις στήλες  του  Α , μπορούμε πάντοτε να 

γράφουμε τον πίνακα Α  υπό την μορφή: 

( ) ( )
nmm jjjjNM ΑΑΑΑ==Α

+
LL

11
,,  

όπου  N  είναι ο υποπίνακας εκείνος του  Α  που σχηματίζεται από τις στήλες του  Α  που δεν 

συμμετέχουν στη Βάση  ( )
mjjM ΑΑ= L

1
, δηλαδή  ( )

mm jjN ΑΑ=
+
L

1
. Όμοια, μπορούμε να 

αντιμεταθέσουμε τις συνιστώσες της μεταβλητής  ( )TnxxX ,,1 L=  σε 

( ) ( )
nmm jjjjNM xxxxXX ,,,,,,

11
LL

+
=  

και τις συνιστώσες της γραμμής κόστους  ( )ΤΤ = nccC ,,1 L  σε 

( ) ( )ΤΤΤΤ
+

==
nmm jjjjNM ccccCCC ,,,,,,

11
LL  
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Η σχηματική  ταξινόμηση  της διατύπωσης  του Προβλήματος  Γραμμικού Προγραμματισμού θα 

έχει τώρα ως εξής: 

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
×ΤΤ

N

M
NMXX X

X
CC

NM ,min  

όταν 

( )
( )

( ) Β=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣΒΑΣΙΚΕΣΜΗ
ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣΒΑΣΙΚΕΣ

×
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ΒΑΣΗΣ

ΕΚΤΟΣΣΤΗΛΕΣ
ΒΑΣΗ

N

M

X
XNM

 

 

V.29. Ορισμός. Βασική λύση (: basic solution) του Προβλήματος Γραμμικού Προγραμματισμού 

τυπικής  μορφής  ως  προς  τη  Βάση  ( )
mjjM ΑΑ= L

1
  καλείται  το  μοναδικό  διάνυσμα  της 

μορφής 

∈

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

0

00

1

M

M

mj

j

M x

x

X
Rn 

που επαληθεύει την εξίσωση 

Β=+ NM XNXM . ■ 

 

  Ερμηνεύοντας τον Ορισμό V.29, καταλαβαίνουμε αμέσως ότι ένα διάνυσμα της μορφής  

∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0
MX Rn 
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είναι  Βασική  λύση  του  Προβλήματος  Γραμμικού  Προγραμματισμού  τυπικής  μορφής  εάν  και 

μόνον εάν 

Β=⇔Β= −1MXXM MM . 

(Αξίζει  να  σημειωθεί  ότι,  επειδή  η  Βάση  M   είναι,  εξ  ορισμού,  αντιστρέψιμος  πίνακας,  η 

ορίζουσα  ( )Mdet   είναι  0≠ ,  υπάρχει  σίγουρα  μία  και  μοναδική  λύση  ΒX   του  συστήματος 

Β=MXM (:Cramer’  solution).)  Έτσι,  μία  Βασική  λύση  X   του  Προβλήματος  Γραμμικού 

Προγραμματισμού τυπικής μορφής μπορεί να βρεθεί με την ακόλουθη διαδικασία: 

 

1. Βρίσκουμε την τάξη m  του πίνακα Α . 

2. Επιλέγουμε ένα σύνολο M  από m  γραμμικά ανεξάρτητων στηλών του πίνακα Α . 

3. Εξισώνουμε με  0  όλες τις συνιστώσες του  X , που αντιστοιχούν στις στήλες του  Α  

που δεν ανήκουν στο M . 

4. Επιλύουμε τις υπόλοιπες  m   εξισώσεις και βρίσκουμε τις υπόλοιπες συνιστώσες του 

X . 

 

V.30.  Παράδειγμα.  Ας  θεωρήσουμε  το  ακόλουθο  Πρόβλημα  Γραμμικού  Προγραμματισμού 

τυπικής μορφής: 

[ ]742 52min xxx ++  

όταν 

,3
,2
,4

63

51

4321

=+
=+
=+++

xx
xx

xxxx
 

.0,,,,,,
,63

7654321

732

≥
=++

xxxxxxx
xxx  
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Ο πίνακας Α  που αντιστοιχεί στις Συνθήκες‐Υποθέσεις του Προβλήματος αυτού είναι 

( )

.

1000130
0100100
0010001
0001111
,,,,,, 7654321

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

ΑΑΑΑΑΑΑ=Α

 

Μία  Βάση  1M του  Α   είναι  ο  ( )44×   πίνακας  ( ) 476541 ,,, Ι=ΑΑΑΑ=M .  Η  αντίστοιχη 

Βασική λύση του Προβλήματος είναι  
( ) ( ) 06,3,2,4,0,0,01 ≥=X . 

Μία  άλλη  Βάση  2M του  Α   είναι  ο  ( )44×   πίνακας  ( )76522 ,,, ΑΑΑΑ=M ,  με  αντίστοιχη 

Βασική λύση του Προβλήματος το διάνυσμα 

( ) ( )6,3,2,0,0,4,02 −=X 0≥/ . ■ 
 

  Οι Βασικές λύσεις  

( ) 01 ≥X  και  ( )2X 0≥/  

του  Προβλήματος  Γραμμικού  Προγραμματισμού  τυπικής  μορφής  στο  προηγούμενο 

Παράδειγμα παρέχουν το κίνητρο για την διάκριση των Βασικών λύσεων σε δύο κατηγορίες: 

 

V.31. Ορισμός. Μία Βασική λύση  

∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0
MX Rn 

του  Προβλήματος  Γραμμικού  Προγραμματισμού  τυπικής  μορφής  (ως  προς  την  Βάση  M ) 

λέγεται  Εφικτή  (:  Basic  Feasible  Solution)  εάν  0≥MX .  Σε  κάθε  άλλη  περίπτωση  (όταν 

δηλαδή  0≥/MX ) λέγεται Μη Εφικτή. Μία Βάση του Προβλήματος που αντιστοιχεί σε εφικτή 

Βασική λύση καλείται Εφικτή Βάση. ■ 
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  Κατόπιν των όσων προηγήθηκαν, είμαστε τώρα σε θέση να δώσουμε μία περιγραφή των 

Βημάτων του Αλγορίθμου Simplex. 

  Προς τούτο, ας υποθέσουμε ότι  ( )0M  είναι μία Εφικτή Βάση εκκίνησης και ας θέσουμε  

( )0MM ← . 

  Τα συστατικά βήματα της κάθε επανάληψης του Αλγορίθμου Simplex έχουν ως εξής: 

Ο ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ SIMPLEX 

ΒΗΜΑ 1ο: Εύρεση της αντίστοιχης Βασικής λύσης  ( )0X  του Προβλήματος Γραμ‐ 

μικού Προγραμματισμού τυπικής μορφής  και Υπολογισμός του γινομένου 
1−= MCMπ . 

ΒΗΜΑ 20: Υπολογισμός της τιμής των διαφορών 

( )....,,2,1:~ nmmtcc ttt ++=Α−= π  

 Εάν  

0~ ≥tc  για κάθε  nmmt ...,,2,1 ++=  

τότε η προηγούμενη Βασική λύση  ( )0X  είναι βέλτιστη. 

 Εάν υπάρχει  

0~ <jc  για κάποιο  nmmj ...,,2,1 ++= , 

τότε 

ΒΗΜΑ 30: Εύρεση του  

{ }0~:min <= jcjs  

και Υπολογισμός του διανύσματος  ( ) ∈sa Rn με 

( )
( )

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= s

N

s
Ms

a
a

a  

όπου  
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( ) ∈Α= −
s

s
M Ma 1 Rm και  ( ) ∈

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−=

0

0
1

0

0

M

M

s
Na Rn‐m 

(:όλες  οι  συνιστώσες  ( )s
ia   του  ( )saΝ   είναι  ίσες  με  0   εκτός  από  την 

( )s
sa  που ισούται με  1− ). 

► Εάν  ( ) 0≤s
Ma , τότε  −∞=CXXmin . 

► Εάν  ( ) 0>s
ia , για κάποια συνιστώσα του  ( )s

Ma , τότε 

ΒΗΜΑ 4ο: Εύρεση της τιμής  

( )
( )( )

( )

( )

( )

( ) ( )s
k

k

s
k

k
s
i

i
as a

x

a
x

a
x

s
i

μ

μδ
000

0
0

1

1min ===
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
>

L . 

Υπολογισμός του 

{ }μξ kkk ,...,,min: 21=  

και επάνοδος στο ΒΗΜΑ 1ο  

με νέα Βασική λύση την 
( ) ( ) ( ) ( )s

s aXX 000 δ−←  

και αντίστοιχη νέα Βάση την 

[ ]( )

ΣΤΗΛΗ−
↑

Α−Α−←

ξ

ξ .0000 LL sMM
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  Προκειμένου  να  γίνει  μία  πρακτική  επαλήθευση  του  Αλγορίθμου  Simplex,  θα 

παραθέσουμε  αμέσως  τώρα  μία  μικρή  ακολουθία  ενδεικτικών  και  στοιχειωδών 

παραδειγμάτων της εξέλιξης της επαναληπτικής διαδικασίας του Αλγορίθμου. 

 

V.32. Παράδειγμα. Έστω το Πρόβλημα Γραμμικού Προγραμματισμού τυπικής μορφής: 

[ ]4321 172064min xxxx +++  

όταν 

.0,,,,,
,32

,102

654321

6432

5431

≥
=+++

=+++

xxxxxx
xxxx

xxxx
 

  Τότε, θα είναι 

( )

654321

,00272064

cccccc

C
↑↑↑↑↑↑

=

 

654321

,
1
0

0
1

1
2

2
1

1
0

0
1

ΑΑΑΑΑΑ
↑↑↑↑↑↑

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=Α

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=Β

4
10

 και  ( ) =Αrang η τάξη του πίνακα  2=Α  . 

ΒΗΜΑ 1ο: Εάν επιλεγεί  ( )65 ,ΑΑ=M , τότε θα είναι  

( ),,,,, 43212
1 ΑΑΑΑ=Ι=− NM  

( ) ( ) ( ),17,20,6,4,0,0,0,0 ==== NMM CCC π  
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( ) ( )

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=Β=Β= −

0
0
0
0

,
4

10 010
NM XMX  

και  

( ) :

4
10
0
0
0
0

0

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=X η αρχική Βασική λύση που αντιστοιχεί στην Βάση  ( )65 , ΑΑ=M . 

ΒΗΜΑ 2ο: Ο υπολογισμός των διαφορών  ( )4,3,2,1:~ =Α−= tcc ttt π  δίνει  

( )

( )

( )

( ) .17
1
2

0,017~

,20
2
1

0,020~

,6
1
0

0,06~

,4
0
1

0,04~

4

3

2

1

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

c

c

c

c

 

  Επειδή  δεν  υπάρχουν  αρνητικά  ( )4,3,2,1~ =tct ,  ο  Αλγόριθμος  τερματίζεται  με  βέλτιστη 

λύση  ( )∗∗∗∗∗∗∗ = 654321 ,,,,, xxxxxxX την ανωτέρω: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )4,10,0,0,0,0,,,,, 0
6

0
5

0
4

0
3

0
2

0
1

0 ===∗ xxxxxxXX . 

Είναι σαφές τότε ότι  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] 0172064min 0
4

0
3

0
2

0
1 =+++ xxxx . ■ 
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V.33. Παράδειγμα. Έστω το Πρόβλημα Γραμμικού Προγραμματισμού τυπικής μορφής: 

[ ]215min xx −  

όταν 

.0,,,
,44
,632

4321

421

321

≥
=−++
=−+

xxxx
xxx

xxx
 

  Τότε, θα είναι 
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⎟⎟
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⎞
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⎛
=Β

4
6

 και  ( ) =Αrang η τάξη του πίνακα  2=Α  . 

 

ΒΗΜΑ 1ο: Εάν επιλεγεί  ( )42 ,ΑΑ=Β , τότε θα είναι  

( ),,,
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και  
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4
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⎟
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⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=X η αρχική Βασική λύση που αντιστοιχεί στην Βάση  ( )42 , ΑΑ=M . 

ΒΗΜΑ 2ο: Ο υπολογισμός των διαφορών  ( )3,1:~ =Α−= tcc ttt π  δίνει  
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  Επειδή  ,0~
3 <c  ο Αλγόριθμος συνεχίζεται με  3=s . 

ΒΗΜΑ 3ο: Είναι 
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3
4
3
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0
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3
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0
3
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3
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⎞
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⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=Α= −MaM , 

οπότε  

( ) ( ) ( ) ( )

3
4,1,

3
1,0 3

4
3

3
3

2
3

1 −==−== aaaa , 

και ο Αλγόριθμος τερματίζεται με 

( ) −∞=− 215min xx . ■ 

 



ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΗ ΕΡΕΥΝΑ ΚΑΙ ΣΤΡΑΤΙΩΤΙΚΕΣ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΑΥΤΗΣ (ΤΟΜΟΣ 1, ΒΙΒΛΙΟ 1)  Ν.ΔΑΡΑΣ 

 

80  ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  

 

V.34. Παράδειγμα. Έστω το Πρόβλημα Γραμμικού Προγραμματισμού τυπικής μορφής: 

[ ]4321 176204min xxxx −−−−  

όταν 

.0,,,,,
,42
,102

654321

6432

5421

≥
=+++
=+++

xxxxxx
xxxx

xxxx
 

Τότε 

( )

654321

,00176204

cccccc

C
↑↑↑↑↑↑

−−−=

 

654321

,
1
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0
1

1
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1
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2
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0
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ΑΑΑΑΑΑ
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=Α

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=Β

4
10

 και  ( ) =Αrang η τάξη του πίνακα  2=Α  . 

  Ας επιλέξουμε σαν Εφικτή Βάση εκκίνησης την  

( ) ( )61
0 , ΑΑ=M  

και ας θέσουμε 

( )0MM ← . 

ΒΗΜΑ 1ο: Εύκολα διαπιστώνουμε ότι 

( ),,,,, 54322
1 ΑΑΑΑ=Ι=− NM  

( ) ( ) ( ),0,17,6,20,0,4,0,4 −−−=−==−= NMM CCC π  
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και  
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⎛

=X η αρχική Βασική λύση που αντιστοιχεί στην Βάση  ( )61 , ΑΑ=M . 

ΒΗΜΑ 2ο: Ο υπολογισμός των διαφορών  ( )5,4,3,2:~ =Α−= tcc ttt π  δίνει  
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  Επειδή  υπάρχουν  ,0~ <tc   ο  Αλγόριθμος  συνεχίζεται  με  2=s   που  αντιστοιχεί  στον 

μικρότερο δείκτη  t  με  0~ <tc . 

ΒΗΜΑ 3ο: Είναι 

( )
⎟⎟
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⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
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⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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2
1

2
1

10
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2
12 MaM , 

οπότε  υπάρχει  συνιστώσα  ( )2
ia   του  διανύσματος  ( )2

Ma   με  ( ) 02 >ia .  Γι’  αυτό  ο  Αλγόριθμος 
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συνεχίζεται με  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2,0,1,1 2

6
2

5
2

4
2

3
2

2
2

1 ====−== aaaaaa . 

ΒΗΜΑ 4ο: Είναι 

( )
( )( )
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( )

( )

( ) 2
2
4,

1
10min 2
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0
6

2
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0
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0
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2 2 =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
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x
a
x

ia
δ  

με  

6=ξ , 

οπότε γίνεται επάνοδος στο ΒΗΜΑ 1ο με νέα Βασική λύση την 
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2
8

2
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0
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4
0
0
0
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00 aXX δ  

και αντίστοιχη Εφικτή Βάση την 

( ) ( ) ( ) ( )212661 ,,0,0, ΑΑ=Α+Α−ΑΑ←M . 

ΒΗΜΑ 1ο: Για την νέα Βασική λύση είναι 
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ΒΗΜΑ 2ο: Ο υπολογισμός των διαφορών  ( )6,5,4,3:~ =Α−= tcc ttt π  δίνει  
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  Επειδή  ,0~
4 <c  ο Αλγόριθμος συνεχίζεται με  4=s . 

ΒΗΜΑ 3ο: Είναι 
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και συνεπώς 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,1,0,
2
1,

2
3 4

6
4

5
4

4
4

3
4

2
4

1 ==−==== aaaaaa . 

Επειδή  ( ) 04 ≥Ma , ο Αλγόριθμος συνεχίζεται. 

ΒΗΜΑ 4ο: Είναι 
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οπότε γίνεται επάνοδος στο ΒΗΜΑ 1ο με νέα Βασική λύση την 
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και αντίστοιχη Εφικτή Βάση την 

( ) ( ) ( ) ( )414221 ,,0,0, ΑΑ=Α+Α−ΑΑ←M . 

 

ΒΗΜΑ 1ο: Για την νέα Βασική λύση είναι 
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ΒΗΜΑ 2ο: Ο υπολογισμός των διαφορών  ( )6,5,3,2:~ =Α−= tcc ttt π  δίνει  
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  Επειδή  δεν  υπάρχουν  tc~   αρνητικά,  ο  Αλγόριθμος  τερματίζεται  με  βέλτιστη  λύση 

( )∗∗∗∗∗∗∗ = 654321 ,,,,, xxxxxxX  την ανωτέρω:  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0,0,4,0,0,2,,,,, 0
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0 ===∗ xxxxxxXX  

και  
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0
1 −=−−−− xxxx . ■ 

 

V.35. Παράδειγμα. Έστω το Πρόβλημα Γραμμικού Προγραμματισμού τυπικής μορφής: 
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4

 και  ( ) =Αrang η τάξη του πίνακα  3=Α  . 

  Επιλέγοντας σαν Εφικτή Βάση εκκίνησης την  
( ) ( )532
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και θέτοντας:  
( )0MM ←  
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=X η αρχική Βασική λύση που αντιστοιχεί στην Βάση  ( )532 ,, ΑΑΑ=M . 

ΒΗΜΑ 2ο: Ο υπολογισμός των διαφορών  ( )4,1:~ =Α−= tcc ttt π  δίνει  
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  Επειδή  ,0~
1 <c  ο Αλγόριθμος συνεχίζεται με  1=s . 

ΒΗΜΑ 3ο: Είναι 

( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=Α= −

3
1
2

1
2
1

110
011
010

1
11 MaM , 

οπότε  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 3,0,1,2,1 1

5
1

4
1

3
1

2
1

1 ====−= aaaaa  

και άρα ο Αλγόριθμος συνεχίζεται. 

ΒΗΜΑ 4ο: Είναι 

( )
( )( )

( )

( )

( )

( )

( )

( ) 0
3
3,

1
0,

2
4min 1

3

0
5

1
3

0
3

1
2

0
2

0
0

1 1 =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

====
> a

x
a
x

a
x

ia
δ  

με  

3=ξ , 

οπότε γίνεται επάνοδος στο ΒΗΜΑ 1ο με νέα Βασική λύση την 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )010

1
00 XaXX =−← δ . 

 

  Το  φαινόμενο  αυτό  (κατά  το  οποίο  η  νέα  Βασική  λύση  συμπίπτει  με  την  προηγούμενη) 

λέγεται  ανακύκλωση  και  μπορεί  να  αντιμετωπισθεί  με  αλλαγή  Βάσης.  (Συγκεκριμένα,  εδώ 

πρέπει εξ αρχής να λάβουμε  

( ) ( )521
0 ,, ΑΑΑ=M , 
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οπότε η βέλτιστη λύση  ( )∗∗∗∗∗∗ = 54321 ,,,, xxxxxX  θα βρεθεί τελικά ίση με 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛===∗ 0,

2
3,0,

2
5,

2
3,,,, 0

5
0

4
0

3
0

2
0

1
0 xxxxxXX .) ■ 

 

5.1.Δ.iii.      H Πρακτική Απόδοση της Εξέλιξης του Αλγορίθμου Simplex: 
To Tableau Simplex 

  Ας  θεωρήσουμε  το  επόμενο  γενικό  Πρόβλημα  Γραμμικού  Προγραμματισμού  τυπικής 

μορφής: 

[ ( ) ]nnnxxx xcxcxcxxxF
n

+++= ...,...,,min 221121,...,, 21
 

όταν 

,
.................................

,
,

,22,11,

2,222,211,2

1,122,111,1

mnnmmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

β

β
β

=+++

=+++

=+++

L

L

L

 

0,...,0,0 21 ≥≥≥ nxxx . 
 

Το Πρόβλημα αυτό γράφεται ισοδύναμα υπό την μορφή: 

zmin  
όταν 

,
.................................

,
,

,22,11,

2,222,211,2

1,122,111,1

2211

mnnmmm

nn

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

zxcxcxc

β

β
β

=+++

=+++

=+++
=+++

L

L

L

L

 

0,...,0,0 21 ≥≥≥ nxxx . 
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  Στην περίπτωση που ο αριθμός  n  των μεταβλητών δεν είναι κατά πολύ μεγαλύτερος του 
αριθμού  m   των  υποθέσεων,  είναι  δυνατόν  να  επιλύσουμε  το  Πρόβλημα  τούτο 

χρησιμοποιώντας  μία  ιδιαίτερη  πρακτική  τεχνική  που,  αν  και  φαίνεται  διαφορετική  από  τον 

Αλγόριθμο Simplex των σελίδων 64‐65, απορρέει απ’ ευθείας απ’ αυτόν. 

  Προς  τούτο,  μπορούμε  να  αναπαραστήσουμε  συμβολικά  αυτό  το  Πρόβλημα  με  έναν 

πίνακα διαστάσεων  ( ) ( )11 +×+ nm , γνωστό σαν Tableau Simplex ως εξής: 

  421 xxx L      

−0 γραμμή  0L   421 ccc L   0   z−=  

−1 γραμμή  1L  

M  

−m γραμμή  mL  
nmmm

n

aaa

aaa

,2,1,

,12,11,1

L

MOMM

L

 

mβ

β
M
1

 

  Το  πρώτο  όφελος  που  αποκομίζουμε  από  την  οργάνωση  του  Tableau  Simplex  είναι  η 

<<πυκνή>  συγκέντρωση  όλων  των  στοιχείων  που  είναι  απαραίτητα  για  την  υλοποίηση  του 

Αλγορίθμου Simplex. Το δεύτερο σημαντικό όφελος που έχουμε έγκειται στην ελευθερία που 

μας δίνεται να το μετασχηματίζουμε με την βοήθεια κάποιων στοιχειωδών πράξεων, χωρίς να 

μεταβάλλεται η πληροφορία των εξισώσεων του Προβλήματος. Έτσι, μπορούμε 

●  να πολλαπλασιάζουμε  μία  ή  περισσότερες  γραμμές  του με  μία  σταθερά διάφορη  του 
μηδενός, 

● να προσθέτουμε δύο ή περισσότερες γραμμές του. 

  Πριν προχωρήσουμε σε συγκεκριμένα Παραδείγματα, ενδεικτικά των πλεονεκτημάτων των 

πράξεων  αυτών,  ας  παρουσιάσουμε  σε  ΒΗΜΑΤΑ  την  εξέλιξη  του  Αλγορίθμου  Simplex  στο 

Tableau Simplex:  
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BHMA 1o: Εύρεση του κατ’ αύξοντα αριθμό μικρότερου δείκτη από τις αρνητικές  

συνιστώσες  της  −0 γραμμής:  αυτός  προσδιορίζει  την  στήλη  οδηγό  και  η 

μεταβλητή που αντιστοιχεί σ’ αυτήν είναι η νέα Βασική μεταβλητή. 

ΒΗΜΑ 2ο: Διαίρεση των στοιχείων της τελευταίας στήλης με τα αντίστοιχα στοιχεία 

της στήλης οδηγού, εφόσον τα αντίστοιχα αυτά στοιχεία είναι θετικά. 

ΒΗΜΑ 3ο: Εύρεση του κατ’ αύξοντα αριθμό μικρότερου δείκτη  από  τις  συνιστώ‐ 

σες  της  τελευταίας  στήλης  μεταξύ  των  δεικτών  αυτών  στη  θέση  των 

οποίων  σχηματίζεται  το  μικρότερο  πηλίκο  του  ΒΗΜΑΤΟΣ  2:  Αυτός 

προσδιορίζει την γραμμή οδηγό. Η τομή της στήλης οδηγού και της γραμμής 

οδηγού δίνει το οδηγό στοιχείο (: pivot element). 

ΒΗΜΑ 4ο: Για την δημιουργία του νέου Tableau: 

 διαιρούμε τα στοιχεία της γραμμής οδηγού με το οδηγό στοιχείο 

 κάθε  άλλη  νέα  γραμμή  θα  είναι  ίση  με  την  διαφορά  [ΠΑΛΑΙΑ 

ΓΡΑΜΜΗ] − [ΤΟ  ΣΤΟΙΧΕΙΟ  ΤΗΣ  ΠΟΥ  ΒΡΙΣΚΕΤΑΙ  ΣΤΗΝ  ΣΤΗΛΗ 

ΟΔΗΓΟ]× [ΤΗΝ ΝΕΑ ΓΡΑΜΜΗ ΠΟΥ ΠΕΡΙΕΧΕΙ ΤΟ ΟΔΗΓΟ ΣΤΟΙΧΕΙΟ]. 

ΒΗΜΑ 5Ο: Εάν όλοι οι μετασχηματισμένοι συντελεστές της  −0 γραμμής είναι μη  

αρνητικοί,  τότε  έχουμε  την  βέλτιστη  λύση.  Σε  κάθε  άλλη  περίπτωση, 

επαναλαμβάνουμε τα ΒΗΜΑΤΑ 1ο έως 5ο. 

 

V.36.Παράδειγμα. ([Δάρας, 1995]) Να ελαχιστοποιηθεί η συνάρτηση  

( ) 2121 23, xxxxz −−=  

όταν  
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.0,0,0,0,0,0
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654321

62

521

421

321
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=++

xxxxxx
xx

xxx
xxx

xxx

 

Λύση. Το αντίστοιχο Tableau Simplex οργανώνεται ως εξής: 

  1x       2x      3x      4x    5x    6x      

−0 γραμμή  0L   3−    2−      0     0      0    0   0   z−=  

η1 γραμμή  1L  

η2 γραμμή  2L  

η3 γραμμή  3L  

4η γραμμή  4L  

  1         2      1     0      0     0  

   2        1      0     1      0    0  

1−        1      0     0       1    0  

   0        1      0     0      0    1 

6

8

1 

2  

3x=  

4x=  

5x=  

6x=  

Τότε: 

ΒΗΜΑ 1ο: στήλη οδηγός =  η πρώτη

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=

0
1

2
1
3

 

ΒΗΜΑ 2ο: διαίρεση των στοιχείων της τελευταίας στήλης με τα αντίστοιχα θετικά στοιχεία της 

στήλης οδηγού: 
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     3−               0    

        1              6   ( ) 616 =→  

         2               8   ( ) ←=→ 428  

      1−                1   

         0                 2    

ΣΤΗΛΗ ΟΔΗΓΟΣ  ΤΕΛΕΥΤΑΙΑ ΣΤΗΛΗ   

 

ΒΗΜΑ 3ο: γραμμή οδηγός = η 2η γραμμή ( )8,0,0,1,0,1,2= , 

     οδηγό στοιχείο = το 2 

ΒΗΜΑ 4ο: για την δημιουργία του νέου Tableau: 

● η νέα  η2 γραμμή  2L : 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 4,0,0,

2
1,0,

2
1,1 , 

● η νέα  −0  γραμμή  0L : 

( ) ( ) ,12,0,0,
2
3,0,

2
1,04,0,0,

2
1,0,

2
1,130,0,0,0,0,2,3 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛×−−−−  

● η νέα  η1 γραμμή  1L : 

( ) ( ) ,2,0,0,
2
1,1,

2
3,04,0,0,

2
1,0,

2
1,116,0,0,0,1,2,1 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛×−  

● η νέα  η3 γραμμή  3L : 

( ) ( ) ,5,0,1,
2
1,0,

2
3,04,0,0,

2
1,0,

2
1,111,0,1,0,0,1,1 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛×−−−  

● η νέα 4η γραμμή  4L : 

( ) ( ) ( ).2,1,0,0,0,1,04,0,0,
2
1,0,

2
1,102,1,0,0,0,1,0 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛×−  
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ΒΗΜΑ 5ο: το νέο Tableau Simplex οργανώνεται όπως ακολούθως: 

     1x       2x         3x           4x         5x     6x      

−0 γραμμή  0L   3−    ( )21−    0           23        0      0   12 z−=  

η1  γραμμή  1L  

η2 γραμμή  2L  

η3 γραμμή  3L  

4η γραμμή  4L  

   0       3/2      1        ( )21−      0    0  

   1        21     0            21         0    0  

   0        23     0           21         1    0  

   0        1        0            0          0     1  2
5
4
2

 

 

3x=  

1x=  

5x=  

6x=  

 

  Επειδή υπάρχουν αρνητικοί συντελεστές της  −0 γραμμής, η βέλτιστη λύση δεν έχει βρεθεί 

και επαναλαμβάνουμε τα Βήματα 1ο έως 5ο: 

ΒΗΜΑ 1ο: στήλη οδηγός =  η δεύτερη

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

=

1
2

3
2

1
2

3
2

1

 

ΒΗΜΑ 2ο: διαίρεση των στοιχείων της τελευταίας στήλης με τα αντίστοιχα θετικά στοιχεία της 

στήλης οδηγού: 

     ( )21−              12    

         23                 2   [ ]( ) ( )←=→ 34232  

         21                 4   [ ]( ) 8214 =→  

         23                 5   [ ]( ) ( )310235 =→  

         1                2   ( ) 212 =→  

ΣΤΗΛΗ ΟΔΗΓΟΣ  ΤΕΛΕΥΤΑΙΑ ΣΤΗΛΗ   
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ΒΗΜΑ 3ο: γραμμή οδηγός = η 1η γραμμή ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 2,0,0,

2
1,1,

2
3,0 , 

     οδηγό στοιχείο = το 3/2 

ΒΗΜΑ 4ο: για την δημιουργία του νέου Tableau: 

● η νέα  η1 γραμμή  1L : 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

3
4,0,0,

3
1,

3
2,1,0 , 

● η νέα  −0  γραμμή  0L : 

,
3
212,0,0,

3
4,

3
1,0,0

3
4,0,0,

3
1,

3
2,1,0

2
112,0,0,

2
3,0,

2
1,0 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −×⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −  

● η νέα  η2 γραμμή  2L : 

,
3
4,0,0,

3
2,

3
1,0,1

3
4,0,0,

3
1,

3
2,1,0

2
14,0,0,

2
1,0,

2
1,0 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −×⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

 

● η νέα  η3 γραμμή  3L : 

( ),3,0,1,1,1,0,0
3
4,0,0,

3
1,

3
2,1,0

2
35,0,1,

2
1,0,

2
3,0 −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −×⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

 

● η νέα 4η γραμμή  4L : 

( ) ( ) ,
3
2,1,0,

3
1,

3
2,0,0

3
4,0,0,

3
1,

3
2,1,012,1,0,0,0,1,0 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −×−  
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ΒΗΜΑ 5ο: το νέο Tableau Simplex οργανώνεται ως εξής: 

 

     1x       2x         3x           4x         5x     6x      

−0 γραμμή  0L     0        0       ( )31         34       0      0   ( )3212   z−=  

η1 γραμμή  1L  

η2 γραμμή  2L  

η3 γραμμή  3L  

4η γραμμή  4L  

   0       1       ( )32     ( )31−      0    0  

   1       0      ( )31−        32       0    0  

   0       0        1−             1         1    0  

   0        0      ( )32−      ( )31      0    1 

32
3

310
34

 

 

2x=  

1x=  

5x=  

6x=  

 

  Επειδή  δεν  υπάρχουν  αρνητικοί  συντελεστές  στην  −0 γραμμή  του  νέου  Tableau,  ο 

Αλγόριθμος ολοκληρώνεται με βέλτιστη λύση το σημείο  

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛== ∗∗∗∗∗∗∗

3
2,3,0,0,

3
4,

3
10,,,,, 654321 xxxxxxX . 

Σ’ αυτό το σημείο επιτυγχάνεται το  

( )( )
3
212,min 21 −=∗∗ xxz . ■ 

 

 

  Η  ιδιαίτερη  σημασία  των  στοιχειωδών  πράξεων  των  γραμμών  του  Tableau  Simplex 

καθίσταται εμφανής στα επόμενα δύο Παραδείγματα, στα οποία εξ άλλου αποκαλύπτεται και η 

γενική ιδέα διαχείρισης ενός τέτοιου Tableau:  
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V.37.Παράδειγμα. ([Δάρας, 1995]) Να ελαχιστοποιηθεί η συνάρτηση 

( ) 5432154321 ,,,, xxxxxxxxxxz ++++=  

όταν οι μεταβλητές  1x  και  2x  ικανοποιούν τις Συνθήκες‐Υποθέσεις: 

.0,0,0,0,0
,425
,35
,132

54321

5321

4321

321

≥≥≥≥≥
=+++
=+++
=++

xxxxx
xxxx

xxxx
xxx

 

Λύση. Το αντίστοιχο Tableau Simplex οργανώνεται ως εξής: 

     1x     2x     3x     4x     5x      

−0 γραμμή  0L      1     1     1      1     1  0   z−=  

η1 γραμμή  1L  

η2 γραμμή  2L  

η3 γραμμή  3L  

    2     3      1     0     0  

   1     5      1     1     0  

   5      2      1     0     1 
4
3
1
 

 

                                                              β54321 ΑΑΑΑΑ  

Μία εφικτή Βάση του Προβλήματος είναι προφανώς ο υποπίνακας  

( ) ( )543
0 ΑΑΑ=Β . 

Πολλαπλασιάζοντας την η1 γραμμή επί  1−  και προσθέτοντας το αποτέλεσμα στην  η2 γραμμή 

και την η3 γραμμή, βρίσκουμε νέα μορφή του Tableau Simplex:  
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     1x     2x     3x     4x     5x      

−0 γραμμή  0L      1     1     1      1     1  0   z−=  

η1 γραμμή  1L  

η2 γραμμή  2L  

η3 γραμμή  3L  

    2     3      1     0     0  

1−       2      0      1     0  

   3    1−      0      0     1  3
2
1
 

 

                                              β54321 ΑΑΑΑΑ  

όπου, όπως πριν, ο υποπίνακας  

( )543 ΑΑΑ=Β  

Είναι  πάλι  εφικτή  Βάση.  Παρατηρήστε  τώρα  ότι  οι  μη  Βασικές  στήλες  1Α   και  2Α   του  νέου 

Tableau περιέχουν ακριβώς τους αριθμούς  ( )k
ia . Για παράδειγμα, είναι 

.23
,32

5432

5431

Α−Α−Α=Α
Α+Α−Α=Α

 

Θα προχωρήσουμε τώρα στην εφαρμογή του Αλγορίθμου Simplex. Αφαιρώντας τις γραμμές 1,2 

και 3 από την γραμμή 0 του τελευταίου Tableau, λαμβάνουμε:  

       1x      2x     3x     4x     5x      

−0 γραμμή  0L      3−    3−     0     0      0   6− z−=  

η1 γραμμή  1L  

η2 γραμμή  2L  

η3 γραμμή  3L  

     2      3      1     0     0  

1−       2      0      1      0  

   3    1−      0      0     1 
3
2
1
 

5

4

3

x
x
x

=
=
=

 

                                                              ( )0
54321 XΑΑΑΑΑ  
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όπου η εφικτή Βασική λύση  ( )0X  σημειώνεται από τις συνιστώσες  543 ,, xxx  στο δεξιό τμήμα 

του Tableau και έχει κόστος  6=z . Στις διασταυρώσεις της  −0 γραμμής με τις στήλες  1Α  και 

2Α  έχουμε 

03~
1 <−=c  και  03~

2 <−=c , αντιστοίχως. 

Επιλέγοντας μεταξύ των δύο αυτών στηλών την  1Α , που έχει τον μικρότερο δείκτη, παίρνουμε 

( ) ( )210
1 =δ ,  και  οδηγώντας με οδηγό στοιχείο  το  ( ) 21

1 =a ,  καταλήγουμε στο  τελικό Tableau 

Simplex: 

     1x         2x           3x        4x     5x      

−0 γραμμή  0L     0       ( )23       ( )23     0      0   ( )29− z−=  

η1 γραμμή  1L  

η2 γραμμή  2L  

η3 γραμμή  3L  

  1       ( )23        ( )21     0     0  

  0       ( )27        ( )21      1     0  

  0    ( )211−   ( )23−     0     1 

23
25
21
 

5

4

1

x
x
x

=
=
=

 

                                                     ( )0
54321 XΑΑΑΑΑ  

το οποίο είναι και το βέλτιστο με κόστος  

( )
2
9,,,, 54321 =∗∗∗∗∗ xxxxxz . ■ 
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V.38.Παράδειγμα. ([Δάρας, 1995]) Να μεγιστοποιηθεί η παράσταση  

212 xx + , 

όταν οι μεταβλητές  1x  και  2x  ικανοποιούν τις Συνθήκες‐Υποθέσεις: 

.0,0
,5
,42
,232

21

21

21

21

≥≥
≤+
≤−
≤−

xx
xx
xx
xx

 

Λύση. Το Πρόβλημα αυτό μπορεί να τεθεί κατ’ αρχάς σε μορφή ελαχιστοποίησης, αλλάζοντας 

τα πρόσημα των συντελεστών της Αντικειμενικής Συνάρτησης, και ακολούθως σε τυπική μορφή, 

εισάγοντας τις μεταβλητές καθυστέρησης  43 , xx  και  5x : 

Να ελαχιστοποιηθεί η συνάρτηση  

( ) ,2, 2121 xxxxz −−=  

όταν οι μεταβλητές  4321 ,,, xxxx  και  5x  ικανοποιούν τις υποθέσεις: 

.0,0,0,0,0
,5
,42
,232

54321

521

421

321

≥≥≥≥≥
=++
=+−
=+−

xxxxx
xxx

xxx
xxx

 
Η οργάνωση του αντίστοιχου Tableau Simplex δίνει το εξής αποτέλεσμα: 

  54321 xxxxx      

−0 γραμμή  0L      2−     1−      0     0      0   0   z−=  

η1 γραμμή  1L  

η2 γραμμή  2L  

η3 γραμμή  3L  

       2     3−     1     0      0  

       2      1−     0     1      0  

      1        1    0     0       1  5
4
2
 

 

      1Α      2Α   543 ΑΑΑ  

Β ά σ η 
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  Επειδή οι συντελεστές των εκτός Βάσης μεταβλητών στην  −0 γραμμή 0L   (: οι συνιστώσες 

του  μειωμένου  κόστους  των  εκτός  Βάσης  μεταβλητών)  δεν  είναι  όλοι  0≥ ,  η  Βάση 

( )543 ,, ΑΑΑ ,  που  αντιστοιχεί  στις  μεταβλητές  καθυστέρησης  43 , xx   και  5x ,  δεν  είναι 

βέλτιστη.  Θα  επιχειρήσουμε  λοιπόν  μία  μετατόπιση  με  αλλαγή  της  Βάσης:  Προς  τούτο, 

επιλέγουμε  σαν  στήλη  που  θα  εισέλθει  στην  καινούργια  Βάση  (στήλη  sΑ )  την  εκτός  Βάσης 

στήλη που αντιστοιχεί στον μικρότερο δείκτη, δηλαδή την στήλη  1Α  (Η προτίμηση προς την εκτός 

Βάση  στήλη  με  τον  μικρότερο  δείκτη  δεν  είναι  συμπτωματική  αλλά,  σύμφωνα  με  τον  Αλγόριθμο  του 

Bland  (βλ.  [Δάρας 1995]),  σκόπιμη  και  ουσιαστικά  χρήσιμη.).  Η αντίστοιχη μεταβλητή  1x   θα  λάβει 

τότε μία τιμή  'ε  που θα είναι η μέγιστη τιμή τουε , όταν αυτό είναι συμβατό με το σύστημα:  

( ) .0,0,0
5

,42
,22

543

5

4

3

≥≥≥
=+
=+
=+

xxx
x

x
x

ε
ε
ε

 

  Συγκεκριμένα, η τιμή  'ε  θα είναι ακριβώς 

1
1
5,

2
4,

2
2min' =

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=ε

. 

  Μεταξύ όλων των στηλών  43 ,ΑΑ  και  5Α  της Βάσης  ( )543 ,, ΑΑΑ , που είναι υποψήφιες 

για να εξαχθούν από την Βάση αυτή, δηλαδή μεταξύ όλων των στηλών  σΑ  που είναι τέτοιες 

,ώστε 

1
1
5,

2
4,

2
2min' =

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=ε

, 
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επιλέγουμε εκείνη που αντιστοιχεί στον μικρότερο δείκτη σ , δηλαδή την  3Α . Προκειμένου να 

επιτύχουμε την νέα μορφή του Προβλήματος, με νέα Βάση τις νέες Στήλες  ( )541 ,, Α′Α′Α′ , αρκεί 

να  πραγματοποιήσουμε  στοιχειώδεις  πράξεις  μεταξύ  των  γραμμών  210 ,, LLL   και  3L   του 

αρχικού Tableau Simplex: 

.
2
1:,:,

2
1:,: 13

'
312

'
21

'
110

'
0 LLLLLLLLLLL −=−==+=

 

Θα λάβουμε το νέο Tableau: 

  54321 xxxxx      

−0 γραμμή  '
0L      2−     4−       1      0      0   2   z−=  

η1 γραμμή  '
1L  

η2 γραμμή  '
2L  

η3 γραμμή  '
3L  

      1  23−     21    0      0  

      0        2    1−       1      0  

      1     25   21−   0      1 
4
2
1
 

5

4

1

x
x
x

=
=
=

 

      '
1Α      '

2Α     '
3Α    '

4Α    '
5Α  

 

  Η άμεση ανάγνωση  του νέου Tableau Simplex  δείχνει ότι η  νέα  εφικτή Βασική λύση, που 

αντιστοιχεί στην νέα Βάση  ( )541 ,, Α′Α′Α′ , έχει συνιστώσες: 

4,2,0,0,1 54321 ===== xxxxx , 

με  2−=z . 

  Όμως και πάλι αυτή η λύση δεν είναι βέλτιστη, καθώς οι νέοι συντελεστές των εκτός Βάσης 
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μεταβλητών  στην  −0 γραμμή  '
0L   (:  οι  νέες  συνιστώσες  του  μειωμένου  κόστους  των  εκτός 

Βάσης μεταβλητών) δεν είναι όλοι  0≥ . Η στήλη που θα εισέλθει τώρα στην Βάση είναι η  2Α′ . Η 

αντίστοιχη μεταβλητή  2x  θα λάβει τότε μία τιμή  ε ′ , που θα είναι η μέγιστη τιμή του  ε , όταν 

αυτό ανταποκρίνεται στις: 

( ) .0,0,0

,4
2
5

,22

,1
2
3

541

5

4

1

≥≥≥

=+

=+

=+−

xxx

x

x

x

ε

ε

ε

 

Με άλλα λόγια το  'ε  θα είναι ακριβώς 

1
5
8,

2
2min' =

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=ε . 

  Μεταξύ όλων των στηλών  41 , Α′Α′  και  5Α′  της Βάσης  ( )541 ,, Α′Α′Α′ , που είναι υποψήφιες 

για να εξαχθούν από την Βάση αυτή, δηλαδή μεταξύ όλων των στηλών  σΑ′  που είναι τέτοιες 

,ώστε 

1
5
8,

2
2min' =

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=ε ,  

επιλέγουμε εκείνη που αντιστοιχεί στον μικρότερο δείκτη σ , δηλαδή την  4Α′ . Η Τρίτη έκδοση 

της μορφής του Προβλήματος, με νέα Βάση το σύνολο  ( )521 ,, Α′Α ′′Α′   επιτυγχάνεται μετά από 

κάποιες  στοιχειώδεις  πράξεις  μεταξύ  των  γραμμών  '
2

'
1

'
0 ,, LLL   και  '

3L   του  δεύτερου  Tableau 

Simplex: 
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.
4
5:,

2
1:,

4
3:,2: '

2
'
33

'
22

'
2

'
11

'
2

'
00 LLLLLLLLLLL −=″=″+=″+=″  

Θα λάβουμε το νέο Tableau: 

  54321 xxxxx    

−0 γραμμή 

0L ′′  
     0        0      1−          2       0   6   z−=  

η1 γραμμή  1L ′′  

η2 γραμμή  2L ′′  

η3 γραμμή  3L ′′  

     1        0    41−       43    0  

     0        1    21−       21     0  

     0        0      43     45−    1 

25

1 

23

1x=  

2x=  

5x=  

    
″Α1    

″Α2   
″Α3     

″Α4  
″Α5  

  Η  καινούργια  εφικτή  Βασική  λύση  ( )54321 ,,,, xxxxx ,  που  αντιστοιχεί  στην  νέα  Βάση 

( )521 ,, Α ′′Α ′′Α ′′  δίνεται με απλή ανάγνωση του τελευταίου Tableau: 

2
3,0,0,1,

2
5

54321 ===== xxxxx , 

με  6−=z . 

  Αυτή η λύση δεν είναι η βέλτιστη, αφού το μειωμένο κόστος της εκτός Βάσης μεταβλητής 

3x   είναι  01<− .  Έτσι,  είμαστε  αναγκασμένοι  να  προχωρήσουμε  σε  νέα  αλλαγή  Βάσης,  έτσι 

ώστε η στήλη 
″Α3  να εισέλθει στην νέα Βάση. Η αντίστοιχη μεταβλητή  3x  θα είναι ίση με  
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2
4

3
2

3
= , 

ενώ η στήλη 
″Α5  θα εξέλθει από την Βάση.  

  Η νέα μορφή του Προβλήματος, με νέα Βάση  ( )321 ,, Α ′′′Α ′′′Α ′′′  προκύπτει και πάλι μετά από 

στοιχειώδεις πράξεις μεταξύ των γραμμών  3210 ,,, LLLL ′′′′′′′′ : 

.
3
4:,

3
2:,

3
1:,

3
4: 33322211300 LLLLLLLLLLL ′′=′′′′′+′′=′′′′′+′′=′′′′′+′′=′′′  

Έτσι, θα λάβουμε: 

  54321 xxxxx    

−0 γραμμή 

0L ′′′  
   0        0        0          31        34   8   z−=  

η1 γραμμή  1L ′′′  

η2 γραμμή  2L ′′′  

η3 γραμμή  3L ′′′  

     1      0        0           31        31  

     0      1        0        31−       32  

     0      0        1        35−       34  

3

2

2  

1x=  

2x=  

3x=  

     1Α ′′′    2Α ′′′      3Α ′′′        4Α ′′′         5Α ′′′  

Η τελευταία εφικτή Βασική λύση 

0,0,2,2,3 54321 ===== xxxxx  
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με  κόστος  8−=z ,  είναι βέλτιστη,  γιατί  όλες οι  εκτός Βάσης μεταβλητές  (:  4x   και  5x )  έχουν 

μειωμένο κόστος  0≥ . ■ 

 

5.1.Δ.iv.  Ο Αλγόριθμος του Karmarcar 

  Γενικά,  η  εκτίμηση  της  πολυπλοκότητας  (:  complexity)  ενός Αλγορίθμου  είναι  η  μελέτη 

του  μέγιστου  αριθμού  στοιχειωδών  πράξεων  που  απαιτεί  ο  συγκεκριμένος  Αλγόριθμος  στις 

χειρότερες των περιπτώσεων εφαρμογής του. 

  Όπως αποδείχθηκε το 1972 από τους V. Klee και G. J. Minty, είναι δυνατή η κατασκευή 

Προβλημάτων  Γραμμικού  Προγραμματισμού  των  οποίων  η  επίλυση  μεσω  της  Μεθόδου 

Simplex απαιτεί την θεώρηση ενός αριθμού Ακροτάτων Σημείων της Εφικτής Περιοχής ο οποίος 

αυξάνεται  εκθετικά  ως  προς  το  Μέγεθος  του  Προβλήματος  (δηλαδή,  ως  προς  το  συνολικό 

πλήθος  μεταβλητών  και  Συνθηκών‐Υποθέσεων).  Η  πολυπλοκότητα  του  Αλγορίθμου  Simplex 

είναι λοιπόν εκθετική ([Klee Minty, 1972]). Εν τούτοις, παρά την άσχημη συμπεριφορά του στις 

χειρότερες των περιπτώσεων, η εμπειρία πιστοποιεί ότι ο Αλγόριθμος Simplex αποδεικνύεται 

αρκετά  αποτελεσματικός  κατά  την  μελέτη  και  επίλυση  μεγάλου  μέρους  Προβλημάτων 

Γραμμικού Προγραμματισμού πρακτικής φύσεως. 

  Ωστόσο,  η  αναγκαιότητα  εξασφάλισης  της  βεβαιότητας  επιτυχούς  διεκπεραίωσης 

οιουδήποτε  Προβλήματος  Γραμμικού  Προγραμματισμού  επέβαλε  την  επινόηση  άλλων 

Μεθόδων  των  οποίων  η  πολυπλοκότητα  θα  είναι  καλύτερη  από  την  πολυπλοκότητα  της 

Μεθόδου Simplex. 

  Η  εμφάνιση  το  1984  του  Αλγορίθμου  του  Karmarkar  για  την  επίλυση  Προβλημάτων 

Γραμμικού Προγραμματισμού προκάλεσε μεγάλη αίσθηση στην Μαθηματική κοινότητα, καθώς 
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ήταν ο πρώτος Αλγόριθμος πολυωνυμικής τάξης (δηλαδή πολυωνυμικής πολυπλοκότητας) που 

συναγωνιζόταν  ευθέως  την Μέθοδο  Simplex  σε  προβλήματα  πραγματικού  περιεχομένου  και 

ενδιαφέροντος  ([Karmarkar, 1984],  [Adler Resende Veiga, 1986],  [Δάρας, 2002/I], 

[Goldfarb Mehrotra, 1988],  [Tomlin, 1987]).  Είχε  προηγηθεί,  το  1979,  ο  Ελλειψοειδής 

Αλγόριθμος  του  Khachiyan  ο  οποίος,  αν  και  είχε  επίσης  πολυωνυμική  πολυπλοκότητα,  είχε 

μόνον  θεωρητικό  ενδιαφέρον  κυρίως  λόγω  των  διογκομένων  μετατροπών  που  επέβαλε  στο 

αρχικό πρόβλημα ([Karloff, 1991]). Όπως και ο Ελλειψοειδής Αλγόριθμος, έτσι και ο Αλγόριθμος 

του  Karmarkar,  που  φέρει  επίσης  και  την  ονομασία  Προβολικός  Αλγόριθμος,  αγνοεί  σχεδόν 

τελείως την συνδυαστική δομή του εκάστοτε Προβλήματος. 

  Ο πολυωνυμικής  τάξης  Ελλειψοειδής Αλγόριθμος παράγει  μία  ακολουθία σημείων που 

βρίσκονται στο  εξωτερικό μέρος  της Εφικτής περιοχής  του Προβλήματος. Πρόκειται,  δηλαδή, 

για  μία  “Μέθοδο  Εξωτερικού  Σημείου”.  Αντίθετα,  ο  Αλγόριθμος  του  Karmarcar  είναι  μία 

“Μέθοδος  Εσωτερικού  Σημείου”,  γιατί  παράγει  μία  ακολουθία  σημείων  που  βρίσκονται  στο 

εσωτερικό  μέρος  της  Εφικτής  περιοχής  και  των  οποίων  τα  κόστη  των  Αντικειμενικών 

Συναρτήσεων  πλησιάζουν  διαδοχικά  το  βέλτιστο  κόστος.  Στο  τέλος  υποδεικνύει  έναν 

μηχανισμό μεταπήδησης σε μία κορυφή του πολυτόπου που αναπαριστά την Εφικτή περιοχή, 

επί της οποίας το κόστος της Αντικειμενικής Συνάρτησης δεν θα είναι μεγαλύτερο από αυτό του 

τελευταίου σημείου της ακολουθίας. Το κόστος αυτό θα είναι το βέλτιστο. Επισημαίνουμε ότι η 

Μέθοδος Simplex παράγει τις κορυφές του πολυτόπου της Εφικτής περιοχής του Προβλήματος 

αναζητώντας  σε  κάθε  στάδιο  παραγωγής  την  κορυφή  εκείνη  στην  οποία  υλοποιείται  το 

βέλτιστο κόστος. 

 

V.39.ΠρογράμματαΤυπικής  Μορφής  Karmarkar.  Ο  αυθεντικός  Αλγόριθμος  του  Karmarcar 

επιλύει  μόνον  ορισμένα  Προβλήματα  Γραμμικού  Προγραμματισμού,  εκείνα  τα  οποία 
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ονομάζονται  Προγράμματα  Τυπικής  Μορφής  Karmarkar.  Πρόκειται  για  συνηθισμένα 

Προβλήματα Γραμμικού Προγραμματισμού τέτοια ώστε: 

(i). το σύνολο Π  όλων των Εφικτών λύσεων του Προβλήματος είναι της μορφής: 

{ ∈=Ω X: Rn } { ∈=Δ∩=Α XX :0: Rn }1,0: =≥ ∑
j

jxX  

και περιέχει το κέντρο  

( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

Τ

nn
a 1,,1:0 L (1)Τ/ n  

του συμπλόκου Δ , 

(ii). κάθε μία Εφικτή λύση  Π∈X  του Προβλήματος έχει μη αρνητικό κόστος: 

0≥ΤXC . 

  Ο  σκοπός  του  Αλγορίθμου  του  Karmarkar  έγκειται  στον  προσδιορισμό  ενός  σημείου 

( ) Π∈0X  με μηδενικό κόστος: 

( ) 00 =ΤXC . 

Εάν δεν υπάρχει τέτοιο σημείο, τότε ο Αλγόριθμος πρέπει να αποφαίνεται την ανυπαρξία αυτή. 

  Όπως συνήθως, το σύμβολο Α  έχει δεσμευθεί για τον συμβολισμό ενός  ( )nm×  πίνακα: 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=Α

nmmm

n

n

aaa

aaa
aaa

,2,1,

,22,21,2

,12,11,1

L

MOMM

L

L
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του  οποίου  τα  στοιχεία  jia ,   υποτίθεται  ότι  είναι  ακέραιοι  αριθμοί.  Ακόμη,  το  σύμβολο  ΤC  

αναπαριστά  τον πίνακα‐γραμμή  ( )nccc ,...,, 21   που προκύπτει μετά από  την αναστροφή ενός 

δοθέντος διανύσματος‐στήλης: 

∈

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nc

c
c

C
M
2

1

Rn, 

ενώ η ανισότητα  0≥X  για ένα διάνυσμα: 

∈

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nx

x
x

X
M
2

1

Rn, 

σημαίνει ότι  0,...,0,0 21 ≥≥≥ nxxx . Χωρίς βλάβη της γενικότητας, θα υποθέτουμε πάντα ότι 

οι  ( )1+m  εξισώσεις του συστήματος των Συνθηκών‐Υποθέσεων: 

0,0 ≥=Α XX ,  

⇔=∑
−

(1
1

n

j
jx 1Τ )1=X  

είναι  γραμμικά  ανεξάρτητες  μεταξύ  τους,  επειδή  μπορούμε  πάντα  να  παραλείπουμε  τις 

πλεονάζουσες γραμμικά εξαρτημένες γραμμές του Α . 

  Παρά το γεγονός ότι τα Προβλήματα Γραμμικού Προγραμματισμού που έχουν την Τυπική 

Μορφή Karmarkar αποτελούν μόνον μία ειδική περίπτωση της γενικής διατύπωσης, θα δούμε, 

αμέσως  μετά  την  ολοκλήρωση  της  περιγραφής  του  Αλγορίθμου  του  Karmarkar,  ότι  κάθε 
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Πρόβλημα Γραμμικού Προγραμματισμού μπορεί να μετατραπεί σε ένα Πρόγραμμα Τυπικής 

Μορφής  Karmarkar.  Εάν  μάλιστα  συνυπολογισθεί  η  ευχέρεια  υλοποίησης  μίας  τέτοιας 

μετατροπής  μέσω  ενός  προγράμματος  πολυωνυμικής  τάξης,  τότε  μπορούμε  αβίαστα  να 

εκτιμήσουμε ότι  τα Προγράμματα Τυπικής Μορφής Karmarkar  βρίσκονται στον  γεννεσιουργό 

πυρήνα μίας  γενικής θεώρησης  και ότι  δικαιολογημένα  εδράζουν στην αφετηρία  της μελέτης 

που πρόκειται να ακολουθήσει. ■ 

 

V.40.Ο Αλγόριθμος του Karmarkar.  Θα δώσουμε τώρα την περιγραφή του Αλγορίθμου του 

Karmarkar  για  την  επίλυση  Προβλημάτων  Γραμμικού  Προγραμματισμού  που  έχουν  την 

Τυπική  Μορφή  Karmarkar.  Όπως  και  στην  περίπτωση  του  Αλγορίθμου  Simplex,  θα 

προσπεράσουμε  την  σχετική  ανάλυση  και  θεωρητική  τεκμηρίωση  του  Αλγορίθμου  και  θα 

προτιμήσουμε να περιοριστούμε στην απλή παράθεσή του. Ο ενδιαφερόμενος για περαιτέρω 

μελέτη  αναγνώστης  παραπέμπεται  στις  Βιβλιογραφικές  Αναφορές  [Δάρας, 2002/Ι], 

[Goldfarb Todd, 1989] και [Karloff, 1991]. 

  Για  την  παρουσίαση  του  Πλαισίου  Εργασίας  του  Αλγορίθμου,  θα  χρειασθούμε  τα  εξής 

βοηθητικά μεγέθη: 

  Για οποιοδήποτε πραγματικό αριθμό α  που περιέχεται γνησίως μεταξύ των αριθμών  0  

και  ( )21 , θέτουμε: 

( )0
1

:
2

>
−

−=
α

ααδ . 

(Η σημασία της επιλογής του α  να κυμαίνεται γνησίως μεταξύ  0  και  ( )21  οφείλεται στο ότι, 

για κάθε  ( )] [21,0∈α  και αντίστοιχη επιλογή του δ , ο Αλγόριθμος του Karmarkar εξελίσσεται 

με ταχύτητα πολυωνυμικής τάξης.)  
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  Επίσης, θεωρούμε το Μέγεθος (: Size) του Προβλήματος: 

( ) [ ] [ ]nnpnmL 22 loglog1: +++= , 

όπου  p  είναι το γινόμενο όλων των μη μηδενικών αριθμών των δεδομένων του Προβλήματος 

(δηλαδή,  όλων  των  μη  μηδενικών  αριθμών  του  πίνακα  Α   και  όλων  των  μη  μηδενικών 

συνιστωσών του διανύσματος C ).  

  Τέλος, ορίζουμε την συνάρτηση δυναμικού  f  σύμφωνα με τον Τύπο:  

( ) ( ) ( )( )0,...,,,,
...

ln: 21
1

>=Π∈
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
= Τ

Τ

n
n

n

xxxXX
xx
XCXf . 

Ο  ρόλος  της  είναι  καθαρά  ενδιάμεσος  και  έγκειται  στην  ποσοτικοποίηση  της  εκτίμησης  της, 

κατά τα διάφορα διαστήματα, επιτευχθείσας προόδου. 

  Δίνουμε  αμέσως  το  κύριο  σώμα  του  Αλγορίθμου  του  Karmarkar.  Ο  Αλγόριθμος 

προκειμένου να  κατασκευάσει  το  επόμενο σημείο  της ακολουθίας  των  εσωτερικών σημείων, 

επικαλείται μία Function (: Υποπρόγραμμα) Φ  της οποίας ο κώδικας έχει εν συντομία ως εξής: 

Η Φ  λαμβάνει ως δεδομένο ένα σημείο  Π∈a  θετικού κόστους και παράγει ένα θετικό σημείο 

( ) Π∈Φ a . Εάν προϋποτεθεί ότι το βέλτιστο κόστος του Προβλήματος είναι μηδενικό,  τότε το 

κόστος του  ( )aΦ  ή θα είναι ίσο με μηδέν ή θα είναι τέτοιο ώστε  

( )( ) ( ) δ−≤Φ afaf . 
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Ο ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ΤΟΥ KARMARKAR 

ΒΗΜΑ 1ο: Έστω  

( ) ( )

n
aX 1: 00 == 1Τ  

και 

( )[ ]δLn2:=Κ  (: το άνω φράγμα του αριθμού των επαναλήψεων). 

Εάν  ( ) 00 =ΤXC ,  τότε να τυπωθεί η φράση: <<Το  ( )0X   είναι ένα σημείο 

μηδενισμού του κόστους>> και να σταματήσει η εκτέλεση του Αλγορίθμου. 

Σε διαφορετική περίπτωση 

ΒΗΜΑ 2ο: Για  Κ= ,...,2,1k : 

 Να χρησιμοποιηθεί η FunctionΦ  για την παραγωγή του σημείου 

( ) ( )( )1−Φ= kk XX . 

● Εάν  ( ) 0=Τ kXC , τότε να τυπωθεί η φράση: <<Το  ( )kX  είναι ένα 

σημείο μηδενισμού  του κόστους>>  και  να σταματήσει η  εκτέλεση 

του Αλγορίθμου. 
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● Εάν  

( )( ) ( )( ) δ−> −1kk XfXf , 

τότε να τυπωθεί η φράση: <<Το βέλτιστο κόστος είναι θετικό>> και 

να σταματήσει η εκτέλεση του Αλγορίθμου. 

ΒΗΜΑ 3ο: Να βρεθεί μία κορυφή V  της Εφικτής περιοχής Π  του Προγράμματος  

Τυπικής Μορφής Karmarkar με κόστος  VC Τ  όχι μεγαλύτερο του κόστους 
( )ΚΤXC   του  σημείου  ( )ΚX   (Για  τον  προσδιορισμό  μίας  τέτοιας  κορυφής 

βλέπε Παρατήρηση V.42, σελ.103 παρακάτω). 

Να  τυπωθεί  η  φράση:<<To  V   είναι  ένα  σημείο  μηδενισμού  του 

κόστους>>. 

 

ΤΟ ΥΠΟΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ Φ(α) (: FUNCTION Φ(α) )  

(<<Όταν 

( ) 0,,...,1 >Π∈= Τ aaaa n  και  0>ΤaC , 

 το  παραγόμενο,  μέσω  του  Υποπρογράμματος  αυτού,  σημείο  ( )ab Φ=   βρίσκεται 

μέσα στο σύνολο Π  και είναι επίσης  0> . Εάν το ελάχιστο κόστος είναι μηδέν, τότε, 

για το παραγόμενο σημείο b , ή θα ισχύει η ισότητα  

0=ΤbC  

ή ισχύει η ανισότητα  

( ) ( ) δ−≤ afbf .>>) 
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ΒΗΜΑ 1ο: Έστω ο διαγώνιος πίνακας 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=Μ

na

a
a

L

MOMM

L

L

00

00
00

: 2

1

. 

Για κάθε  

( ) ∈= Τ
nxxxX ,...,, 21 Rn και  ( ) ∈= Τ

nxxxX ~,...,~,~~
21 Rn 

τέτοια ώστε 

1Τ 01 ≠=Μ ∑−

j j

j

a
x

X  και 1Τ 0~~1 ≠=Μ ∑−

j
jj axX , 

θέτουμε  

( ) ( /: 1XXT −Μ=α 1Τ )X1−Μ  και  ( ) ( /~:~ 11 XXT −− Μ=α 1Τ )X~1−Μ . 

ΒΗΜΑ 2ο: Έστω 

CC Μ=:~
. 

ΒΗΜΑ 3ο: Κατασκευάζουμε τον  ( ) nm ×+1  πίνακα Q  αναγράφοντας την γραμμή  

1Τ ( )1...,,1,1=  κάτω ακριβώς από τον  nm×  πίνακα  ΜΑ : 

( )⎥⎦
⎤

⎢
⎣

⎡ ΜΑ
=

1,...,1,1
Q . 

(Σχόλιο: Στα αμέσως επόμενα Βήματα 4, 5 και 6 του παρόντος Υποπρογράμματος, θα 

προσδιορίσουμε ένα σημείο 

Ω∩Δ=Π∈ ~:~~b , με  { ∈=Ω X~~
Rn }0~: =ΜΑ X , 
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τέτοιο ώστε 

( ) ( )( ) δ−≤ 0~~~ afbf , με  ( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

Τ

n

n

yy
YCYf

...

~
ln~

1

, 

ελαχιστοποιώντας την γραμμική συνάρτηση  

YC Τ~
, για  ( ) Ω′∩⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈ ~,0

n
aBY α

. 

Εδώ το σύμβολο ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

n
aB α,0  αναπαριστά την κλειστή μπάλα με κέντρο το  ( )0a  και 

ακτίνα  nα , ενώ το σύμβολο Ω′~
αναπαριστά το σύνολο { ∈X Rn: 1T } Ω∩= ~1X . 

Η διαδικασία αυτή είναι μία σχετικά εύκολη διαδικασία, επειδή το σύνολο Ω′~
 είναι 

ένας γραμμικός χώρος και επειδή το σημείο  ( )0a  ανήκει στον χώρο αυτόν.) 

ΒΗΜΑ 4ο: Έστω  pC
~

 η προβολή του σημείου C~  επί του πυρήνα  ( )QKer  του πίνα‐ 

κα Q : 

( ) CQQQQCCp
~~:~ 1−ΤΤ−= . 

(Σχόλιο: Αποδεικνύεται ότι ο πίνακας  ΤQQ  είναι αντιστρέψιμος και ότι, επί πλέον, 

το σημείο  pC
~

είναι όντως η προβολή του σημείου C~  επί του πυρήνα  ( )QKer  του 

πίνακα Q .) 

ΒΗΜΑ 5ο: Εάν  0~
=pC , θέτουμε  

0:
~~

=pC . 

Σε  διαφορετική  περίπτωση,  θεωρούμε  το  μοναδιαίο  διάνυσμα  κατά  την 

ίδια διεύθυνση με αυτήν του  pC
~

: 
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p

p
p

C

C
C ~

~
:

~~
= . 

ΒΗΜΑ 6ο: Ορίζουμε το σημείο b~ , λαμβάνοντας διάστημα μήκους  nα  επί της  

ημιευθείας  που  αρχίζει  από  το  σημείο  ( )0a   και  κατευθύνεται  κατά  την 

διεύθυνση του διανύσματος   pC
~~

− : 

( )
pCn

ab
~~:~ 0 α

−= . 

(Σχόλιο:  Αποδεικνύεται  ότι  το  κατ’  αυτόν  τον  τρόπο  οριζόμενο  σημείο  b~  

ελαχιστοποιεί την συνάρτηση  YC Τ~
 υπεράνω όλων των  

( ) Ω′∩⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈ ~,0

n
aBY α

.) 

ΒΗΜΑ 7ο: Εφαρμόζουμε τώρα τον αντίστροφο μετασχηματισμό  1−
aT  του  aT  επί  

του σημείου b~  για να προσδιορίσουμε το ζητούμενο σημείο b : 

/~: bb Μ= 1Τ b~Μ . 

(Σχόλιο: Αποδεικνύεται ότι το σημείο  b  είναι πράγματι το ζητούμενο σημείο, υπό 

την έννοια ότι εάν το Πρόβλημα έχει σημείο στο οποίο το κόστος μηδενίζεται τότε ή 

το κόστος μηδενίζεται στο b  ή ισχύει η ανισότητα  

( ) ( ) δ−≤ afbf .) 
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V.41.Μετατροπή  τυχαίου  Προβλήματος  Γραμμικού  Προγραμματισμού  σε  Πρόγραμμα 

Τυπικής Μορφής Karmarkar Η  όλη  μέχρι  τώρα  παρουσίαση  του  Αλγορίθμου  του  Karmarkar 

αφορούσε στην  εφαρμογή  του  για  την  επίλυση    μ  ό  ν  ο  ν    Προγραμμάτων  Τυπικής Μορφής 

Karmarkar.  Ο  περιορισμός  αυτός  ήταν,  όπως  ήδη  τονίσαμε,  αναγκαίος,  αφού  οι  ίδιες  οι 

δυνατότητες  του  συγκεκριμένου  Αλγορίθμου  δεν  μπορούν  να  προσαρμοσθούν  στην  γενική 

περίπτωση. Όμως, στην παρούσα Παράγραφο, θα διαπιστώσουμε ότι οποιοδήποτε Πρόβλημα 

Γραμμικού  Προγραμματισμού  μπορεί  να  μετατραπεί  σε  Πρόγραμμα  Τυπικής  Μορφής 

Karmarkar και έτσι, υπ’ αυτήν την έννοια, ο Αλγόριθμος του Karmarkar μπορεί να θεωρείται ως 

γενικότατος. 

  Όπως  αποδεικνύεται  εύκολα,  για  να  επιλύσουμε  ένα  τυχαίο  Πρόβλημα  Γραμμικού 

Προγραμματισμού, αρκεί να επιλύσουμε ένα αντίστοιχο Πρόβλημα Γραμμικών Ανισοτήτων: 

“Να βρεθεί, εφόσον υπάρχει, ένα  0>X  (ή  0<X ) τέτοιο ώστε  Β≤ΑX . Εάν 

δεν  υπάρχει  τέτοιο  X ,  τότε  η  ανυπαρξία  αυτή  να  προκύπτει  και  να 

αναφέρεται.” 

  Είναι  σαφές  πως  αντικαθιστώντας  τις  συνιστώσες  jx   του  X   με  διαφορές  του  τύπου 

−+ − jj xx   (όπου  0≥+
jx   και  0≥−

jx )  και εισάγοντας μεταβλητές καθυστέρησης  το παραπάνω 

Πρόβλημα μπορεί να μετατραπεί σε ένα Πρόβλημα της μορφής: 

“Να  βρεθεί,  εφόσον  υπάρχει,  ένα  0≥X   τέτοιο  ώστε  Β=ΑX .  Εάν  δεν 

υπάρχει τέτοιο  X , τότε η ανυπαρξία αυτή να προκύπτει και να αναφέρεται.” 

  Εάν  ένα  Πρόβλημα  Γραμμικού  Προγραμματισμού  είναι  Εφικτό  (εάν  δηλαδή  το  σύνολο 

{ }Β=Α≥ XX :0   είναι  μη  κενό),  τότε  έχει  μία  Βασική  εφικτή  λύση  της  οποίας  κάθε 
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συνιστώσα είναι,  κατ’ απόλυτη τιμή,    τ ο   π ο λ ύ    ίση με  L2 , όπου  L   είναι  το μέγεθος  του 

Προβλήματος.  

  Ας  υποθέσουμε  ότι  ο  πίνακας  Α   είναι  ένας  ( )rm×   πίνακας  και  έστω  LrK 2:= .  Τότε, 

μπορούμε να επισυνάψουμε στις ήδη υπάρχουσες Συνθήκες‐Υποθέσεις του Προβλήματος και 

την επόμενη:  

Kxxx r ≤+++ ...21  

χωρίς  να  διαταραχθεί  το  περιεχόμενο  του  Προβλήματος.  Θεωρώντας  μάλιστα  μία  ακόμα 

μεταβλητή καθυστέρησης  1+rx , η τελευταία νέα Συνθήκη‐Υπόθεση διαμορφώνεται ως εξής:  

Kxxxx rr =++++ +121 ...  

και αντιστοίχως, το όλο Πρόβλημα όπως ακολούθως:  

( ) 0,,...,,
...

121

121

≥=
=++++

Β=Α

+

+

rr

rr

xxxxX
Kxxxx

X
 

όπου  ο  πίνακας  Α   έχει  πλέον  διογκωθεί  (σε  σχέση  με  προηγουμένως)  κατά  μία  στήλη  που 

περιέχει μόνον μηδενικά στοιχεία. Θέτοντας  

X
K

X 1:=′ , 

το ίδιο Πρόβλημα γράφεται:  

( )
1... 121 =′+′++′+′

Β=′Α

+rr xxxx
XK

 

0≥′X  
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και έτσι αρκεί να προσδιορισθεί ένα Εφικτό σημείο του συστήματος των Συνθηκών‐Υποθέσεων: 

( )

0
1... 121

≥
=++++

Β=Α

+

X
xxxx

XK

rr  

(όπου,  για  λόγους  απλοποίησης  των  συμβολισμών,  παραλείψαμε  τους  τόνους)  και  μετά  να 

πολλαπλασιασθεί το αποτέλεσμα με  K . Εάν τώρα, για κάθε  mi ,...,2,1= , αφαιρέσουμε την 

Συνθήκη‐Υπόθεση  1... 121 =+++= +
Τ

rxxxXe   −iβ φορές από την  −i γραμμή της εξίσωσης 

( ) Β=Α XK , το σύστημα γίνεται: 

0
1...

0

121

≥
=++++

=Ζ

+

X
xxxx

X

rr  

για κάποιον  α κ έ ρ α ι ο   ( )1+× rm  πίνακα  Ζ . Και εάν εισάγουμε μία νέα μεταβλητή  λ  έτσι 

ώστε  το  σημείο  ( )0a   να  είναι  ένα  αρχικό  Εφικτό  σημείο,  οδηγούμαστε  σ’  ένα  Πρόβλημα 

Γραμμικού Προγραμματισμού της μορφής: 

λmin  

όταν  

ZX (λ−Ζ 1 0) =  

0,0,...,0,0
1...

121

121

≥≥≥≥
=+++++

+

+

λ
λ

r

rr

xxx
xxxx

 

το οποίο έχει μηδενικό βέλτιστο κόστος εάν και μόνον εάν το αρχικό πρόγραμμα είναι Εφικτό.  

  Μπορούμε εύκολα να επαληθεύσουμε ότι το σημείο: 
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2
1... 121 +

====== + r
xxxx rr λ  

είναι ένα εφικτό σημείο εκκίνησης.  

  Έτσι,  καταλήξαμε  σ’  ένα Πρόγραμμα  Τυπικής Μορφής  Karmarkar  ως  προς  τις  2+= rn  

μεταβλητές  λ,,...,, 121 +rxxx   και  η  επιδιωκόμενη  μετατροπή  του  αρχικού  Προβλήματος 

Γραμμικού Προγραμματισμού ολοκληρώθηκε. 

  Η  όλη προηγηθείσα μετατροπή απαίτησε μόνον  έναν πολυωνυμικό αριθμό στοιχειωδών 

αριθμητικών πράξεων και το μέγεθος του τελικού Προγράμματος είναι φραγμένο από ένα άλλο 

πολυώνυμο  ως  προς  την  μεταβλητή  που  αντιπροσωπεύει  το  μέγεθος  του  αρχικού 

Προβλήματος. 

  Ας σημειωθεί ότι ο παραπάνω τρόπος δεν είναι και ο πιο αποτελεσματικός που  

έχει βρεθεί για την συζητηθείσα μετατροπή, καθώς υπάρχουν παρόμοια σχήματα τα  

οποία αποδίδουν άλλα μικρότερα Προγράμματα Τυπικής Μορφής Karmarkar. ■ 

 

V.42. Παρατήρηση.  (Συμπλήρωμα στο ΒΗΜΑ 3ο  του Αλγορίθμου  του Karmarkar:Κατασκευή 

μίας  κορυφής  της  Εφικτής  περιοχής  Προγράμματος  Τυπικής  Μορφής  Karmarkar  επί  της 

οποίας  το  Πρόγραμμα  επιλύεται)  Το  τελευταίο  ΒΗΜΑ  του  δοθέντος  στην  σελίδα  96 

Αλγορίθμου του Karmarkar αξίωσε  τον προσδιορισμό μίας κορυφής  V   της Εφικτής περιοχής 

επί  της οποίας η Αντικειμενική  Συνάρτηση  του Προγράμματα Τυπικής Μορφής Karmarkar  θα 

έχει  κόστος μικρότερο από  το  κόστος που θα έχει  λάβει η  ίδια Αντικειμενική  Συνάρτηση στο 

τελευταίο σημείο  ( )ΚX  του προηγούμενου ΒΗΜΑΤΟΣ (υπό την προϋπόθεση ότι η εκτέλεση του 

ΒΗΜΑΤΟΣ αυτού δεν θα έχει διακοπεί νωρίτερα).  
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  Ο προσδιορισμός μίας  τέτοιας  κορυφής δεν  είναι  μία προφανής διαδικασία,  και  για  τον 

λόγο αυτόν θα στρέψουμε τώρα την προσοχή μας στο θέμα αυτό. Κατ’ αρχάς, θα χρειασθούμε 

κάποιες αρχικές έννοιες. 

  Η πρώτη τέτοια έννοια επαναφέρει το ζήτημα της κυρτότητας που συναντήσαμε για πρώτη 

φορά στην Παρατήρηση V.23. Εάν  ∈X Rn,  ∈Y Rn και  ∈Z Rn και εάν 

( )YXZ λλ −+= 1  για κάποιο  [ ]1,0∈λ , 

τότε  το  Z   είναι  ένας  κυρτός  συνδυασμός  των  X   και  Y .  Γενικότερα  το  σημείο  ∈Z Rn 

αποτελεί έναν κυρτό συνδυασμό (: convex combination) των σημείων  ( ) ( ) ( ) ∈κXXX ,...,, 21 Rn 

εάν 

( )v

v
v XZ ∑

=

=
κ

λ
1

 για κάποια  0≥vλ  τέτοια ώστε  1
1

=∑
=

κ

λ
v

v . 

Όταν  μάλιστα  το  Z   είναι  δυνατόν  να  γραφεί  ως  κυρτός  συνδυασμός  ορισμένων  σημείων 

( ) ( ) ( ) ∈κXXX ,...,, 21 Rn και ταυτόχρονα αποκλείεται το  Z  να είναι κάποιο από τα σημεία αυτά 

(δηλαδή,  ( ) κ,...,2,1=∀≠ vXZ v ), τότε λέμε ότι το  Z  συνιστά έναν γνήσιο κυρτό συνδυασμό 

των  ( ) ( ) ( )κXXX ,...,, 21 . 

  Ένα υποσύνολο του Rn, που ταυτίζεται με το σύνολο των κυρτών συνδυασμών οιονδήποτε 

σημείων του, καλείται κυρτό (: convex). Με άλλα λόγια, ένα υποσύνολο του Rn λέγεται κυρτό, 

εάν,  για  οποιαδήποτε  δύο  σημεία  X   και  Y   μέσα  στο  υποσύνολο  αυτό,  κάθε  κυρτός 

συνδυασμός  ( )YX λλ −+ 1   ( [ ]1,0∈λ )  των  σημείων  αυτών  βρίσκεται  επίσης  μέσα  στο 

υποσύνολο (ή, ισοδύναμα, το ευθύγραμμο τμήμα:  

[ ] ( ) [ ]{ }1,0:1:, ∈−+== λλλ YXZYX  

που ενώνει τα σημεία  X  και Y  περιέχεται εξ ολοκλήρου μέσα στο εν λόγω υποσύνολο). 
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  Κλασσικό παράδειγμα κυρτού υποσυνόλου του Rn αποτελεί κάθε περίπτωση πολυέδρου. 

Ένα πολύεδρο είναι, εξ ορισμού, η τομή πεπερασμένου πλήθους ημιχώρων 

( ){ ∈== Τ
nj xxxXG ,...,, 21 Rn ( ) ( )

jn
j
n

j xaxa β≥++ ...: 11  με  ( )

⎭
⎬
⎫

≠∑
=

n

v

j
va

1

0 . 

Κάθε φραγμένο και μη κενό πολύεδρο ονομάζεται πολυτόπος. 

  Στο  επίκεντρο  της  προβληματικής  του  Γραμμικού  Προγραμματισμού,  θεμελιώδες 

ενδιαφέρον παρουσιάζουν τα πολύεδρα της μορφής: 

{ ∈= XP Rn }0,: ≥Β≤Α XX  

όπου  ( )nΑΑΑ=Α ,...,, 21   είναι  ( )nm×   πίνακας  με  στοιχεία  πραγματικούς  αριθμούς  και 

όπου  ( ) ∈=Β Τ
mβββ ,...,, 21 Rm.  Τα  συγκεκριμένα  πολύεδρα  σχηματίζονται  από  την  τομή 

πεπερασμένου πλήθους ημιυπερεπιπέδων της μορφής: 

=+
jH { ∈X Rn ( ) } ( )mjXX jj ,...,2,10,: =≥≤Α Τ β  

όπου  ∈Α j Rn.  

  Ένα  σημείο  PV ∈   λέγεται  κορυφή  (ή  ακραίο  σημείο  )  του  P ,  εάν  δεν  είναι  γνήσιος 

κυρτός  συνδυασμός  σημείων  του  P .  Ισχύει  ο  ακόλουθος  χρήσιμος  χαρακτηρισμός  των 

κορυφών πολυέδρου: Όταν  nm ≥ , το σημείο  PV ∈  είναι μία κορυφή του πολυέδρου  P  εάν 

και μόνον εάν υπάρχουν  n  γραμμικά ανεξάρτητες ανισότητες μεταξύ των  m  ανισοτήτων 

που  ορίζει  το  σύστημα  Β≤ΑX: ,  οι  οποίες  ικανοποιούνται ως  ισότητες  από  το  διάνυσμα 

V ([Δάρας, 2002/Ι], σελ.97).  

  Αξίζει να σημειωθεί πως, επειδή κάθε ισότητα μπορεί να θεωρείται ότι σχηματίζεται από 

ένα  ζεύγος ανισοτήτων,  το προαναφερθέν αποτέλεσμα  ισχύει  επεκτεινόμενο ακόμα  και στην 
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περίπτωση κατά την οποία το πολύεδρο  P  ορίζεται ως ένα σύνολο σημείων του Rn τα οποία 

ικανοποιούν ταυτόχρονα ένα σύστημα ανισοτήτων και ένα σύστημα ισοτήτων.  

  Ας  δώσουμε  αμέσως  δύο  θεωρητικές  εφαρμογές  του  αποτελέσματος  αυτού  στην 

περίπτωση ενός Προβλήματος Γραμμικού Προγραμματισμού τυπικής μορφής: 

( ),min XC Τ  

όταν 

nmX ×ΑΒ=Α :  πίνακας 

0≥X . 

  Οι  εφαρμογές  αυτές  δίνονται  υπό  μορφή  Προτάσεων  και  εξασφαλίζουν  την  θεωρητική 

ορθότητα της εγερθείσας αξίωσης στο ΒΗΜΑ 3ο του Αλγορίθμου του Karmarkar. (Οι συναφείς 

αποδείξεις βρίσκονται στις σελίδες 99‐100 της Βιβλιογραφικής Αναφοράς [Δάρας, 2002/Ι]). 

 Πρόταση  1.  Δοθέντος  του  ανωτέρω  Προβλήματος  Γραμμικού 

Προγραμματισμού τυπικής μορφής, ας υποθέσουμε ότι το σημείο  Χ  ανήκει 

στην Εφικτή Περιοχή  { ∈= XF Rn }0,: ≥Β=Α XX  του Προβλήματος. Τότε 

● ή θα υπάρχει κορυφή V  του πολυέδρου  F  τέτοια ώστε 

( ) ( )Χ≤ ΤΤ CVC  

● ή το ανωτέρω Πρόβλημα Γραμμικού Προγραμματισμού τυπικής 

μορφής θα είναι μη φραγμένο. 

 Πρόταση 2.(Πόρισμα της Πρότασης 1) Εάν υπάρχει  ∈μ R τέτοιο ώστε 

( )Χ≤ ΤCμ  για κάθε  F∈Χ , 

τότε  υπάρχει  μία  βέλτιστη  κορυφή  V του  F   επί  της  οποίας  το  ανωτέρω 

Πρόβλημα Γραμμικού Προγραμματισμού τυπικής μορφής επιλύεται. 
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  Ωστόσο, για τις υπολογιστικές ανάγκες του 3ου ΒΗΜΑΤΟΣ στον Αλγόριθμο του Karmarkar, 

παρουσιάζει  ιδιαίτερο  ενδιαφέρον  ο  τρόπος  με  τον  οποίο  μπορεί  να  κατασκευασθεί  μία 

κορυφή  V   του  πολυέδρου  F   τέτοια  ώστε  ( ) ( )Χ≤ ΤΤ CVC   (,  εφόσον  φυσικά  το  ανωτέρω 

Πρόβλημα Γραμμικού Προγραμματισμού τυπικής μορφής είναι μη φραγμένο).  

  Καθώς  η  παράθεση  της  σχετικής  ύλης  του  παρόντος  Εδαφίου  αποσκοπεί  μόνον  στην 

περιγραφή  βασικών  Αλγορίθμων  Γραμμικού  Προγραμματισμού,  και  όχι  στην  θεωρητική 

ανάλυσή  τους,  θα  προχωρήσουμε  στην  παρουσίαση  του  τρόπου  με  τον  οποίο  μπορεί  να 

κατασκευασθεί μία τέτοια κορυφή V . 

  Προς τούτο, ας υποθέσουμε ότι το σημείο Χ  ανήκει στην Εφικτή Περιοχή  

{ ∈= XF Rn }0,: ≥Β=Α XX  

του  Προβλήματος.  Ακόμη,  ας  θεωρήσουμε  την  ευρύτερη  μεταξύ  όλων  των  κλάσεων  που 

απαρτίζονται από όσες γραμμικά ανεξάρτητες Συνθήκες‐Υποθέσεις του ανωτέρω Προβλήματος 

Γραμμικού Προγραμματισμού τυπικής μορφής ικανοποιούνται ως ισότητες επί του σημείου Χ , 

την οποία ας συμβολίσουμε με  S : 

( ){ }nmkS +=⊂ ,...,2,1 . 

  Έστω  Sr =  ο πληθικός αριθμός (:το πλήθος των στοιχείων) της  S . 

  Συμβολίζουμε  με  { }nSI ,...,2,1∩=   τις  ( )mr −   ανισοτικές  Συνθήκες‐Υποθέσεις  που 

περιέχονται  μέσα  στην  S .  (Παρατηρούμε  ότι,  επειδή  οι  m   Συνθήκες‐Υποθέσεις  ισότητας 

Β=ΑX  θεωρείται πως είναι γραμμικά ανεξάρτητες και επειδή το σημείο Χ  έχει εκληφθεί, εξ 

υποθέσεως, ως Εφικτό (δηλαδή, ικανοποιεί τις  Β=ΑΧ ), ισχύει  ( ) 0≥−⇔≥ mrmr .)  

  Έστω: 

{ ∈=∗ XF Rn }00: =Α∈∀= XIjx j και ¨ 

Συνθήκες‐Υποθέσεις που ανήκουν  στην 

κλάση S και που έχουν το δεξιό τους μέρος ίσο με μηδέν 
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ο πυρήνας ενός  ( )nr ×  πίνακα τάξης  r . Η διάσταση  ( )∗Fdim  του πυρήνα αυτού ισούται με 

( )0>− rn .  

  Χρησιμοποιώντας  την Μέθοδο απαλοιφής  του Gauss, μπορούμε να προσδιορίσουμε ένα 

μη‐μηδενικό  διάνυσμα  ( ) ∗Τ ∈= FwwW n,...,1 .  Χωρίς  βλάβη  της  γενικότητας,  μπορούμε  να 

δεχθούμε  ότι  ( ) 0≤ΤWC ,  καθιστώντας,  εφόσον  είναι  αναγκαίο,  αρνητικό  το  W .  Ωστόσο, 

επισημαίνουμε ότι 

εάν  0=jχ , τότε  ( )( )Τ=Χ= njw χχχ ,...,,0 21 .  

(Πράγματι,  σύμφωνα  με  τον  ορισμό  του  συνόλου  ∗F ,  έχουμε  Ijw j ∈∀= 0 .  Ας 

υποθέσουμε  λοιπόν  ότι  0=jχ   με  Ij∉ .  Αφού  η  κλάση  S   έχει  επιλεγεί  ως  η  ευρύτερη 

δυνατή, παρατηρούμε ότι εάν η ανισοτική Συνθήκη‐Υπόθεση  0≥jx  ικανοποιείται στο σημείο 

( )0: =Χ jχ , τότε η Συνθήκη‐Υπόθεση αυτή πρέπει να εξαρτάται γραμμικά από τις Συνθήκες‐

Υποθέσεις της κλάσης  S . Επομένως, η συνιστώσα  jw , ως γραμμικός συνδυασμός μηδενικών 

δεξιών  μερών  Συνθηκών‐Υποθέσεων  του Προβλήματος,  θα  ισούται  επίσης  με  μηδέν.)  Έπεται 

αμέσως ότι:  

εάν  0=jχ , τότε  ( ) ∈∀=+=+Χ λλχλ 0jjj wW R.  

  Εξ άλλου, για κάθε  ∈λ R, το σημείο  ( )Wλ+Χ  θα ικανοποιεί τις ισότητες:  

( ) Β=Α+ΧΑ=+ΧΑ WW λλ .  

     0=   

  Θα δείξουμε  
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●  ή  ότι  μπορούμε  να  επιλέξουμε  τον  πραγματικό  αριθμό  λ   αυθαίρετα  μεγάλο  έτσι 

ώστε το σημείο  ( )Wλ+Χ  να παραμένει Εφικτό, ενώ ταυτόχρονα το αντίστοιχο κόστος 

( )WC λ+ΧΤ  να γίνεται απεριόριστα μικρό,  

●  ή  ότι  υπάρχει  μία  ειδική  τιμή  του  αριθμού  λ   για  την  οποία  ισχύει 

( ) Χ≤+Χ ΤΤ CWC λ   και  ότι  τουλάχιστον  μία  ανισοτική  Συνθήκη‐Υπόθεση  του 

Προβλήματος ικανοποιείται στο συγκεκριμένο σημείο  ( )Wλ+Χ , ενώ η ίδια Συνθήκη‐

Υπόθεση δεν ικανοποιείται από το σημείο  Χ  (και ακόμη ότι η Συνθήκη‐Υπόθεση αυτή 

είναι γραμμικά ανεξάρτητη από τις Συνθήκες‐Υποθέσεις της  S ).  

  Έστω  

{ }0: <= jwjJ .  

Θα διακρίνουμε τρεις περιπτώσεις:  

ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 1η: “ 0<ΤWC  και  =J Ø”.  

  Επειδή  =J Ø, θα είναι  njw j ,...,2,10 =∀≥ . Κατά συνέπεια, θα έχουμε:  

( ) ∈∀∈+Χ λλ FW R.  

Από την άλλη πλευρά όμως θα ισχύει:  

( ) WCCWC ΤΤΤ +Χ=+Χ λλ .  

                0<   

Έτσι,  στην  περίπτωση  αυτή,  η  Αντικειμενική  Συνάρτηση  θα  μπορεί  να  λάβει 

απεριόριστα μικρές τιμές επί των Εφικτών σημείων του Προβλήματος.  

ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 2η: “ =J Ø”.  

  Θέτουμε  
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( )j
j

Jj w
s

−
= ∈

χ
min . 

Επειδή ο εγκλεισμός  Jj∈  συνεπάγεται τις ανισότητες  0>jχ  και  0<jw , έπεται ότι 

0>s . Επιλέγουμε δείκτη  Jj ∈∗  έτσι ώστε:  

( )∗

∗

−
=

j

j

w
s

χ
 

και θεωρούμε το σημείο:  

( )( )∗∗∗∗ =Χ+Χ=Χ nWs χχ ,...,1 . 

Τότε, για κάθε  Jj∈ , θα έχουμε:  

( ) 0=−=
−

+≥+=∗
jjj

j

j
jjjj w

w
ws χχ

χ
χχχ , 

ενώ, για κάθε  Jj∉ , θα έχουμε επίσης:  

0≥∗
jχ . 

Ιδιαιτέρως, θα συμβαίνει:  

( ) 0=
−

+= ∗

∗

∗

∗∗
∗

j
j

j
jj w

w

χ
χχ , 

ενώ, από την άλλη πλευρά θα ισχύει:  

0>∗j
χ , 

δηλαδή θα έχουμε μία ακόμα ανισοτική Συνθήκη‐Υπόθεση του Προβλήματος, η οποία 

θα ικανοποιείται ως  ισότητα στο σημείο  ∗Χ , αν και δεν θα ικανοποιείται ως  ισότητα 

στο σημείο Χ . (Και τα δύο σημεία Χ  και  ∗Χ  ικανοποιούν ως ισότητα κάθε ανισοτική 

Συνθήκη‐Υπόθεση  της  κλάσης  S .  Εάν  η  Συνθήκη‐Υπόθεση  0≥∗
jx   ήταν  γραμμικά 

εξαρτημένη  από  τις  Συνθήκες‐Υποθέσεις  της  S ,  τότε  αυτό  θα  ήταν  αδύνατον  για 

∗∗ ≠∗
jj

χχ .) Εξ άλλου, στην περίπτωση αυτή, θα είναι:  
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( ) .
,

Χ≤+Χ=Χ

Β=Α+ΧΑ=ΧΑ
ΤΤΤ∗Τ

∗

CWCsCC
Wλ

 

ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 3η: “ 0=ΤWC  και  =J Ø”. 

  Όπως  και  στην  1η  ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ,  επειδή  =J Ø,  θα  είναι  0≥jw   για  κάθε 

.,...,2,1 nj =  Θέτουμε:  

( )0min 0 >= >
j

j
w w

s
j

χ
. 

(Παρατηρήστε  ότι  το  σύνολο  { }0: >jwj   είναι  μη  κενό.)  Επιλέγουμε  δείκτη  Jj ∈∗  

έτσι ώστε: 

( )0,0 >>= ∗∗

∗

∗

jj
j

j w
w

s χκαι
χ

 

και θεωρούμε το σημείο:  

( )( )∗∗∗∗∗ =Χ−Χ=Χ nWs χχχ ,...,,: 21 . 

Τότε, εφόσον ο δείκτης  j  είναι τέτοιος ώστε  0>jχ  και  0>jw , θα έχουμε 

jj
j

j sw
w

s χ
χ

−≥−⇒≤  

και άρα θα είναι:  

0=−≥−=∗
jjjjj ws χχχχ , 

ενώ, εφόσον ο δείκτης  j  είναι τέτοιος ώστε  0=jw , θα έχουμε:  

0≥=∗
jj χχ . 

Ιδιαιτέρως, θα συμβαίνει:  

0=∗
∗j

χ , 
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ενώ, από την άλλη πλευρά, θα ισχύει:  

0>∗j
χ . 

Δηλαδή, θα έχουμε μία ακόμα ανισοτική Συνθήκη‐Υπόθεση του Προβλήματος, η οποία 

θα ικανοποιείται ως  ισότητα στο σημείο  ∗Χ , αν και δεν θα ικανοποιείται ως  ισότητα 
στο  σημείο  Χ ,  και,  επί  πλέον  (όπως  και  στην  2η  ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ),  η  ανισοτική  αυτή 
Συνθήκη‐Υπόθεση  θα  είναι  γραμμικά  ανεξάρτητη  από  τις  Συνθήκες‐Υποθέσεις  της 

κλάσης  S . Εξ άλλου, στην περίπτωση αυτή, είναι σαφές ότι:  

Β=ΧΑ=ΧΑ ∗  

που,  με  δεδομένα  τα ανωτέρω μερικά ανισοτικά  αποτελέσματα  (ότι  δηλαδή  0≥∗
jχ  

για  οποιοδήποτε  j ),  σημαίνει  ότι  το  σημείο  ∗Χ   είναι  ένα  Εφικτό  σημείο  του 

Προβλήματος. Τέλος, στην περίπτωση αυτή, θα έχουμε:  

( ) Χ=−Χ=Χ ΤΤΤ∗Τ CWCsCC .  ■ 

      0=  

V.43.Παρατήρηση. Αξίζει να σημειωθεί ότι, δοθέντος ενός οιουδήποτε σημείου Χ  της Εφικτής 

περιοχής  F   ενός  Προβλήματος  Γραμμικού  Προγραμματισμού  τυπικής  μορφής,  η  μόλις 

προηγηθείσα Παρατήρηση V.42 παράγει έναν Αλγόριθμο πολυωνυμικής τάξης για την εύρεση 

μίας κορυφής V  του πολυέδρου  F , τέτοιας ώστε:  

( ) ( )Χ≤ ΤΤ CVC .  

  Η  ίδια  τεχνική  μπορεί  να  χρησιμοποιηθεί  προκειμένου  να  αποδείξουμε  ότι  κάθε 

πολυτόπος  έχει  τουλάχιστον  μία  κορυφή,  ή,  ακόμα,  προκειμένου  να  αποδείξουμε  ότι 

οποιοδήποτε  Πρόβλημα  Γραμμικού  Προγραμματισμού  τυπικής  μορφής,  με  μη  κενή  Εφικτή 

περιοχή, έχει Βασικές Εφικτές λύσεις (ακόμα και όταν το Πρόβλημα είναι μη φραγμένο). ■  
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5.2.   Μία  Εφαρμογή  της  Μεθόδου  των  Πολλαπλασιαστών 

Lagrange: Η Πολυδιάσπαση Βόμβας 

  Στο  παρόν  Εδάφιο  θα  συζητήσουμε  το  Πρόβλημα  της  Πολυδιάσπασης  μίας  Βόμβας 

Αεροσκάφους  ως  προς  την  δυνατότητα  βελτιστοποίησης  της  πιθανότητας  καταστροφής  των 

διαφόρων  σημείων  αντίπαλου  Στόχου  από  τα  βομβίδια  που  θα  προκύψουν  μετά  την 

πολυδιάσπαση. Το Πρόβλημα αυτό δημοσιεύθηκε το 1985,στην εργασία [Finn Kent, 1985] (και 

αποδόθηκε  επίσης  το  2000,  στο  Εδάφιο  11.2  της  Βιβλιογραφικής  Αναφοράς 

[Przemieniecki, 2000]).  

  Χωρίς  βλάβη  της  γενικότητας,  θα  υιοθετήσουμε  εκείνο  το  Υπόδειγμα  (:  Μοντέλο) 

Πολυδιάσπασης Βόμβας το οποίο δέχεται ότι η περιοχή που θα προσβληθεί από τα βομβίδια 

της πολυδιάσπασης μπορεί, κατά προσέγγιση, να θεωρείται ότι είναι ένας δίσκος επί της γήινης 

επιφάνειας. Η ακτίνα αυτού του δίσκου καλείται εμβέλεια της πολυδιάσπασης. 

  Η  εμβέλεια  R   της  πολυδιάσπασης  δεν  είναι  σταθερά  προκαθορισμένη.  Αντιθέτως, 

μπορεί να μεταβάλλεται από έναν μηχανισμό που προϋπάρχει εντός της Βόμβας και ο οποίος 

ελέγχει  την  γωνιακή  ταχύτητά  της  κατά  την  ελεύθερη  πτώση  της:  όταν  η  γωνιακή  αυτή 

ταχύτητα είναι μικρή, τα βομβίδια διατηρούνται το ένα κοντά στο άλλο έτσι ώστε η εμβέλεια 

R  της πολυδιάσπασης να είναι μικρή, ενώ όταν η γωνιακή ταχύτητα είναι μεγάλη, τα βομβίδια 

εξαπλώνονται υπεράνω μίας μεγάλης περιοχής έτσι ώστε η εμβέλεια  R  της πολυδιάσπασης να 

είναι μεγάλη. 

  Το πρόβλημα που εγείρεται είναι το ακόλουθο: Με δεδομένα το μέγεθος του Στόχου και 

τα  χαρακτηριστικά  της  Βόμβας,  ζητείται  ο  προκαθορισμός  μιας  βέλτιστης  τιμής  ∗R   για  την 

εμβέλεια  R  της πολυδιάσπασης έτσι ώστε να μεγιστοποιηθεί η πιθανότητα καταστροφής των 

διαφόρων σημείων του αντιπάλου Στόχου από τα βομβίδια. 

  Από την στιγμή που τα βομβίδια θα απελευθερωθούν από την Βόμβα, θα διασπείρονται 

σύμφωνα προς την Κανονική Κατανομή, με παραμέτρους  
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m  και σ , 

εντός της (κυκλικής) περιοχής που ορίζεται από την εμβέλεια της πολυδιάσπασης.  

  Η  πιθανότητα  KP   κατά  την  οποία  ένα  από  τα  βομβίδια  θα  καταστρέψει  έναν 

μεμονωμένο  σταθερό  σημειακό  Στόχο  ισούται  με  το  γινόμενο  δύο  πιθανοτήτων:  της 

πιθανότητας  1P  κατά την οποία ένα βομβίδιο θα πέσει σε απόσταση μικρότερη του  R  από τον 

σημειακό Στόχο επί την πιθανότητα  2P  κατά την οποία ο Στόχος θα καταστραφεί, με δεδομένο 

ότι  ο  Στόχος  αυτός  βρίσκεται  εντός  της  ακτίνας  της  πολυδιάσπασης.  (Είναι  προφανές  ότι  η 

πιθανότητα  1P  κατά την οποία ένα βομβίδιο θα πέσει σε απόσταση μικρότερη του  R  από τον 

σημειακό  Στόχο  είναι  σαφώς  ίση  με  την  πιθανότητα  κατά  την  οποία  ο  Στόχος  θα  βρίσκεται 

“εντός” της εμβέλειας της πολυδιάσπασης.) 

  Όπως είναι γνωστό, η πρώτη πιθανότητα δίνεται από τον Τύπο:  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−= 2

2

1 2
exp1

σ
RP . 

 Παρατηρώντας ότι:  

( ) 2ln2 22 CEP=σ , 

όπου CEP  είναι το Μέσο Κυκλικό Σφάλμα, δηλαδή η ακτίνα δίσκου εντός του οποίου πέφτει 

το  %50  των βομβιδίων, και εκτός αυτού το υπόλοιπο  %50  των βομβιδίων, ο ανωτέρω Τύπος 

γίνεται:  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−= 2lnexp1

2

1 CEP
RP . 

  Η δεύτερη πιθανότητα  2P  λαμβάνεται ως ακολούθως. Εάν η  ικανή περιοχή του Στόχου 

(δηλαδή, η περιοχή εντός της οποίας ο σημειακός Στόχος είναι τρωτός) έχει εμβαδόν ίσο με Α , 
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τότε  η  δεσμευμένη  πιθανότητα  “επιβίωσης”  του  Στόχου  ο  οποίος  δέχθηκε  επίθεση  από  N  

βομβίδια ισούται με:  

N

R
S ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ Α
−= 22 1
π

. 

Τυπικά, ο λόγος  2RπΑ  είναι αρκετά μικρός, ώστε να μπορούμε να γράψουμε:  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ Α
−≈⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ Α
− 22 exp1

R
N

R

N

ππ
. 

  Έτσι, η πιθανότητα καταστροφής του Στόχου είναι:  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
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⎢
⎢
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⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−=×= 2

2

21 exp12lnexp1
R
N

CEP
RPPPK π

. 

Η  βέλτιστη  τιμή  ∗R   της  εμβέλειας  της  πολυδιάσπασης  είναι  εκείνη  που  μεγιστοποιεί  την 

πιθανότητα  KP . Με άλλα λόγια, η μέγιστη πιθανότητα καταστροφής του Στόχου είναι ακριβώς 

η πιθανότητα:  

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
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R
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Ζητείται λοιπόν ο προσδιορισμός της βέλτιστης τιμής  ∗R . 

  Προς τούτο, παρατηρούμε ότι η άμεση επίλυση της εξίσωσης:  

( ) 0=∗R
dR
dPK  



ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΗ ΕΡΕΥΝΑ ΚΑΙ ΣΤΡΑΤΙΩΤΙΚΕΣ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΑΥΤΗΣ (ΤΟΜΟΣ 1, ΒΙΒΛΙΟ 1)  Ν.ΔΑΡΑΣ 

 

132  ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  

 

οδηγεί σε μία πεπλεγμένη έκφραση η οποία είναι αδύνατον να επιλυθεί ως προς  ∗R . Ωστόσο, 

η εφαρμογή της Μεθόδου των Πολλαπλασιαστών Lagrange μπορεί ευτυχώς να αποδώσει μία 

εκπληκτικά απλή λύση.  

  Πράγματι, εισάγοντας τις νέες μεταβλητές:  

2ln:
2

1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
CEP
Rx  

και  

22 :
R
Nx

π
Α

= , 

η Αντικειμενική Συνάρτηση  ( ) ( )21 , xxFXF =  του Προβλήματος γίνεται:  

( ) ( )( )21 11 xx eeXF −− −−= . 

  Εξ άλλου, από τον παραπάνω ορισμό των νέων μεταβλητών  1x  και  2x , προκύπτει ότι  

( ) ( ) [ ]( ) βππ :2ln2ln 222
21 =Α=Α= CEPNRNCEPRxx  

και  συνεπώς  το  γινόμενο  21xx   είναι  σταθερό.  Άρα,  η  Συνθήκη‐Υπόθεση  του  Προβλήματος 

δίνεται από την σχέση:  

( ) ( ) 0, 2121 =−≡= βxxxxgXg . 

  Ως εκ τούτου, η συνάρτηση Lagrange του Προβλήματος είναι:  

( ) ( )( ) λβλλ +−−−= −−
2121

21 11,, xxeexxL xx . 
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Επομένως  εφαρμόζοντας  την  Μέθοδο  των  Πολλαπλασιαστών  Lagrange,  όπως  αυτή 

περιγράφηκε  στις  σελίδες  του  Εδαφίου  V.2,  έχουμε  ότι  το  ζητούμενο  ακρότατο  σημείο 

( )∗∗∗ λ,, 21 xx  του Προβλήματος επιτυγχάνεται ως λύση του συστήματος:  

( )
( )
( ) ⎪

⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

∗∗∗

∗∗∗

∗∗∗

0,,
0,,
0,,

21

21

21

2

1

λ
λ
λ

λ xxL
xxL
xxL

x

x

. 

Εφόσον γράψουμε σε αναλυτική μορφή το σύστημα αυτό, βρίσκουμε ότι:  

( )
( )

,

1
1

21

1

2
12

21

β

λ
λ

=

=−
=−

∗∗

∗∗−−

∗∗−−

∗∗

∗∗

xx

xee
xee

xx

xx

 

απ’ όπου προκύπτει πως οι συνιστώσες του ακροτάτου αυτού σημείου είναι ίσες, δηλαδή:  

.21
∗∗ = xx  

  Επί  πλέον,  βάσει  των  όσων  αναφέρθηκαν  στο  Εδάφιο  V.5  (και  συγκεκριμένα  στην 

Περίπτωση V.5.i, σελ.16‐17), διαπιστώνουμε ότι, επειδή ισχύει η σχέση:  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

0
0,,

,,,,,
,,,,,

det

2121

2121,21,

2121,21,

1

21

22221

12111

>
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
∗∗∗∗

∗∗∗∗∗∗∗∗

∗∗∗∗∗∗∗∗

xxgxxg
xxgxxLxxL
xxgxxLxxL

D

xx

xxxxx

xxxxx

λλ
λλ

, 

η συνάρτηση:  

( ) ( )( )21 11 xx eeXF −− −−=  

μεγιστοποιείται στο, εν λόγω ακρότατο σημείο.  
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  Αποδίδοντας  τώρα τις εκφράσεις  των δύο νέων μεταβλητών  1x   και  2x της σελίδας 114 

για τις τιμές  ∗
1x  και  ∗

2x :  

2ln:
2

1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

∗
∗

CEP
Rx  

και  

( )22 :
∗

∗ Α
=

R
Nx

π
 

στην παραπάνω ευρεθείσα εξίσωση  ∗∗ = 21 xx , καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι:  

( )2
2

2ln
∗

∗ Α
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

R
N

CEP
R

π
 

δηλαδή ότι η βέλτιστη τιμή  ∗R  της εμβέλειας της πολυδιάσπασης είναι ίση με:  

[ ] 4
1

2

2ln ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ Α
=∗

π
CEPNR . 

Κατ’  ακολουθία,  η  αντίστοιχη  μέγιστη  πιθανότητα  καταστροφής  του  Στόχου  είναι  ακριβώς  η 

πιθανότητα:  

( )
[ ]

2

2

2lnexp1 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ Α
−−=

CEP
NoptPK π

. 
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5.3.   Παραδείγματα Γραμμικού Προγραμματισμού 

  Στο  παρόν  Εδάφιο  θα  δώσουμε  τέσσερα  Παραδείγματα  προβλημάτων  σφράγισης  σε 

κάποιες  τυπικές  περιπτώσεις  στρατιωτικών  εφαρμογών.  Και  τα  τέσσερα αυτά Παραδείγματα 

θα διατυπωθούν υπό την μορφή Προβλημάτων Γραμμικού Προγραμματισμού.  

  Όταν το πλήθος των μεταβλητών του Προβλήματος είναι ίσο με δύο, το Πρόβλημα μπορεί 

να  επιλυθεί  εύκολα  με  την  βοήθεια  ενός  απλού  γραφικού  τρόπου.  Όπως  θα  δούμε,  τέτοιες 

λύσεις θα δοθούν στα τρία πρώτα από τα Παραδείγματα.  

  Όταν όμως το πλήθος των μεταβλητών του Προβλήματος υπερβαίνει τον αριθμό δύο, τότε 

η  λύση  προκύπτει  μετά  από  υλοποίηση  σε  Επιστημονικό  Υπολογιστή  μίας  από  τις  κλασικές 

μεθόδους  επίλυσης  Προβλημάτων  Γραμμικού  Προγραμματισμού,  όπως  είναι  η  Μέθοδος 

SIMPLEX  ή  η  Μέθοδος  Εσωτερικού  Σημείου  του  Karmarkar  ή  άλλες  Μέθοδοι  Αριθμητικής 

Βελτιστοποίησης  ([Δάρας, 1995],  [Δάρας, 2002/Ι]  και  [Δάρας, 2002/ΙΙ]).  Τέτοια  λύση  θα  δοθεί 

στο τελευταίο από τα Παραδείγματα. 

 

V.43.Παράδειγμα.  ([Przemieniecki, 2000])  Σε  σμήνος  72   αεροσκαφών  τύπου  16−F   έχει 

ανατεθεί αποστολή εφορμήσεων εναντίον Στόχων τεθωρακισμένων όπλων και πυραύλων Scud 

με αντικείμενο την πρόκληση μέγιστης ζημίας στους Στόχους αυτούς. 

  Για  την  εξασφάλιση  μάλιστα  στοιχειώδους  επιτυχίας  της  αποστολής,  απαιτείται  η 

εκπλήρωση των ακόλουθων τριών Επιχειρησιακών Αξιώσεων: 

1. τουλάχιστον πέντε (5 ) πύραυλοι Scud πρέπει να καταστραφούν, 

2. τουλάχιστον είκοσι πέντε ( 25 ) τεθωρακισμένα όπλα πρέπει να καταστραφούν, 

3. κάθε αεροσκάφος τύπου  16−F  από τα επιλεγέντα  72  έχει την δυνατότητα να 

εκτελέσει μία μόνον πτήση εφόρμησης εναντίον Στόχου 

  Η  αξιολόγηση  της  ζημίας  που  θα  προκληθεί  εκτιμάται  αναλόγως  προς  το  συνολικό 

άθροισμα  των  μονάδων  που  θα  συγκεντρωθούν  από  την  καταστροφή  των  Στόχων:  η 
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καταστροφή  ενός  πυραύλου  Scud  βαθμολογείται  με  10   μονάδες,  ενώ  η  καταστροφή  ενός 

τεθωρακισμένου όπλου μόνον με 1 μονάδα. 

  Οι ρυθμοί πρόκλησης ζημίας (: Ρυθμοί Φθερσεπιβολής) υπολογίσθηκαν ότι είναι: 

2.0=Sθ  σε κάθε εφόρμηση αεροσκάφους τύπου  16−F  εναντίον πυραύλου Scud 

και  

0.1=Tθ   σε  κάθε  εφόρμηση  αεροσκάφους  τύπου  16−F   εναντίον  τεθωρακισμένου  όπλου. 

  Ορίζοντας τις δύο μεταβλητές  

=SX η κατανομή των εφορμήσεων αεροσκαφών τύπου  16−F  προς πυραύλους Scud 

και  

=TX η κατανομή των εφορμήσεων αεροσκαφών τύπου  16−F  προς τεθωρακισμένα 

όπλα,  

η Αντικειμενική Συνάρτηση  F  (: δηλαδή, η συνάρτηση πρόκλησης ζημίας της οποίας ζητείται η 

μεγιστοποίηση) λαμβάνει την μορφή 

( ) TSTSTS XXXXXXF +=×+×= 20.10.12.010, . 

Επί πλέον, οι τρεις εξ αρχής τεθείσες Επιχειρησιακές Αξιώσεις εκφράζονται κατά την ακόλουθη 

μαθηματική διατύπωση Συνθηκών‐Υποθέσεων: 

( )52.052.0 −≤−⇔≥ SS XX  

( )25.01.0250.1 −≤−⇔≥ TT XX  

72≤+ TS XX . 

  Μία γραφική λύση του Προβλήματος αυτού δίνεται στο επόμενο Σχήμα 8.  
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Σχήμα 8 

  Σύμφωνα με την λύση αυτή, η, κάτω από τις Επιχειρησιακές Αξιώσεις 1,2 και 3, βέλτιστη 

κατανομή των εφορμήσεων αεροσκαφών τύπου  16−F  είναι η εξής: 

47=∗
SX  και  25=∗

TX . 

Για  την  συγκεκριμένη  αυτή  βέλτιστη  τιμή  της  κατανομής  εφορμήσεων  αεροσκαφών  τύπου 

16−F , η αντίστοιχη τιμή της Αντικειμενικής Συνάρτησης  F   (: δηλαδή,  της συνάρτησης που 

αναπαριστάνει την πρόκληση ζημίας) είναι 

119max =F . ■ 

 

V.44.Παράδειγμα. ([Przemieniecki, 2000]) Στο προηγούμενο Παράδειγμα θα υποτεθεί τώρα ότι, 

εκτός  των  τριών  Επιχειρησιακών  Αξιώσεων  που  εξ  αρχής  απαιτήθηκαν,  πρέπει  επί  πλέον  να 

ικανοποιείται και η ακόλουθη τέταρτη Επιχειρησιακή Αξίωση: 

4.  οι  εφορμήσεις  που  θα  πραγματοποιηθούν  εναντίον  τεθωρακισμένων 

όπλων  θα  είναι  τουλάχιστον  τόσες  όσες  και  οι  εφορμήσεις  που  θα 
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πραγματοποιηθούν εναντίον πυραύλων Scud. 

  Σύμφωνα  προς  τους  συμβολισμούς  που  υιοθετήθηκαν  στο  προηγούμενο Παράδειγμα,  η 

μαθηματική διατύπωση της τέταρτης αυτής Αξίωσης έχει ως εξής: 

ST XX ≥ . 

  Έτσι, διαμορφώνεται το ακόλουθο πρόβλημα Γραμμικού Προγραμματισμού: 

[ ( ) ]TSTSXX XXXXF
TS

+= 2,max ,  

όταν 

( )52.052.0 −≤−⇔≥ SS XX  

( )250.1250.1 −≤−⇔≥ TT XX  

72≤+ TS XX  

( )00 ≤−⇔≥+− TSTS XXXX . 

  Μία γραφική λύση του Προβλήματος αυτού δίνεται στο επόμενο Σχήμα 9.  

 

Σχήμα 9 
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  Σύμφωνα με την λύση αυτή, η, κάτω από τις Επιχειρησιακές Αξιώσεις 1,2,3 και 4, βέλτιστη 

σφράγιση εφορμήσεων αεροσκαφών τύπου  16−F  είναι η εξής: 

36=∗
SX  και  36=∗

TX . 

Για  την  συγκεκριμένη  αυτή  βέλτιστη  τιμή  της  σφράγισης  εφορμήσεων  αεροσκαφών  τύπου 

16−F , η αντίστοιχη τιμή της Αντικειμενικής Συνάρτησης  F   (: δηλαδή,  της συνάρτησης που 

αναπαριστάνει την πρόκληση ζημίας) είναι 

108max =F . ■ 

 

V.45.Παράδειγμα.  ([Przemieniecki, 2000]) Διατάχθηκε η από αέρος άμεση αποστολή βοήθειας 

σε ημέτερα Στρατεύματα που έχουν εμπλακεί σε πολυήμερη Μάχη. Η βοήθεια θα παρασχεθεί 

με  την  διασκόρπιση  πολεμοφοδίων  και  τροφίμων  υπεράνω  της  περιοχής  εντός  της  οποίας 

βρίσκονται οι θέσεις των ημετέρων Στρατευμάτων. 

  Για την διεκπεραίωση της διαταγής, είναι διαθέσιμα τα εξής Αεροσκάφη: 

Είκοσι  ( )20  Αεροσκάφη τύπου  141−C  που μπορούν να μεταφέρουν συνολικά τριάντα 

( )30  τόνους 

και 

Δώδεκα  ( )12   Αεροσκάφη  τύπου  BAC /5−   που  μπορούν  να  μεταφέρουν  συνολικά 

εκατόν είκοσι  ( )120  τόνους. 

  Η  πλήρωση  ενός  Αεροσκάφους  τύπου  141−C   απαιτεί  την  αδιάλειπτη  απασχόληση 

τεσσάρων  ( )4   ατόμων‐φορτωτών  για  δύο  ( )2   ώρες.  Αντιστοίχως,  για  να  γεμίσει  ένα 

Αεροσκάφος  τύπου  BAC /5−   απαιτείται  η  αδιάλειπτη  απασχόληση  έξι  ( )6   ατόμων‐
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φορτωτών για δύο  ( )2  ώρες.  Εξ άλλου,  η  όλη διάρκεια  των  εργασιών φόρτωσης από μέρους 

όλων  των  ατόμων‐φορτωτών  δεν  πρέπει  αθροιστικά  να  υπερβεί  συνολικά  τις  διακόσιες 

σαράντα  ( )240  εργατώρες.  

  Με δεδομένο ότι 

κάθε Αεροσκάφος  μπορεί  να  πραγματοποιήσει  μόνον  μία  πτήση  για  την  διασκόρπιση 

των πολεμοφοδίων και των τροφίμων που μεταφέρει, 

και ότι 

οι  φορτωτικές  εργασίες  ενός  ατόμου‐φορτωτή  μπορούν  να  παρασχεθούν  για  την 

πλήρωση  όχι  μόνον  ενός  από  τα  παραπάνω  διαθέσιμα  Αεροσκάφη,  αλλά,  εφόσον 

υπάρχει ανάγκη, και για την πλήρωση περισσοτέρων, 

ζητείται  να  προσδιορισθεί  ο  βέλτιστος  αριθμός  των  εκ  των  διαθεσίμων  Αεροσκαφών  τύπου 

141−C  και τύπου  BAC /5−  που πρέπει να χρησιμοποιηθούν έτσι ώστε να μεγιστοποιηθεί 

το μέγεθος της βοήθειας που θα παρασχεθεί. 

Λύση. Συμβολίζοντας με  1X  και  2X  τους αριθμούς των εκ των διαθεσίμων Αεροσκαφών τύπου 

141−C   και  τύπου  BAC /5−   που  θα  χρησιμοποιηθούν  για  την  παροχή  βοήθειας,  το 

πρόβλημα αυτό μπορεί να διατυπωθεί μαθηματικά υπό την μορφή ενός απλού Προβλήματος 

Γραμμικού Προγραμματισμού ως ακολούθως:  

[ ( ) ]2121, 12030,max
21

XXXXFXX +=  

όταν 

201 ≤X  

122 ≤X  

240128 21 ≤+ XX . 
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Μία γραφική λύση του Προβλήματος αυτού δίνεται στο επόμενο Σχήμα 10.  

 

Σχήμα 10 

 

Σύμφωνα  με  την  λύση  αυτή,  η,  κάτω  από  τις  αναφερθείσες  Συνθήκες‐Υποθέσεις,  βέλτιστη 

δέσμευση αεροσκαφών τύπων  141−C  και  BAC /5−  για την παροχή βοήθειας είναι η εξής:

121 =∗X  και  122 =∗X . 

Για  την  συγκεκριμένη  αυτή  βέλτιστη  τιμή  δέσμευσης  αεροσκαφών  τύπων  141−C   και 

BAC /5−   προς  παροχή  βοήθειας,  η  αντίστοιχη  τιμή  της  Αντικειμενικής  Συνάρτησης  F   (: 

δηλαδή,  της  συνάρτησης  που  αναπαριστάνει  το  μέγεθος  της  βοήθειας  που  θα  παρασχεθεί) 

είναι 

1800max =F . ■ 
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V.46.Παράδειγμα. Πρόβλημα Μεταφοράς  Ας υποθέσουμε πως σε δύο Αποθήκες  1D  και  2D  

έχουν αποθηκευτεί πολεμοφόδια του ιδίου είδους. 

  Τα  πολεμοφόδια  της  Αποθήκης  1D   μπορούν  να  μεταφερθούν  με  φορτηγά  αυτοκίνητα 

(:καμιόνια) σε Στρατιωτικές Βάσεις που βρίσκονται στις Τοποθεσίες  1P  και  2P . Αντιθέτως, λόγω 

εδαφικών  ανωμαλιών,  τα  πολεμοφόδια  της  Αποθήκης  2D   μπορούν  να  μεταφερθούν  με 

φορτηγά αυτοκίνητα (:καμιόνια) μόνον στην Στρατιωτική Βάση της  Τοποθεσίας  2P  (Σχήμα 11).  

  Κάθε τέτοιο φορτηγό αυτοκίνητο (: καμιόνι) είναι ικανό να μεταφέρει το πολύ  25  μονάδες 

πολεμοφοδίων. 

 

 

Σχήμα 11 

Επί πλέον, είναι γνωστά και τα κατωτέρω: 

  Οι Στρατιωτικές Βάσεις στις Τοποθεσίες  1P  και  2P  συνδέονται με τις Αποθήκες  1D  και  2D  

μέσω ενός  οδικού δικτύου στο οποίο  οι  συντομότερες αποστάσεις  jid ,   μεταξύ  της Αποθήκης 

iD  και της Τοποθεσίας  jP   ( )2,12,1 == ji και  έχουν ως ακολούθως: 

501,1 =d  χιλιόμετρα 

752,1 =d  χιλιόμετρα 

1002,2 =d  χιλιόμετρα. 
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  Οι ανάγκες  1l  και  2l  για πολεμοφόδια στις Στρατιωτικές Βάσεις των Τοποθεσιών  1P  και  2P  

ανέρχονται σε:  

20001 =l  μονάδες 
και 

15002 =l  μονάδες, 

αντιστοίχως. Από την άλλη πλευρά όμως, η Αποθήκη  1D  διαθέτει στους χώρους της μόνον:  

30001 =s  μονάδες πολεμοφοδίων  

ενώ, αντιστοίχως, η Αποθήκη  2D :  

10002 =s  μονάδες πολεμοφοδίων.  

  Ζητείται να προσδιορισθεί ο βέλτιστος καταμερισμός που πρέπει να γίνει στις διαθέσιμες 

από τις Αποθήκες μονάδες  1s  και  2s  έτσι ώστε  

αφενός  ο  καταμερισμός  αυτός  να  καλύπτει  όσο  το  δυνατόν  καλύτερα  τις  ανάγκες  σε 

πολεμοφόδια των Στρατιωτικών Βάσεων στις δύο Τοποθεσίες  

και  

αφετέρου οι μονάδες αυτές να αποσταλούν το συντομότερο δυνατόν  (δηλαδή, μέσω των 

συντομότερων διαδρομών) στις Τοποθεσίες  1P  και  2P .  

Λύση. Ας συμβολίσουμε με 

jiX ,   

την  ποσότητα  των  μονάδων  σε  πολεμοφόδια  που  εξέρχονται  από  την  Αποθήκη  iD   με 

προορισμό την Στρατιωτική Βάση στην Τοποθεσία  jP .  

  Είναι σαφές ότι, επειδή η συνολική ποσότητα πολεμοφοδίων που θα εξέλθει από την κάθε 

Αποθήκη με προορισμό τις Στρατιωτικές Βάσεις δεν μπορεί να υπερβαίνει το υπάρχον σ’ αυτήν 

απόθεμα, οι εξής δύο μαθηματικές ανισότητες πρέπει να ικανοποιούνται: 

12,11,1 sXX ≤+   

22,2 sX ≤ .  

  Ακόμη,  επειδή  η  συνολική  ποσότητα  πολεμοφοδίων  που  θα  δοθεί  σε  κάθε  Στρατιωτική 
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Βάση δεν μπορεί να είναι μικρότερη από την ποσότητα πολεμοφοδίων που ζητήθηκε από την 

Βάση, θα έχουμε και τις ακόλουθες δύο μαθηματικές ανισότητες: 

( )11,111,1 lXlX −≤−⇔≥   

( )22,22,122,22,1 lXXlXX −≤−−⇔≥+ .  

  Τώρα, ζητείται όπως ο καταμερισμός που πρέπει να γίνει στις διαθέσιμες από τις Αποθήκες 

μονάδες  1s   και  2s   έτσι  ώστε  οι  μονάδες  αυτές  να  αποσταλούν  το  συντομότερο  δυνατόν 

(δηλαδή, μέσω των συντομότερων διαδρομών) στις Τοποθεσίες  1P   και  2P .  Για την απάντηση 

αυτού του ζητήματος, ας υπενθυμίσουμε κατ’ αρχάς ότι κάθε φορτηγό αυτοκίνητο  (: καμιόνι) 

είναι  ικανό  να  μεταφέρει  25=c   μονάδες  πολεμοφοδίων.  Αυτή  η  επισήμανση  συνεπάγεται 

πως θα χρειασθούν:  

c
X ji ,  φορτηγά αυτοκίνητα (: καμιόνια)  

για την μεταφορά  jiX ,  μονάδων πολεμοφοδίων από την Αποθήκη  iD  στην Στρατιωτική Βάση 

της  Τοποθεσίας  jP .  Κατά  συνέπεια,  τα  παραπάνω  φορτηγά  αυτοκίνητα  (:  καμιόνια)  θα 

χρειασθεί να διανύσουν  σ υ ν ο λ ι κ ά :  

c
X

d ji
ji

,
,  χιλιόμετρα 

μέχρις  ότου  ολοκληρωθεί  η  μεταφορά  όλων  των  μετακινουμένων  πολεμοφοδίων  στις  δύο 

Στρατιωτικές  Βάσεις.  Έτσι,  η  συνολική  χιλιομετρική  απόσταση  που  θα  διανυθεί  απ’  όλα  τα 

φορτηγά αυτοκίνητα (: καμιόνια) θα είναι ίση με: 

( ) 2,2
2,2

2,1
2,1

1,1
1,1

2,22.,11,1 ,, X
c
d

X
c
d

X
c
d

XXXF ++= . 

Η  συνάρτηση  ( )2,22.,11,1 ,, XXXF   είναι  η  Αντικειμενική  Συνάρτηση  του  Προβλήματος 

Γραμμικού  Προγραμματισμού  το  οποίο  οριοθετείται  από  τις  Συνθήκες‐Υποθέσεις  που 

διατυπώθηκαν  με  τις  τέσσερις  μαθηματικές  ανισότητες  παραπάνω.  Με  άλλα  λόγια,  το 

Πρόβλημα του Παραδείγματος αναπαρίσταται ως εξής: 
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[ ( ) ]2,22,11,12,22,11,1,, 432,,min
2,22,11,1

XXXXXXFXXX ++=  

όταν 

30002,11,1 ≤+ XX  

10002,2 ≤X  

20001,1 ≤X  

15002,22,1 −≤−− XX . 

  Η βέλτιστη λύση  ( )∗∗∗
2,22,11,1 ,, XXX  του Προβλήματος τούτου προσδιορίζεται υλοποιώντας 

σε Επιστημονικό Υπολογιστή μία από τις κλασικές μεθόδους επίλυσης Προβλημάτων Γραμμικού 

Προγραμματισμού,  όπως  είναι  η  Μέθοδος  SIMPLEX  ή  η  Μέθοδος  Εσωτερικού  Σημείου  του 

Karmarkar (ή άλλες Μέθοδοι Αριθμητικής Βελτιστοποίησης): 

( ) ( )500,1000,2000,, 2,22,11,1 =∗∗∗ XXX . 

Στο βέλτιστο αυτό σημείο 

1. η ποσότητα  1,1X των μονάδων σε πολεμοφόδια που θα εξέλθουν από την Αποθήκη  1D  

με προορισμό την Στρατιωτική Βάση στην Τοποθεσία  1P  είναι  20001,11,1 == ∗XX , 

2. η ποσότητα  2,1X των μονάδων σε πολεμοφόδια που θα εξέλθουν από την Αποθήκη  1D  

με προορισμό την Στρατιωτική Βάση στην Τοποθεσία  2P  είναι  10002,12,1 == ∗XX , 

3. η ποσότητα  2,2X των μονάδων σε πολεμοφόδια που θα εξέλθουν από την Αποθήκη  2D  

με προορισμό την Στρατιωτική Βάση στην Τοποθεσία  2P  είναι  5002,22,2 == ∗XX , 

4. η τιμή της Αντικειμενικής Συνάρτησης  ( )2,22,11,1 ,, XXXF , δηλαδή η τιμή της συνολικής 

χιλιομετρικής απόστασης που θα διανυθεί απ’ όλα τα φορτηγά αυτοκίνητα (: καμιόνια) 

θα ελαχιστοποιηθεί και θα ισούται με 

( ) 11000,, 2,22,11,1 =∗∗∗ XXXF  χιλιόμετρα. ■ 
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Κεφάλαιο 2
Στρατηγική Άμυνα

  Το  παρόν  Κεφάλαιο  θα  αφιερωθεί  στην  εξέταση  της  καθ’  ολοκληρία  αποτελεσματικότητας  μίας  Άμυνας  σε 

Βάθος    έναντι  επίθεσης  από  Βαλλιστικούς  Πυραύλους.  Η  σχετική  ανάλυση  πραγματοποιήθηκε  για  τις  ανάγκες 

σχεδιασμού του προγράμματος <<Πρωτοβουλία για την Στρατηγική Άμυνα (: Strategic Defense Initiative (SDI))>> των 

Η.  Π.  Α.,  και  περιλαμβάνει  την  περίπτωση  κατά  την  οποία  η  Άμυνα  εφαρμόζεται  εναντίον  επίθεσης  από  πολλά 

εισβάλοντα  Άρματα  (ή  Αεροσκάφη,  ή  γενικότερα  Πολεμικά  Οχήματα)  όταν  το  κάθε  ένα  από  αυτά  χρησιμοποιεί 

(Οπλικές) Κεφαλές. 

  Η  έννοια  της  Άμυνας  σε  Βάθος  χρησιμοποιήθηκε  επίσης  και  στα  σχέδια  πλέον  προσφάτων  προγραμμάτων 

όπως η << Εθνική Πυραυλική Άμυνα (: National Missile Defense (NMD)) των Η. Π. Α.>> και το << Θέατρο Πυραυλικής 

Άμυνας  (:  Theater Missile  Defense  (TMD))  των  Η.  Π.  Α.>>.  Ιδιαιτέρως,  το  <<Θέατρο  Πυραυλικής  Άμυνας  >>  θα 

αποτελέσει το θέμα του επόμενου Κεφαλαίου 7.  

  Ακόμα, στο παρόν Κεφάλαιο, θα συζητηθεί η τελική Άμυνα έναντι Διηπειρωτικών ή Διακρατικών Βαλλιστικών 

Πυραύλων  (:  terminal  defense  of  Intercontinental  Ballistic Missile  (ICBM))  αναλόγως  της  Αμυντικής  ή  Επιθετικής 

Στρατηγικής  που  θα  υιοθετηθεί  από  κάθε  αντίπαλη  πλευρά.  Η  λύση  θα  προκύψει  με  την  βοήθεια  της  Θεωρίας 

Παιγνίων,  και  θα  είναι  η  βέλτιστη  τόσο  για  την  Αμυνόμενη  όσο  και  για  την  Επιτιθέμενη  Πλευρά.  Αυτό  σημαίνει 

αφενός  ότι  η  Αμυντική  Στρατηγική  που  θα  υιοθετηθεί  θα  εγγυάται  ότι  ο  αριθμός  των  Συγκεντρώσεων  (ή 

Καταφυγίων)  που  θα  μπορέσει  να  σωθεί  θα  είναι  τουλάχιστον  ίσος  με  αυτόν  που  θα  ευρεθεί  ως  βέλτιστος,  και 

αφετέρου  ότι  η  Επιθετική  Στρατηγική  δεν  θα  μπορεί  να  μεταβληθεί  έτσι  ώστε  να  επιφέρει  μεγαλύτερη  φθορά 

περιορίζοντας  τον βέλτιστο  αριθμό  των  Συγκεντρώσεων  (ή  Καταφυγίων)  που  θα  σωθούν. Με άλλα  λόγια,  ούτε  η 

Αμυνόμενη Πλευρά, αλλά ούτε και η Επιτιθέμενη, θα μπορούν να κάνουν κάτι καλύτερο. 

  Ένας  επί  πλέον  σκοπός  του  Κεφαλαίου  αυτού  είναι  να  δώσει  μία  λύση  στο  Πρόβλημα  του  Προσδιορισμού 

Βέλτιστων  Διαδρομών  Εισβολής  για  επιτιθέμενα  Βομβαρδιστικά  Αεροσκάφη  που  ίπτανται  δια  μέσου  πλέγματος 

Αντιαεροπορικής Άμυνας. Η διαδικασία επίλυσης περιλαμβάνει την έννοια της Συνάρτησης Απειλής. 

  Τέλος,  θα  αναλυθεί  ο  σκοπός  μίας  <<Αντιαεροπορικής  Πυραυλικής  Άμυνας  (:  Surface‐to‐Air‐Missile  (SAM) 

Defense)>>  έναντι  Επιτιθέμενου  Πολεμικού  Αεροσκάφους.  Προκειμένου  περί  μίας  απλοποιημένης  ανάλυσης  της 

ισχύος Πυρηνικών  Στρατηγικών Δυνάμεων,  είναι  αρκετή  η παρουσίαση δύο απλών Μαθηματικών Μοντέλων:  του 

<<Μοντέλου  της  Αναγωγής  στην  Μεγατονική  Κλίμακα  (:  the  Equivalent Megatonnage  (EMT)  Model)>>  και  του 

<<Μοντέλου της Μέτρησης του Στρατιωτικού Δυναμικού (: the Counter Military Potential (CMP) Model)>>.  



ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΗ ΕΡΕΥΝΑ ΚΑΙ ΣΤΡΑΤΙΩΤΙΚΕΣ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΑΥΤΗΣ (ΤΟΜΟΣ 1, ΒΙΒΛΙΟ 1)  Ν.ΔΑΡΑΣ 

 

150  ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  

 

Εισαγωγή:  Tο  Πρόγραμμα  <<Πρωτοβουλία  για  την 

  Στρατηγική Άμυνα (: Πόλεμος των Άστρων)>> 

  Στις  23  Μαρτίου  1984,  ο  τότε  Πρόεδρος  των  Ηνωμένων  Πολιτειών  Αμερικής  (Η.Π.Α.) 

Ronald  Reagan  ανακοίνωσε  για  πρώτη  φορά  την  έναρξη  του  περίφημου  Ερευνητικού 

Προγράμματος  <<Πρωτοβουλία  για  την  Στρατηγική  Άμυνα  (:Strategic  Defense  Initiative 

(SDI))>>, το οποίο έγινε ακολούθως γνωστό στα Έντυπα και Ηλεκτρονικά Μέσα Ενημέρωσης με 

το όνομα <<Πόλεμος των Άστρων (: Star Wars)>>.  

  Για  την  διεκπεραίωση  των  σκοπών  του  Προγράμματος  αυτού,  επέλεξε  κορυφαίους 

Επιστήμονες  στους  οποίους  κατ’  αρχή  ανέθεσε  το  έργο  της  αντικατάστασης  του  μέχρι  τότε 

ισχύοντος  Αμυντικού  Σχεδίου  που  έφερε  τον  τίτλο  <<  Αμοιβαία  Πρόκληση  Καταστροφής  (: 

Mutually Assured Destruction  (MAD))>>  και  που  βασιζόταν  στην Αρχή  της  Ανταπόδοσης  των 

Επιθετικών Πυρών. 

  Η Αρχή που χαρακτήριζε το νέο Πρόγραμμα θα προερχόταν από την έννοια της Άμυνας σε 

Βάθος (ή Πολυζωνικής Άμυνας, ή Πολυδιαστρωματωμένης Άμυνας) σύμφωνα με την οποία οι 

Επιτιθέμενοι Εισβολείς (Πύραυλοι, ή Βλήματα, ή Άρματα, ή Αεροσκάφη, ή γενικότερα Πολεμικά 

Οχήματα,  κ.  λ. π.  ) μπορούν να αναχαιτισθούν ενόσω διέρχονται διά μέσου μίας οιασδήποτε 

Ζώνης της Άμυνας, δηλαδή σε οποιαδήποτε βασική Φάση της Πορείας τους. Ιδιαιτέρως, για την 

περίπτωση ενός Επιτιθέμενου Πυραύλου οι βασικές αυτές Φάσεις αποδίδονται στο ακόλουθο 

Σχήμα 1.  
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Σχήμα 1. Φάσεις των Αναχαιτίσεων  για την <<Πρωτοβουλία για την Στρατηγική Άμυνα>> 

  Λόγω  της  τεκμηριωμένης  επιτυχίας  μίας  Άμυνας  σε  Βάθος,  αλλά  και  της  προσφάτως 

τελεσθείσας σημαντικής προόδου σε πλήθος νέων τεχνολογιών που μπορούν να καταδείξουν 

το  ευλογοφανές  περιεχόμενο  της  Άμυνας  αυτής,  το  νέο  Πρόγραμμα  <<Πρωτοβουλία  για  την 

Στρατηγική  Άμυνα>>  μπορούσε  να  συμβάλλει  ουσιαστικά  τουλάχιστον  στον  περιορισμό  της 

αποτελεσματικότητας  των  Επιτιθέμενων  Οπλικών  Συστημάτων.  Οριακά  μάλιστα,  η  νέα  αυτή 

Στρατηγική  Άμυνα  θα  μπορούσε  να  χρησιμοποιηθεί  ακόμα  και  για  την  αντιμετώπιση 

ενδεχόμενης Πυρηνικής Απειλής, ακόμα και όταν μόνον ένα μέρος της Πυρηνικής Επίθεσης θα 

μπορούσε να αποτραπεί.  

  Η  έννοια  της  Άμυνας  σε  Βάθος  δεν  ήταν  τελείως  καινούρια.  Την  περίοδο  που  είχε 

προηγηθεί  της  Προεδρίας  του  Reagan,  ο  Στρατός  των  Η.Π.Α.  είχε  ήδη  εκπονήσει 

εμπεριστατωμένες  μελέτες  οι  οποίες  το  1969  κατέληξαν  οριστικά  στο  Αμυντικό  Σχέδιο  με 

όνομα <<Nike X‐Sentinel‐Safeguard>>(1).  

_____________________________________________________________________________ 
  (1)Για την ακρίβεια, το Αμυντικό Σχέδιο <<Nike X>> μετονομάστηκε το 1967 σε <<Sentinel>>, και ακολούθως, το 
1969, σε <<Safeguard>>. 
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  Πρόκειται  περί  ενός  Συστήματος  διζωνικής  Άμυνας  στην  οποία  προβλεπόταν  η 

χρησιμοποίηση  δύο  ειδών  Αντιβαλλιστικών  Πυραύλων,  των  Πυραύλων  Spartan  και  των 

Πυραύλων Sprint, που αμφότεροι είχαν ως αποστολή την Αναχαίτιση πολύ ισχυρών Επιθετικών 

Πυρών Προπομπών.  Συγκεκριμένα,  οι  Πύραυλοι  Spartan  ήταν  υγρής  καύσιμης  ύλης  (:  liquid‐

fuel)  μακριοί  Πύραυλοι  μεγάλου  βεληνεκούς  (:  long‐range),  οι  οποίοι  προορίζονταν  για  την 

Αναχαίτιση  των  τέτοιων  Πυρών  υπεράνω  της  ατμοσφαιρικής  ζώνης.  Αντιθέτως,  οι  Πύραυλοι 

Sprint  ήταν  στερεάς  καύσιμης  ύλης  (:  solid‐fuel)  και  πολύ  υψηλής  ενέργειας  μικρότεροι 

Πύραυλοι, οι οποίοι προορίζονταν για την Αναχαίτιση των Πυραύλων σε ύψη περίπου 100000  

ποδιών και αφού οι Πύραυλοι αυτοί εισέλθουν στην ατμόσφαιρα. Και τα δύο είδη των ως άνω 

Αμυντικών  Πυραύλων  μετέφεραν  Βόμβες  Νετρονίου  ικανές  να  καταστρέψουν  πλήρως  κάθε 

ισχυρό Επιτιθέμενο Εισβολέα. Έτσι, κάθε Πύραυλος Spartan χρησιμοποιούσε Βόμβες Νετρονίου 

απόδοσης μεγαλύτερης των πέντε  ( )5  μεγατόνων, ενώ κάθε Πύραυλος Sprint χρησιμοποιούσε 

Βόμβες Νετρονίου απόδοσης μεγαλύτερης κάποιων εκατοντάδων κιλοτόνων. 

  Η  αρχιτεκτονική  τακτοποίηση  του Αμυντικού  Συστήματος  <<Nike X‐Sentinel‐Safeguard>>, 

όπως αυτό προτάθηκε στην τελική του μορφή το 1969, παρουσιάζεται παρακάτω στο Σχήμα 2 

της επόμενης σελίδας 134. 

  Η εκπόνηση ερευνητικών μελετών στα πλαίσια του Προγράμματος <<Πρωτοβουλία για την 

Στρατηγική Άμυνα>> συνεχίστηκε καθ’ όλη την δεκαετία του 1980 κάτω από την επιστημονική 

καθοδήγηση  του  <<Γραφείου  Πρωτοβουλιών  για  την  Διαστημική  Άμυνα  (:  Space  Defense 

Initiative Office (SDIO))>>. Αργότερα, κατά την δεκαετία του 1990, η Κυβέρνηση του Προέδρου 

George Bush του πρεσβύτερου μετέβαλε τον προσανατολισμό των ερευνών του Προγράμματος 

επικεντρώνοντας  το  ενδιαφέρον    των    προτεραιοτήτων    της    στο    θέμα  της  <<Ολικής  

Προστασίας    Έναντι    Πληγμάτων    Περιορισμένης    Εμβέλειας  (:  Global    Protection    Against  

Limited    Strikes  (GPALS))>>.  Το  Στρατηγικό  αντικείμενο  αυτού  του  θέματος  αφορούσε  στην 

προστασία  ολόκληρων  περιοχών  από  περιορισμένης  έκτασης  (και  περιορισμένου  χρόνου) 

Επιθέσεις που εκδηλώνονται σε διαφορετικά ή όχι σημεία με την Είσοδο στην οικεία περιοχή 

το  πολύ  διακοσίων  ( )200   Εισβολέων  (:  Πυραύλων  ή  Οπλισμένων  Ανθρώπων  ή  Βλημάτων, 

Αρμάτων  ή  Αεροσκαφών  ή  γενικότερα  Πολεμικών  Οχημάτων).  Όπως  και  το  αυθεντικό 
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γενικότατο Πρόγραμμα <<Πρωτοβουλία για την Στρατηγική Άμυνα>>, έτσι και η νεότερη εξέλιξή 

του με θέμα την <<Ολική Προστασία Έναντι Πληγμάτων Περιορισμένης Εμβέλειας>> στηρίχθηκε 

και  πάλι  στην  έννοια  μίας  Άμυνας  σε  Βάθος  που  προέβλεπε  Αναχαιτίσεις  των  Εισβολέων  με 

χρήση κατάλληλων Διαστημικών  είτε  Επίγειων  Συστημάτων Ανίχνευσης  (:  space‐ and ground‐

based  assets).  Στο  παρακάτω  Σχήμα  3  της  σελίδας  156  παρουσιάζεται  μία  αρχιτεκτονική 

διευθέτηση της <<Ολικής Προστασίας Έναντι Πληγμάτων Περιορισμένης Εμβέλειας>>. 

 

Σχήμα 2. 

 



ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΗ ΕΡΕΥΝΑ ΚΑΙ ΣΤΡΑΤΙΩΤΙΚΕΣ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΑΥΤΗΣ (ΤΟΜΟΣ 1, ΒΙΒΛΙΟ 1)  Ν.ΔΑΡΑΣ 

 

154  ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  

 

 

Σχήμα 3. 

  Τέλος, η Κυβέρνηση του Bill Clinton έδωσε έμφαση στην οργάνωση Άμυνας που βασίζεται 

σε Επίγεια Οπλικά Συστήματα, όπως είναι οι Πύραυλοι Patriot ή οι Πύραυλοι S‐300, με σκοπό 

την προστασία έναντι Επιθέσεων από Πυραύλους μέσου Βεληνεκούς. 

 

6.1.  Άμυνα σε Βάθος(: Layered Defense) 
  Στο  παρόν  Εδάφιο  θα  αναλύσουμε  την  έννοια  της  Άμυνας  σε  Βάθος  με  n   Ζώνες  (ή 
−n Διαστρωματωμένης ή  −n Πολυζωνικής ή  −n Πολυεπίπεδης Άμυνας). 

  Θα  υποθέτουμε  ότι  η  Αμυνόμενη  Πλευρά  διαθέτει  τόσο  την  ετοιμότητα  όσο  και 

ικανότητα  προς  Αναχαίτιση  όσων  Εισβολέων  (:  Πυραύλων,  Βλημάτων  ή  Αρμάτων,  ή 

Αεροσκαφών, ή γενικότερα Πολεμικών Οχημάτων) εισέρχονται στην περιοχή της. 
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  Επί  πλέον,  θα  υποθέτουμε  πως  οι  Αναχαιτίσεις  (:  interceptors)  των  Εισβολέων  θα 

εκδηλώνονται  με  “ρίψη  Πυρών  Περιοχής  ή  άτακτων  Πυρών  (Βολών)”  από  n   Αμυνόμενα 
διαφορετικά σύνολα Οπλικών Συστημάτων, που στη συνέχεια θα ονομάζονται και Αμυντικές 

Ζώνες (: layers) ή Αμυντικά Στρώματα ή Αμυντικά Επίπεδα. Αυτό σημαίνει πως θα υποθέτουμε 

ότι  κάθε  μία  Αναχαίτιση  (δηλαδή  απόπειρα  Ανακοπής)  θα  εκδηλώνεται  με  Πυρά,  που 

ενδεχομένως  πολλές  φορές  να  ρίπτονται  κατά  τύχη,  εναντίον  οποιουδήποτε  από  τους 

Επιτιθέμενους Εισβολείς (: Επιτιθέμενα Βλήματα ή Επιτιθέμενοι Πύραυλοι, Επιτιθέμενα Άρματα 

ή  Επιτιθέμενα  Αεροσκάφη  ή  γενικότερα  Επιτιθέμενα  Πολεμικά  Οχήματα)  κατόρθωσε  να 

διαπεράσει όλες τις προηγούμενες Ζώνες Άμυνας (1).  

  Είναι  σαφές  ότι  η  συνθήκη  περί  της  “ρίψης  άτακτων  Πυρών”  μπορεί  να  βελτιωθεί, 

τουλάχιστον  σε  κάποια  χρονικά  σημεία,  ως  προς  την  στόχευση  των  Στόχων,  έτσι  ώστε  οι 

περισσότερες  Αναχαιτίσεις  να  εκδηλώνονται  με  στοχευμένα  Πυρά,  δηλαδή  με  Πυρά  που  θα 

ρίπτονται    ό  χ  ι    κατά  τύχη.  Ωστόσο,  στο  παρόν  Εδάφιο,  προτιμήθηκε  η  θεώρηση  της 

ασθενέστερης  των  υποθέσεων  προκειμένου  να  εξετασθεί  η  χειρότερη  των  περιπτώσεων  της 

Αμυντικής  λειτουργίας.  Η  συγκριτικά  καλύτερη  περίπτωση  των  “τακτικών Πυρών  (Βολών)”  ( 

όπως, παραδείγματος χάρη, των Πυρών που κατανέμονται ομοιόμορφα μέσα στο χώρο), για 

τους σκοπούς του Θεάτρου Πυραυλικής Άμυνας, θα μελετηθεί στο αμέσως επόμενο Κεφάλαιο 

3. 

  Επειδή ορισμένες Αναχαιτίσεις μπορεί να εκδηλώνονται με περισσότερες από μία Βολές, 

κάθε Βολή θα θεωρείται ότι είναι μία  ξεχωριστή Αναχαίτιση των Εισβολέων.  Στην συνέχεια 

θα αποδειχθεί ότι υπάρχει πάντοτε ένας μοναδικός βέλτιστος τρόπος αναλογικού μερισμού 

της Συνολικής Αμυντικής  Ικανότητας δια μέσου των διαφόρων Ζωνών Άμυνας, έτσι ώστε να 

ελαχιστοποιείται ο αριθμός των Εισβολέων που θα διαπεράσουν την έσχατη (: n‐οστή) Ζώνη 

Άμυνας ([Finn Kent, 1985] ).  

______________________________________________________________________________ 

  (1) Η συγκεκριμένη Υπόθεση περί “ρίψης άτακτων Πυρών” είναι κατά κάποια έννοια η ίδια με την Υπόθεση περί 

“ρίψης τυφλών Πυρών” ή, ακόμα, περί “ρίψης Πυρών Περιοχής” επί της οποίας θεμελιώθηκε κυρίως το Γραμμικό 

Μοντέλο Μάχης Lanchester (βλ. σελ. 35‐43, 189‐198, 360‐366 του 1ου Τόμου). 
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  Ο συνολικός αριθμός των Επιτιθεμένων Εισβολέων (: Επιτιθέμενοι Πύραυλοι ή Επιτιθέμενα 

Βλήματα,  ή  Επιτιθέμενα  Άρματα,  ή  Επιτιθέμενα  Αεροσκάφη,  ή  γενικότερα  Επιτιθέμενα 

Πολεμικά Οχήματα)  θα  καλείται  Δείκτης  του  Επιθετικού Δυναμικού  των  Εισβολέων,  ή  απλά 

Επιθετικό Δυναμικό (: Offensive Potential) και θα αναπαρίσταται με το σύμβολο:  

0M . 

  Ο  αριθμός  των  Επιτιθεμένων  Εισβολέων  που  θα  κατορθώσουν  να  διαπεράσουν  την 

−i οστή Ζώνη Άμυνας θα συμβολίζεται με:  

iM . 

  Από  την άλλη πλευρά,  ο Δείκτης  του Αμυντικού Δυναμικού  της Αμυνόμενης Πλευράς  ή 

απλά Ολικό Αμυντικό Δυναμικό (: Total Defensive Potential)  

0D  

ορίζεται  ως  το  άθροισμα,  υπεράνω  όλων  των  Αναχαιτίσεων  (:αποπειρών  Ανακοπής),  του 

γινομένου  της  Αξιοπιστίας  (:  Reliability)  της  κάθε  Αναχαίτισης  επί  την  πιθανότητα 

Εξουδετέρωσης ενός μεμονωμένου Εισβολέα από μία Βολή.  

  Ιδιαιτέρως, ο Δείκτης Ικανότητας (: Effective Number)  

iD  

της Αμυνόμενης Πλευράς στην  −i οστή Αμυντική Ζώνη ( ο οποίος κατ’ ουσία αναπαριστά τον 

αριθμό  των  αποτελεσματικών  Αναχαιτίσεων  που  πραγματοποιούνται  στην    −i οστή 

Αμυντική Ζώνη) υπολογίζεται από τον Τύπο:  

( ) ( )i
k

k

i
ki paD ∑=  

όπου  
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●  ο  δείκτης  k   διατρέχει  όλες  τις  Αναχαιτίσεις  των  Επιτιθεμένων  Εισβολέων  που 
πραγματοποιήθηκαν στην  −i οστή Ζώνη Άμυνας,  

●  ( )i
ka  είναι η Αξιοπιστία της  −k οστής Αναχαίτισης στην  −i οστή Αμυντική Ζώνη, και  

●  ( )i
kp  είναι η πιθανότητα Εξουδετέρωσης ενός (τουλάχιστον) μεμονωμένου Εισβολέα από 

την  −k οστή Βολή στην  −i οστή Αμυντική Ζώνη. 

Είναι λοιπόν τώρα σαφές πως ο Συνολικός Δείκτης της Αμυντικής Αποτελεσματικότητας  0D θα 

δίνεται από την ακόλουθη έκφραση:  

∑
=

=
n

i
iDD

1
0 ,      ( )1  

όπου  n  είναι ο αριθμός των Αμυντικών Ζωνών. 

  Εάν  σε  κάθε  Αναχαίτιση  (ανεξαρτήτως  Αμυντικής  Ζώνης),  η  πιθανότητα  Εξουδετέρωσης 

ενός μεμονωμένου Εισβολέα είναι ίση με:  

p , 

τότε η πιθανότητα  0P  κατά την οποία ένας μεμονωμένος Εισβολέας θα μπορέσει να διαφύγει 

από την (άτακτη) Βολή που θα ριφθεί εναντίον του σε μία δεδομένη Αναχαίτισή του (που όμως 

θεωρείται ως  %100  Αξιόπιστη) είναι ίση με:  

M
pP −= 10 . 

Εδώ  το  σύμβολο  M   χρησιμοποιείται  για  να  αποδώσει  τον  αριθμό  των  Επιτιθεμένων 

Εισβολέων.  Συνεπώς,  η σύνθετη πιθανότητα  ένας μεμονωμένος Εισβολέας να διαφύγει σώος 

μετά από  Αa  Αναχαιτίσεις εναντίον του ισούται με:  

Α

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

a

M
pP 1σ  , 
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όπου  

● a  είναι η Αξιοπιστία μίας (μεμονωμένης) Αναχαίτισης, και 

●  Α   είναι  ο  αριθμός  των  Αναχαιτίσεων  που  πραγματοποιήθηκαν  εναντίον  του 

συγκεκριμένου Εισβολέα μέχρι την τρέχουσα στιγμή. 

  Αναπτύσσοντας την τελευταία, σύμφωνα προς το Διωνυμικό ανάπτυγμα, λαμβάνουμε την 

έκφραση:  

L−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ Α
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ Α
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Α 2

21
11

M
pa

M
pa

M
p a

, 

η οποία, συγκρινόμενη με το ανάπτυγμα της Εκθετικής:  

L−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Α

+
Α

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Α
−

2

!2
11exp

M
pa

M
pa

M
pa

, 

και, κάτω από την ασθενή προϋπόθεση ότι:  

1<<
M
p

 

(που  ισχύει  όταν ο αριθμός  των Επιτιθέμενων Εισβολέων είναι μεγάλος)  δίνει  προσεγγιστικά 

την ισότητα:  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−≡⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Α
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Α

M
D

M
pa

M
p a

expexp1 , 

μέσα στην οποία χρησιμοποιήθηκε ο συμβολισμός:  

Α= paD : . 
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  Έτσι, από τον συνδυασμό της παραπάνω αυτής προσεγγιστικής ισότητας και του Τύπου της 

προηγούμενης σελίδας ο οποίος έδινε  την σύνθετη πιθανότητα διαφυγής  ενός μεμονωμένου 

Εισβολέα μετά από  Αa  Αναχαιτίσεις εναντίον του, προκύπτει ότι:  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=
M
DP expσ . 

  Παρατηρήστε  ότι  η  Σχέση  αυτή  είναι  ίδια  με  την  Σχέση  που  δίνει  την  πιθανότητα 

“επιβίωσης”  των μονάδων μίας Πολεμικής Δύναμης  εμπλεκόμενης σε Μάχη που  εξελίσσεται 

σύμφωνα με τις Ιδιότητες (i), (ii), (iii) και (iv) των σελίδων 102 και 103 του 1ου Τόμου. Θυμίζουμε 

ότι σε μία τέτοια Μάχη με Ένταση  λ , η πιθανότητα κατά την χρονική στιγμή  t  οι Απώλειες της 
Δύναμης αυτής να ισούνται με κ  είναι:  

( )
!
)()(:)(
κ
tλeκtAPtP
κ

tλ
κ

−=== ,  ,...2,1,0=κ  

(πρ. βλ. Θεώρημα ΙΙ.6, σελ. 103 του 1ου Τόμου). Πράγματι, αρκεί στον Τύπο αυτόν να τεθεί:  

M
Dt =λ και 0=κ .  

Τότε,  ενόσω  το  γινόμενο  tλ   να  παραμένει  σταθερό  και  ίσο  με  ( ) MapMD // Α= ,  η 

πιθανότητα  σP ένας  μεμονωμένος  Εισβολέας  να  διαφύγει  σώος  )0(: =κ   μετά  από  Αa  

απόπειρες Ανακοπής του ισούται με:  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−
M
Dexp .  

  Χρησιμοποιώντας  τώρα  την  Σχέση  στην  οποία  καταλήξαμε  στην  αρχή  της  τρέχουσας 

σελίδας,  βλέπουμε  ότι  ο  αναμενόμενος  αριθμός  Επιτιθεμένων  Εισβολέων  που  θα 

διαπεράσουν από τις πρώτες  j  Ζώνες Άμυνας δίνεται από τον Τύπο:  

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

−
−

1
121 exp,...,,

j

j
jjj M

D
MDDDM     ( )2  ,  

όπου ιδιαιτέρως το σύμβολο:  
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0M  

είναι  ο  Δείκτης  του  Επιθετικού  Δυναμικού,  ή  απλά  Ολικό  Επιθετικό  Δυναμικό,  των 

Εισβολέων(1). 

  Προφανώς,  

για  την  βέλτιστη  λειτουργία  της  Άμυνας  σε  Βάθος,  θα  πρέπει  οι  Δείκτες  Ικανότητας 

(δηλαδή  οι  αριθμοί  των  αποτελεσματικών Αναχαιτίσεων που  θα  πραγματοποιηθούν) σε 

κάθε  Αμυντική  Ζώνη  της  Αμυνόμενης  Πλευράς  να  γίνουν  τέτοιοι  ώστε  ο  αριθμός  των 

Επιτιθεμένων Εισβολέων που θα  κατορθώσουν  να διαπεράσουν  και  την  τελευταία  Ζώνη 

Άμυνας να καταστεί ελάχιστος, (κάτω φυσικά από την προϋπόθεση ότι το άθροισμα όλων 

των Δεικτών  Ικανότητας,  δηλαδή οι αριθμοί  των αποτελεσματικών Αναχαιτίσεων που θα 

πραγματοποιηθούν στις διάφορες Αμυντικές Ζώνες,  θα είναι  ίσο με  τον  Συνολικό Βαθμό 

της Αμυντικής Αποτελεσματικότητας της Αμυνόμενης). 

  Έτσι, το κρίσιμο ζήτημα που τώρα εγείρεται είναι η εύρεση βέλτιστων τιμών  

( )∗∗∗∗ = nDDDD ,...,, 21  

για  τους  Δείκτες  Ικανότητας  σε  όλες  τις  Αμυντικές  Ζώνες,  έτσι  ώστε  για  κάποια  δεδομένη 

αρχική τιμή  

0D  

του  Ολικού  Αμυντικού  Δυναμικού,  να  επιτυγχάνεται  η  ελαχιστοποίηση  της  τιμής  της 

συνάρτησης  

( )nn DDDM ,...,, 21 . 

______________________________________________________________________________ 

  (1)  Αν  και  ο  τυπικός  τρόπος  ανάπτυξης  μίας  αυστηρής  ανάλυσης  θα  αξίωνε  εκ  των  προτέρων  τον  όσο  το 

δυνατόν ακριβέστερο προσδιορισμό των Κατανομών πιθανοτήτων για τις τυχαίες μεταβλητές  jM , και περαιτέρω 

θα  επιχειρούσε  τον  υπολογισμό  των  αναμενόμενων  τιμών  τους,  στην  Εργασία  [Finn Kent, 1985]  αποδείχθηκε  με 

μαθηματικά επιχειρήματα πως η επαγωγική μέθοδος υπολογισμού των αναμενόμενων τιμών των μεταβλητών  jM , 

βάσει  της  επαναληπτικής  εφαρμογής  του  τελευταίου  Τύπου  στην  προηγούμενη  σελίδα,  είναι  αρκετά  ακριβής  (ή 

μάλλον ελάχιστα “αναξιόπιστη”). 
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  Το ζήτημα αυτό διατυπώνεται ως το ακόλουθο Πρόβλημα Βελτιστοποίησης με Συνθήκες: 

“Για  κάποια  δεδομένη  αρχική  τιμή  0D   του  Ολικού 

Αμυντικού  Δυναμικού  καθώς  και  για  κάποια 

δεδομένη τιμή του Ολικού Επιθετικού Δυναμικού  0M  

των  Εισβολέων,  ζητείται  η  ελαχιστοποίηση  της 

συνάρτησης:  

( )nn DDDM ,...,, 21  

κάτω από την ακόλουθη Συνθήκη‐Υπόθεση: 

( ) .0...,...,, 02121 =−+++= DDDDDDDg nn ” 

 

  Η απλούστερη Μέθοδος για να επιλυθεί αυτό το Πρόβλημα Βελτιστοποίησης με Συνθήκες 

είναι η Μέθοδος των Πολλαπλασιαστών Lagrange (βλ. Παράγραφο 5.2, του παρόντος Τόμου).  

  Σύμφωνα  με  την Μέθοδο  αυτή,  η  ελαχιστοποίηση  του  αριθμού  nM   των  Επιτιθεμένων 

Εισβολέων  που  θα  κατορθώσουν  να  επιβιώσουν  έχοντας  διαπεράσει  και  την  έσχατη  Ζώνη 

Άμυνας  επιτυγχάνεται  όταν,  για  κάθε  i ,  ο  Δείκτης  Ικανότητας  iD   στο  −i οστό  Αμυντικό 

Στρώμα (,δηλαδή ο αριθμός των Αναχαιτίσεων στην  −i οστή Αμυντική Ζώνη) γίνει ίσος με την 

i ‐οστή συνιστώσα  ∗
iD των λύσεων  ( )∗∗∗

nDDD ,...,, 21  του Συστήματος των Εξισώσεων:   

( ) ( )∗∗∗∗∗∗∗ ∇=∇ nnn DDDgDDDM ,...,,,...,, 2121 λ  

όπου  ∗λ   είναι  η  τιμή  του Πολλαπλασιαστή  Lagrange  λ   που αντιστοιχεί  στην βέλτιστη  λύση 

( )∗∗∗∗ = nDDDD ,...,, 21 . Το Σύστημα των Εξισώσεων αυτών γράφεται επίσης και υπό την μορφή:  
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ή  ακόμα,  επειδή  για  κάθε  δείκτη  j   ισχύει  η  προφανής  ισότητα  1=∂∂ jDg ,  υπό  την 

ισοδύναμη μορφή:  

( ) ( ) ( ) ( )111
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LL λ=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

∂
∂ ∗∗∗ D

D
M

D
D
M

D
D
M

n

nnn . 

Η τελευταία αυτή Σχέση εγγυάται ότι η βέλτιστη λύση  ( )∗∗∗∗ = nDDDD ,...,, 21  πρέπει  να είναι 

τέτοια ώστε:  

( ) ( )∗∗
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για όλους τους δείκτες  i  και  j  που είναι μικρότεροι από το  n . 

  Εξ  άλλου,  σύμφωνα  με  τον  Κανόνα  της  Αλυσίδας  για  συναρτήσεις  πολλών  μεταβλητών, 

έχουμε:  
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και ομοίως:  
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  Αντικαθιστώντας  τις  δύο  τελευταίες  αυτές  Σχέσεις  στην  Εξίσωση  εντός  του  ανωτέρω 

κυανοχρώμου πλαισίου (για  1−= ij ), λαμβάνουμε την ισότητα:  
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  Καθώς όμως, σύμφωνα με τον βασικό Τύπο  ( )1 , έχουμε:  
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και ιδιαιτέρως, για  1−= ij ,  
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η ανωτέρω ισότητα εγγυάται ότι:  
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Συνδυασμός του αποτελέσματος τούτου και του μόλις πριν θεωρηθέντος βασικού Τύπου  ( )2  

της σελίδας 161, οδηγεί στο συμπέρασμα ότι η βέλτιστη λύση  ( )∗∗∗∗ = nDDDD ,...,, 21  πρέπει να 

είναι τέτοια ώστε:  

( ) ( )∗
−

∗∗
−

∗
−

∗∗
−

∗ −= 12112212 ,...,,,...,, iiiii DDDMDDDMD     ( )3  

ή, εν συντομία,  

12 −−
∗ −= iii MMD .    ( )4  

  Η ερμηνεία του συμπεράσματος αυτού συνοψίζεται στην ακόλουθη Πρόταση: 

VI.1. Πρόταση. Προκειμένου να μεγιστοποιηθεί η αποτελεσματικότητα μίας Άμυνας σε Βάθος, 

πρέπει ο αριθμός των αναπτυσσόμενων στην  −i οστή Αμυντική Ζώνη Αναχαιτίσεων εναντίον 

των  Επιτιθεμένων  Εισβολέων  να  ισούται  με  τον  αναμενόμενο  αριθμό  των  Επιτιθεμένων 

Εισβολέων που θα ανακοπούν στην  ( )−−1i οστή Αμυντική Ζώνη. ■ 
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  Ας δώσουμε τώρα μία εφαρμογή των παραπάνω συμπερασμάτων. 

 

VI.2. Παράδειγμα. Η Περίπτωση κατά την οποία ο Αριθμός n των Αμυντικών Ζωνών είναι ίσος 

με Τέσσερα(4)  ([Przemieniecki, 2000])  Από τους βασικούς Τύπους  ( ) ( )3,2  και  ( )1 :  
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(των σελίδων 161, 165 και 159 αντιστοίχως), συνάγεται το ακόλουθο Σύστημα των οκτώ  ( )8  μη 

γραμμικών Εξισώσεων:  
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     και      ∗∗∗∗ +++= 43210 DDDDD . 
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  Εάν στις Εξισώσεις αυτές οι οκτώ  ( )8  άγνωστες (και ανεξάρτητες μεταξύ τους) μεταβλητές 

είναι οι ποσότητες:  

∗∗∗
3214321 ,,,,,, DDDMMMM  και  ∗

4D  

τότε  οι  μεταβλητές  αυτές  θα  πρέπει  να  προσδιορισθούν  μετά  από  επίλυση  του  ανωτέρω 

Συστήματος, για κάποιες δεδομένες εκ των προτέρων τιμές του ζεύγους των παραμέτρων:  

●  0M : ο Δείκτης του Επιθετικού Δυναμικού των Εισβολέων 

    και 

●  0D : ο Δείκτης του Αμυντικού Δυναμικού της Αμυνόμενης.  

Όμως,  η  θεωρητική  επίλυση  αυτού  του  Συστήματος  ως  προς  τις  μεταβλητές  αυτές  είναι 

αδύνατη, και ως εκ τούτου απαιτείται η εφαρμογή Επαναληπτικών Μεθόδων της Αριθμητικής 

Ανάλυσης για την εύρεση αποδεκτών (σημειακών) προσεγγίσεων των λύσεων.  

  Αντιθέτως,  εάν,  εκτός  της  παραμέτρου  0M ,  δοθεί  ή  προβλεφθεί  (αντί  του  0D )  μία 

αποδεκτή τιμή για τον βέλτιστο Δείκτη Ικανότητας  

∗
1D  

της  Αμυνόμενης  Πλευράς  μέσα  στην  1η  Αμυντική  Ζώνη  (δηλαδή  εάν  δοθεί  ή  προβλεφθεί  ο 

βέλτιστος  αριθμός  των  αποτελεσματικών  Αναχαιτίσεων  που  θα  πραγματοποιηθούν  στο  1ο 

Στρώμα),  τότε  στις  Εξισώσεις  αυτές,  οι  οκτώ  ( )8   άγνωστες  (και  ανεξάρτητες  μεταξύ  τους) 

μεταβλητές θα είναι οι ποσότητες:  

∗∗∗
4324321 ,,,,,, DDDMMMM  και  0D  

οι οποίες μπορούν εύκολα να προσδιορισθούν με απ’  ευθείας υπολογισμό από  τις Εξισώσεις 

του Συστήματος συναρτήσει τούτη την φορά των παραμέτρων  0M  και  ∗
1D . ■  
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VI.3.  Παρατήρηση.  Στην  γενική  περίπτωση  κατά  την  οποία  ο  αριθμός  των Αμυντικών  Ζωνών 

είναι ίσος με  n , οι βέλτιστοι Δείκτες Ικανότητας για τις Αναχαιτίσεις σε κάθε Αμυντικό Στρώμα 
προσδιορίζονται από το Σύστημα των Εξισώσεων:  
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και      ∗∗∗ −−−= nDDDD L210 . 

Οι Εξισώσεις αυτές μπορούν να εκφρασθούν συναρτήσει του πηλίκου:  

00 MD  

του Ολικού Αμυντικού Δυναμικού  0D   της Αμυνόμενης Πλευράς προς  το  Επιθετικό Δυναμικό 

0M  των Εισβολέων. 

  Έτσι,  στα διαγράμματα  των Σχημάτων  της  επόμενης σελίδας παρουσιάζεται μία  επίλυση 

των ανωτέρω Εξισώσεων με την γραφική σχεδίαση των λόγων  0DDi
∗  συναρτήσει των τιμών 

του πηλίκου  00 MD , στις ενδεικτικές περιπτώσεις κατά τις οποίες οι Ζώνες της Άμυνας είναι 

2=n ,  3=n  και  4=n :  
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Διάγραμμα 1.Η περίπτωση n=2 

 

 

Διάγραμμα 2.Η περίπτωση n=3 
 

 

Διάγραμμα 3.Η περίπτωση n=4 

 

Σχήμα 4. Γραφικές παραστάσεις των λόγων των βέλτιστων Βαθμών 
Αποτελεσματικότητας κάθε Ζώνης ως προς τον Συνολικό Βαθμό της 
Αμυντικής Αποτελεσματικότητας συναρτήσει του πηλίκου D0/M0 
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  Ωστόσο,  η  πλέον  σημαντική  ποσότητα  που  τελικά  ενδιαφέρει  δεν  είναι  τόσο  οι  λόγοι 

0DDi
∗  αλλά ο αριθμός:  

( )∗∗∗
nn DDDM ,...,, 21  

των Επιτιθεμένων Εισβολέων που θα κατορθώσουν να επιβιώσουν έχοντας διαπεράσει και την 

έσχατη  Ζώνη  Άμυνας  όταν  οι  Δείκτες  Ικανότητας  των  Αναχαιτίσεων  σε  κάθε  Αμυντική  Ζώνη 

γίνουν βέλτιστοι. Στο διάγραμμα του παρακάτω Σχήματος παρουσιάζεται η γραφική σχεδίαση 

των λόγων:  

( )%1000 ×MMn  

συναρτήσει  των  τιμών  του  πηλίκου  00 MD ,  και  πάλι  στις  ενδεικτικές  περιπτώσεις  κατά  τις 

οποίες οι Ζώνες της Άμυνας είναι  2=n ,  3=n  και  4=n :  

 

Σχήμα 5. Γραφικές παραστάσεις των λόγων των Εισβολέων που θα διαπεράσουν όλα 

τις Αμυντικές Ζώνες ως προς το Επιθετικό Δυναμικό των Εισβολέων συναρτήσει του 

πηλίκου D0/M0 
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  Σχολιάζοντας τα αποτελέσματα του Σχήματος 2, μπορούμε να πούμε ότι:  

εάν  οι  n  Αμυντικές  Ζώνες  είναι  περισσότερες  από  δύο,  τότε  ο 
αριθμός:  

( )∗∗∗
nn DDDM ,...,, 21  

των  Εισβολέων που θα  κατορθώσουν  να διαπεράσουν όλες  τις 
Αμυντικές  Ζώνες  (σε περίπτωση που  οι  Δείκτες  Ικανότητας  των 
Αναχαιτίσεων  σε  κάθε Αμυντική  Ζώνη  γίνουν  βέλτιστοι)  φθίνει 
θεαματικά καθώς η τιμή του πηλίκου:  

100 >MD  

αυξάνεται.  

Η  παρατήρηση  αυτή  επιβεβαιώνει  την  υπερίσχυση  μίας  Άμυνας  σε  Βάθος  έναντι  Επιθέσεων 

Εισβολέων  όπως  Πύραυλοι  ή  Βλήματα,  Επιτιθέμενα  Άρματα  και  Επιτιθέμενα  Αεροσκάφη. 

(Φυσικά, οι περιπτώσεις:  100 <MD  και  00 =D (: ανυπαρξία Άμυνας) στερούνται πρακτικού 

ενδιαφέροντος,  γιατί  τότε ο αριθμός  των Επιτιθεμένων Εισβολέων που θα διαπεράσουν όλες 

τις Αμυντικές Ζώνες θα είναι προφανώς μεγάλος.) 

 

6.2. Άμυνα  σε  Βάθος  Έναντι  Επιθέσεων  Εισβολέων  που 
Χρησιμοποιούν Κατευθυνόμενες Κεφαλές  

  Μετά  την  πρώτη Φάση  της  υποστηρικτικής  Προώθησης  ή Ανώθησής  τους  (:  the  boost 

phase),  οι  Επιτιθέμενοι  Εισβολείς  συνήθως  έχουν  την  δυνατότητα  να  χρησιμοποιήσουν 

Κατευθυνόμενες Κεφαλές  (: Targeted Warheads,  ή,  όπως συχνά αναφέρονται, MIRVs),  όπως 

επίσης  και  πολλά Μέσα Παραπλάνησης  (: Various Decoys),  είτε Πυρά Προπομπών ή  ακόμη 

Διασπαστικά Πυρά.  

  Είναι  φυσικό  ότι,  εφόσον  δεν  υπάρχει  κάποια  ιδιαίτερη  πληροφόρηση,  τέτοιες 

Κατευθυνόμενες Κεφαλές να πρόκειται να αντιμετωπισθούν από μία Διαστρωματωμένη Άμυνα 

σαν απλοί Επιτιθέμενοι Εισβολείς.  
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  Ωστόσο,  επειδή  σε  τέτοιες  περιπτώσεις  Επιθέσεων  Εισβολέων  που  Χρησιμοποιούν 

Κατευθυνόμενες Κεφαλές μπορεί να προκληθούν καταστάσεις με απρόβλεπτες συνέπειες για 

την λειτουργία της Άμυνας σε Βάθος, η ανάλυση του προηγούμενου Εδαφίου 6.1 θα πρέπει να 

τροποποιηθεί καταλλήλως.  

  Προς τούτο, ας υποθέσουμε ότι κάθε ένας από τους  iM  Επιτιθέμενους Εισβολείς που θα 

έχουν κατορθώσει να διαπεράσουν την  −i οστή Ζώνη Άμυνας χρησιμοποιεί:  

iπ  

Κατευθυνόμενες Κεφαλές.  Εάν κανένας από τους  iM   Επιτιθέμενους Εισβολείς που θα έχουν 

κατορθώσει  να  διαπεράσουν  την  −i οστή  Ζώνη  Άμυνας  δεν  χρησιμοποιεί  Κατευθυνόμενες 

Κεφαλές, τότε θέτουμε:  

1≡iπ . 

  Κάτω από την ανωτέρω Υπόθεση, η ανάλογη επιχειρηματολογία με αυτήν των σελίδων 138 

και  139  πιστοποιεί  ότι  ο  αναμενόμενος  αριθμός  των  Επιτιθεμένων  Εισβολέων  που 

χρησιμοποιώντας  εκτός  των  άλλων  και  Κατευθυνόμενες  Κεφαλές  θα  καταφέρουν  να 

διαπεράσουν μέσα από τις πρώτες  j  Ζώνες Άμυνας δίνεται από τον Τύπο:  

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

−−
−−

11
1121 exp,...,,

jj

j
jjjj M

D
MDDDM

π
π  ( nj ,...,2,1= )  ( )4  

όπου  το  σύμβολο  0M   αποδίδει  ως  συνήθως  τον  Δείκτη  του  Επιθετικού  Δυναμικού  των 

Εισβολέων. 

  Κατ’  ακολουθία,  η  ίδια  διαδικασία  Βελτιστοποίησης  που  υιοθετήθηκε  στις  σελίδες    του 

προηγούμενου Εδαφίου, και στηρίχθηκε στην Μέθοδο των Πολλαπλασιαστών Lagrange, μπορεί 

να εφαρμοσθεί εκ νέου και να οδηγήσει στο συμπέρασμα ότι:  
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<<οι βέλτιστοι Δείκτες Ικανότητας  ∗
iD  (των Αναχαιτίσεων σε κάθε  i  

Ζώνη  Άμυνας  )  οι  οποίοι  ελαχιστοποιούν  τον  αριθμό  nM   των 

Επιτιθέμενων Εισβολέων που χρησιμοποιώντας ενδεχομένως εκτός 

των  άλλων  και  Κατευθυνόμενες  Κεφαλές  θα  καταφέρουν  να 

διαπεράσουν όλες  τις  Ζώνες Άμυνας  ικανοποιούν  το Σύστημα των 

κατωτέρω Εξισώσεων: 

( )ni
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M
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Το Σύστημα αυτό επιλυόμενο δίνει τις επαγωγικές Σχέσεις:  

( ) ( ) ( )niDDDMDDDMD iiiiiii ,...,3,2,,...,,,...,, 1211122122 =−= ∗
−

∗∗
−−

∗
−

∗∗
−−

∗ ππ ,  ( )6  

ή, εν συντομία,  

( )niMMD iiiii ,...,3,2,1122 =−= −−−−
∗ ππ .  ( )7  

  Η ερμηνεία του αποτελέσματος αυτού συνοψίζεται στην ακόλουθη Πρόταση: 

VI.4. Πρόταση. Προκειμένου να μεγιστοποιηθεί η αποτελεσματικότητα της Άμυνας σε Βάθος, 

στην περίπτωση κατά  την οποία οι Επιτιθέμενοι  Εισβολείς  χρησιμοποιούν  εκτός  των άλλων 

και  Κατευθυνόμενες  Κεφαλές,  πρέπει  ο  αριθμός  των  αναπτυσσόμενων  στην  −i οστή 

Αμυντική  Ζώνη Αναχαιτίσεων  εναντίον  των Επιτιθεμένων  τέτοιων Εισβολέων  να  ισούται με 

την  διαφορά  των  Εισβολέων  πο  υ  θα  διαπεράσουν  την  ( )−− 2i οστή  και  την  ( )−−1i οστή 

Αμυντική Ζώνη.■ 
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  Θα πρέπει να σημειωθεί ότι, στην περίπτωση αυτή, η βέλτιστη τιμή  

0≥∗
iD  

δεν μπορεί να είναι ίση με τον αναμενόμενο αριθμό των Κατευθυνόμενων Κεφαλών Βολών που 

θα ανακοπούν στην  ( )−−1i οστή Αμυντική Ζώνη.  

  Προκειμένου να γίνει κατανοητή η διαφορά μεταξύ της τρέχουσας περίπτωσης, κατά την 

οποία οι Επιτιθέμενοι Εισβολείς χρησιμοποιούν εκτός των άλλων και Κατευθυνόμενες Κεφαλές, 

και της περίπτωσης του προηγουμένου Εδαφίου, ας δώσουμε ένα Παράδειγμα εφαρμογής της 

Πρότασης VI.4 για μία Άμυνα σε Βάθος με τέσσερις (4) Αμυντικές Ζώνες. Το Παράδειγμα αυτό 

μπορεί  να  συγκριθεί  με  το  αντίστοιχο  Παράδειγμα  VI.2  του  προηγουμένου  Εδαφίου  και  να 

εξαχθούν τα δέοντα συμπεράσματα. 

VI.5. Παράδειγμα. Η Περίπτωση κατά την οποία ο Αριθμός  n   των Αμυντικών Ζωνών είναι 
ίσος με Τέσσερα(4)  ([Przemieniecki, 2000]) Ας υποθέσουμε ότι κάθε Επιτιθέμενος Εισβολέας 

που θα διαπεράσει τις δύο πρώτες από τις τέσσερις Ζώνες μίας Άμυνας θα χρησιμοποιήσει:  

( )3ππ =  

Κατευθυνόμενες  Κεφαλές.  Τότε,  οι  εξαγόμενες  οκτώ ( )8   μη  γραμμικές  Εξισώσεις  οι  οποίες 

σχηματίζονται  από  τις  επαγωγικές  Σχέσεις  που  αναγράφηκαν  στην  αρχή  της  προηγούμενης 

σελίδας έχουν ως εξής:  
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     και      ∗∗∗∗ +++= 43210 DDDDD . 

  Oι Εξισώσεις αυτές μπορούν να εκφρασθούν συναρτήσει του πηλίκου:  

00 MD  

του Δείκτη  0D  του Αμυντικού Δυναμικού της Αμυνόμενης. Πλευράς προς τον Δείκτη  0M  του 

Επιθετικού Δυναμικού των Εισβολέων. 

  Στα διαγράμματα του Σχήματος 3 της επόμενης σελίδας παρουσιάζεται μία επίλυση των 

ανωτέρω Εξισώσεων με την γραφική σχεδίαση των λόγων:  

0DDi
∗  

συναρτήσει των τιμών του πηλίκου  00 MD , στις ενδεικτικές περιπτώσεις κατά τις οποίες:  

1=π και 10=π . 

Θυμίζουμε ότι, όπως αναφέρθηκε στην σελίδα 145, η περίπτωση  1=π  σημαίνει ότι κανένας 

από  τους  Επιτιθέμενους  Εισβολείς  που  θα  κατορθώσουν  να  διαπεράσουν  και  την  2η  Ζώνη 

Άμυνας  δεν  θα  χρησιμοποιήσει  Κατευθυνόμενες  Κεφαλές,  και,  ως  εκ  τούτου,  η  περίπτωση 

αυτή έχει ήδη περιγραφεί στο Διάγραμμα 3 του Σχήματος 1. ■ 
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Διάγραμμα 1.Η περίπτωση π=1 

 

 

 

Διάγραμμα 2.Η περίπτωση π=10 

 

Σχήμα 6. Γραφικές παραστάσεις των λόγων των βέλτιστων Βαθμών  

Αποτελεσματικότητας κάθε Ζώνης ως προς τον Δείκτη του Αμυντικού Δυναμικού της 

Αμυνόμενης Πλευράς συναρτήσει του πηλίκου D0/M0 στις δύο περιπτώσεις: 

π=1 και π=10. 
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  Είναι ενδιαφέρουσα η επισήμανση της διαφοράς μεταξύ των δύο περιπτώσεων. Για  1=π , 

οι (βέλτιστες) Αναχαιτίσεις κατανέμονται ανάμεσα στις τέσσερις Ζώνες της Άμυνας. Αντιθέτως, 

για  10=π ,  η  (βέλτιστη)  Άμυνα  οφείλει  να  κατανείμει  τις  Αναχαιτίσεις  ανάμεσα  στις  δύο 

πρώτες  Ζώνες  της.  Αυτό φυσικά δικαιολογείται από  την ανάγκη Αναχαίτισης όσο  το δυνατόν 

περισσοτέρων  Επιτιθεμένων  Εισβολέων  προτού  αυτοί  χρησιμοποιήσουν  τις  Κατευθυνόμενες 

Κεφαλές τους. 

  Τέλος,  στο  Σχήμα 4,  παρουσιάζεται  το  επί  του  συνολικού  αριθμού  Επιτιθεμένων Πυρών 

ποσοστιαίο  μέρος  των  Επιτιθεμένων  Εισβολέων  που,  χρησιμοποιώντας  Κατευθυνόμενες 

Κεφαλές, διαπερνούν όλη την Τετραζωνική Άμυνα, όταν:  

3,1 == ππ και 10=π . 
 

 

Σχήμα 7.Το ποσοστό των Πυρών Προπομπών που Διαπερνούν μία Άμυνα Βάθους 

που συντίθεται από 4 Ζώνες, στις περιπτώσεις που π=1, π=3 και π=10. 
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  Από το Σχήμα αυτό φαίνεται καθαρά ότι:  

για μία αποτελεσματική Άμυνα Βάθους τεσσάρων  ( )4  Ζωνών εναντίον 

Επιθέσεων  Εισβολέων  εκ  των  οποίων  όσοι  διαπεράσουν  την  πρώτη 

Ζώνη  χρησιμοποιούν  δέκα  ( )10   Κατευθυνόμενες  Κεφαλές,  χρειάζεται 

το πηλίκο:  

00 MD  

του Ολικού  Αμυντικού  Δυναμικού  0D   της  Αμυνόμενης Πλευράς  προς 

τον Συνολικό Βαθμό  0M  του Επιθετικού Δυναμικού των Εισβολέων να 

λαμβάνει τιμές κείμενες μεταξύ  5.2  και 3 :  

35.2 00 << MD . 

Κάθε άλλη τιμή για το πιο πάνω πηλίκο πρέπει να απορριφθεί. ■ 
 

6.3.   Αντιβαλλιστική Πυραυλική Άμυνα (ΑΒΜ) και  
Θεωρία Παιγνίων: Καθαρές και Μικτές  
Στρατηγικές  

  Το  τελικό  Στάδιο  μίας  Άμυνας  Στρατιωτικών  Συγκεντρώσεων  είτε  Καταφυγίων  (:  silos) 

έναντι  του  πρώτου  κτυπήματος  μίας  Επίθεσης  που  εκδηλώνεται  με  (Διακρατικούς  ή 

Διηπειρωτικούς)  Βαλλιστικούς  Πυραύλους  (:  terminal  defense  of  Intercontinental  Ballistic 

Missile (ICBM)) παρουσιάζει επίσης έξοχο ενδιαφέρον για τους Στρατηγικούς σχεδιασμούς.  

  Σε ένα τέτοιο Στάδιο Άμυνας, υπάρχουν πολλοί και διάφοροι  τρόποι μεγιστοποίησης της 

πιθανότητας  διαφυγής  του  κινδύνου  καταστροφής.  Ορισμένοι  τρόποι  από  αυτούς 

περιλαμβάνουν  Εφαρμογές  Συστημάτων  και  Μεθόδων  Παθητικής  Άμυνας,  όπως,  για 
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παράδειγμα,  είναι  οι  πολλαπλές  Περιοχές  Επισταθμείας  (:  multiple  Shelters),  οι  Κινητοί 

Εκτοξευτές (: mobile Launchers) ή οι Κινητοί Καθελκυστήρες και οι Αμυντικοί Ομαδοποιημένοι 

Σχηματισμοί  (:  defense  pack  configurations),  ενώ  κάποιοι  άλλοι  τρόποι  περιλαμβάνουν 

Εφαρμογές  Συστημάτων  και  Μεθόδων  Ενεργητικής  Άμυνας,  όπως  οι  Αντιβαλλιστικοί 

Πύραυλοι (: Antiballistic Missiles (ABMs)).  

  Με δεδομένο ότι γενικά το τελικό Στάδιο της Άμυνας μπορεί να κρίνεται ως επιτυχημένο, 

εάν  έστω  ένα  μικρό  ποσοστό  Αμυνομένων  Στρατιωτικών  Συγκεντρώσεων  είτε  Καταφυγίων 

μπορέσει να διαφύγει της καταστροφής (με εξαίρεση φυσικά την περίπτωση κατά την οποία 

ζητείται  ένα ανταποδοτικό πλήγμα με  τα  εναπομένοντα βλήματα  της Αμυνόμενης Πλευράς 

εναντίον της Επιτιθέμενης), η Αντιβαλλιστική Πυραυλική Άμυνα  (: Antiballistic Missile  (ABM) 

Defense),  που  θα  εξετασθεί  στην  συνέχεια,  μπορεί  να  αποδειχθεί  αποτελεσματική  για  την 

προστασία  Στόχων  Μεγάλου  Βεληνεκούς  (:hard  targets),  όπως  είναι  οι  Αμυνόμενες 

Στρατιωτικές  Συγκεντρώσεις  και  τα  Αμυνόμενα  Στρατιωτικά  Καταφύγια.  Αντιθέτως,  η  Άμυνα 

αυτή έχει μικρή αξία, όταν εφαρμόζεται για την προστασία περιοχής με Ανθρώπινους Στόχους 

επειδή η διείσδυση έστω και ενός μικρού αριθμού Επιτιθέμενων Πυραύλων θα μπορούσε να 

οδηγήσει σε εκτεταμένη πανωλεθρία. ( Για  την  Άμυνα  περιοχής  με  Ανθρώπινους  Στόχους  η 

συζητηθείσα  στο  προηγούμενο  Εδάφιο  6.2  Άμυνα  σε  Βάθος,  στην  οποία  το  έσχατο  Στάδιο 

Άμυνας είναι η τελευταία Αμυντική Ζώνη, είναι η πλέον αποτελεσματική.)  

  Είναι σαφές ότι ένα Αμυντικό Σύστημα που θα ήταν ικανό να προστατέψει ένα σημαντικό 

ποσοστό των εγκαταστάσεων του Στρατού Ξηράς μίας χώρας (μεταξύ αυτών και των Επιτελικών 

Κέντρων  Ελέγχου  και  Λήψης  Στρατηγικών  Αποφάσεων)  έναντι  ενός  πρώτου  κτυπήματος  από 

Επίθεση με (Διακρατικούς ή Διηπειρωτικούς) Βαλλιστικούς Πυραύλους, θα έπρεπε να δομηθεί 

φερέγγυα στηριζόμενο στα επιτεύγματα της σύγχρονης Επιστήμης και Τεχνολογίας.  
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  Ιδιαιτέρως,  η  Αντιβαλλιστική  Πυραυλική  Άμυνα  αποσκοπεί  στην  βελτιστοποίηση  της 

κατανομής  των  Αναχαιτίσεων  υπεράνω  των  αμυνόμενων  θέσεων  χρησιμοποιώντας  απλά 

μαθηματικά επιχειρήματα.  

  Για  τον  σχηματισμό  και  διατύπωση  των  μαθηματικών  αυτών  επιχειρημάτων, 

προαπαιτείται  η  γνώση  των  βέλτιστων  Στρατηγικών  που  θα  πρέπει  να  υιοθετήσει  τόσο  η 

Αμυνόμενη όσο και η Επιτιθέμενη Πλευρά. Συγκεκριμένα, απαιτείται η γνώση της Στρατηγικής 

που πρέπει να ακολουθήσει η αμυνόμενη πλευρά κατά την ανάπτυξη των Αναχαιτίσεων, καθώς 

και η γνώση της Στρατηγικής που πρέπει να ακολουθήσει η επιτιθέμενη πλευρά όσον αφορά 

στον  τρόπο  διάθεσης  των  όπλων  της.  Αυτή  η  σχετικά  απλή  ανάλυση  μπορεί  να 

πραγματοποιηθεί  με  την  βοήθεια  της  Θεωρίας  Παιγνίων.  Επειδή  πολλοί  αναγνώστες  δεν 

γνωρίζουν  βασικές  αρχές  της  Θεωρίας  αυτής,  στην  αμέσως  επόμενη  Παράγραφο  έχουμε 

συμπεριλάβει μία σύντομη εισαγωγική αναφορά στο θέμα αυτό. 

6.3.Α. Θεωρία Παιγνίων (: Game Theory):ο Πίνακας Τιμών των Κερδών ή 
Ζημιών (:Payoff Matrix) για τις δύο Πλευρές 

6.3.Α.i. Βασικές Έννοιες και Ορισμοί  

  Με  τον  όρο  <<Παίγνιο  (:Game)>>  (ή,  όπως  πολλές  φορές  αναφέρεται,  <<Παίγνιο 

Στρατηγικής>>)αποδίδεται το σύνολο των κανόνων σύμφωνα προς τους οποίους κάθε πλευρά 

μπορεί  να  επιλέξει  τις  κινήσεις  (:Στρατηγικές)  της.  Κατ’  αντιδιαστολή,  μία  συγκεκριμένη 

αναμέτρηση των συγκρουόμενων Πλευρών (ή Παικτών) αναφέρεται σαν <<Παιγνίδι (:Play)>>.  

  Στο  τέλος  κάθε  Παιγνιδιού,  κάθε  Πλευρά  υπολογίζει  την  <<  Αμοιβή  ή  Κερδαπώλειά 

(:Payoff)>> της σύμφωνα προς τους κανόνες του Παίγνιου. Αν κάποια Πλευρά έχει κερδίσει στο 

Παιγνίδι,  τότε η Αμοιβή γι’ αυτήν την Πλευρά θα αποδίδεται από έναν θετικό αριθμό που θα 

περιγράφει το ύψος του Κέρδους της. Εάν όμως η Πλευρά αυτή χάσει, τότε η Αμοιβή γι’ αυτήν 
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την  Πλευρά  θα  είναι  ένας  αρνητικός  αριθμός  και  θα  αποδίδει  τις  Ζημιές  της.  Εάν,  τέλος,  η 

Πλευρά δεν έχει κερδίσει, αλλά ούτε και χάσει, τότε η Αμοιβή της θα είναι ίσες με το μηδέν. 

  Η <<Κατανομή Τιμών της Αμοιβής>>  ( )iV  της Πλευράς  iΠ  είναι μία διακριτή πραγματική 

συνάρτηση που αποδίδει όλες εκείνες τις διακριτές τιμές τις οποίες μπορεί να λάβουν τα Κέρδη 

ή οι Ζημιές της Πλευράς  iΠ  (αναλόγως της Στρατηγικής που θα επιλέξει αυτή και η αντίπαλή 

της),  και,  ως  εκ  τούτου,  μπορεί  να  πάρει  θετική  τιμή  (:Κέρδος  της  Πλευράς  iΠ ),  αρνητική 

τιμή(:Ζημία της Πλευράς  iΠ ), ή μηδενική τιμή(:κανένα όφελος της Πλευράς  iΠ ). 

  Εάν οι συμμετέχουσες στο Παίγνιο Πλευρές είναι  k  και εάν  
( ) ( ) ( ) 021 =+++ kVVV K , 

τότε έχουμε ένα Παίγνιο Μηδενικού Αθροίσματος (:Zero‐Sum Game). Εάν πάλι  
( ) ( ) ( ) CVVV k =+++ K21 , 

τότε έχουμε ένα Παίγνιο Σταθερού Αθροίσματος (:Constant‐Sum Game). 

  Ας  θεωρήσουμε  τώρα  την  περίπτωση  για  την  οποία  ενδιαφερόμαστε:  η  μία Πλευρά  1Π  

είναι  η  Αμυνόμενη  Πλευρά,  και  η  αντίπαλη  2Π   είναι  η  Επιτιθέμενη  με  (Διακρατικούς  ή 

Διηπειρωτικούς)  Βαλλιστικούς  Πυραύλους.  Οι  αντίστοιχες  Κατανομές  Τιμών  για  τις  Αμοιβές 

( )1V  και  ( )2V  θα αναπαριστούν τον αριθμό των Αμυνόμενων Στρατιωτικών Συγκεντρώσεων είτε 

Καταφυγίων  που  τελικώς  θα  καταστραφούν  και  τον  αριθμό  των  Αμυνόμενων  Στρατιωτικών 

Συγκεντρώσεων είτε Καταφυγίων που τελικώς θα καταστραφούν. Προφανώς, σκοπός και  των 

δύο πλευρών είναι η μεγιστοποίηση των τιμών των Αμοιβών  ( )1V  και  ( )2V . 

  Ας  υποθέσουμε  ότι,  σε  κάθε  αναμέτρηση,  το  σύνολο  όλων  των  δυνατών  επιλογών  της 

Επιτιθέμενης Πλευράς  2Π  είναι 

{ }naaaA ,...,, 21=  και  { }mdddD ,...,, 21=  

είναι  το  σύνολο  όλων  των  δυνατών  επιλογών  της  Αμυνόμενης  Πλευράς  1Π .  Οι  επιλογές 

( )nja j ,...,2,1=   και  ( )midi ,...,2,1=   αποτελούν  τις  Γνήσιες  Στρατηγικές  (:Pure  Strategies) 

των  2Π  και  1Π , αντιστοίχως.  
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  Με  κάθε  ζεύγος  Στρατηγικών  ( )ij da ,   συσχετίζεται  αφενός  ο  αριθμός  ( )ij daV ,)1(   των 

Αμυνόμενων  Στρατιωτικών  Συγκεντρώσεων  είτε  Καταφυγίων  που  τελικώς  θα  διαφύγουν  την 

καταστροφή εφόσον η Αμυνόμενη Πλευρά  1Π  υιοθετήσει την Στρατηγική  id  και η Επιτιθέμενη 

2Π  την Στρατηγική  ja , και αφετέρου ο αριθμός  ( )ij daV ,)2(  των Αμυνόμενων Στρατιωτικών 

Συγκεντρώσεων  ή  Καταφυγίων  που  τελικώς  θα  καταστραφούν  από  τις  επιθέσεις  της  2Π , 

εφόσον  η  Αμυνόμενη  Πλευρά  1Π   υιοθετήσει  την  Στρατηγική  id   και  η  Επιτιθέμενη  2Π   την 

Στρατηγική  ja .  

  Στην συνέχεια, για λόγους απλοποίησης των συμβολισμών, θα θέτουμε  

( ) ( )ijji daVV ,: )1(1
, =  και  ( ) ( )ijji daVV ,: )2(2

, = . 

  Η όλη κατάσταση προσδιορίζεται από τον  nm×  Πίνακα Τιμών των Κερδών ή Απωλειών 

(:Payoff Matrix) αμφότερων των δύο Πλευρών: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) m

i

nmnmjmjmmm

ninijijiii

nnjj

nj

d

d

d

VVVVVV

VVVVVV

VVVVVV

aaa

M

M

LL

MMM

LL

MMM

LL

LL

1

2
,

1
,

2
,

1
,

2
1,

1
1,

2
,

1
,

2
,

1
,

2
1,

1
1,

2
,1

1
,1

2
,1

1
,1

2
1,1

1
1,1

1

,,,

,,,

,,,

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=Μ
 

Οι γραμμές  mi,...,,...,1  και οι στήλες  nj,...,,...,1  του πίνακα αυτού παριστάνουν, αντιστοίχως, 

τις δυνατές επιλογές Στρατηγικής  mi ddd ,...,,...,1  και  nj aaa ,...,,...,1  των δύο συγκρουόμενων 

Πλευρών.  

  Είναι σαφές ότι  το  εν λόγω Παίγνιο  της Αντιβαλλιστικής Πυραυλικής Άμυνας ανήκει στην 

κατηγορία  των Παίγνιων Σταθερού Αθροίσματος,  γιατί εάν υποτεθεί ότι ο συνολικός αριθμός 

των Αμυνόμενων Στρατιωτικών Συγκεντρώσεων είτε Καταφυγίων ισούται με σ , τότε πρέπει  

( ) ( ) σ=+ 2
,

1
, jiji VV  

για κάθε  mi ,...,2,1=  και  nj ,...,2,1= . 
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  Επειδή η τελευταία ως άνω σχέση γράφεται και υπό την μορφή  

( ) ( ) 0
22

2
,

1
, =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −

σσ
jiji VV , 

διαπιστώνεται αμέσως ότι εφόσον τεθεί  

( ) ( )

2
:~ 1

,
1

,
σ

−= jiji VV  και  ( ) ( )

2
:~ 2

,
2

,
σ

−= jiji VV   

( )njmi ,...,2,1,,...,2,1 ==   το  Παίγνιο  αυτό  μπορεί  να  περιγραφεί  και  ως  ένα  Παίγνιο 

Μηδενικού Αθροίσματος, υπό την έννοια ότι, για κάθε  mi ,...,2,1=  και  nj ,...,2,1= ,  ισχύει η 

σχέση  

( ) ( ) 0~~ 2
,

1
, =+ jiji VV  

δηλαδή η τιμή της Αμοιβής της μίας Πλευράς είναι απλά η αρνητική τιμή της Αμοιβής της άλλης 

Πλευράς:  

( ) ( )1
,

2
,

~~
jiji VV −= .  

Αυτό συνεπάγεται ότι ο Πίνακας Τιμών των Κερδών ή Ζημιών και των δύο Πλευρών μπορεί να 

αναπαρασταθεί χρησιμοποιώντας, για κάθε ζεύγος Στρατηγικών  ( )ij da , , έναν μόνον αριθμό  

( ) ( ) )~~(:~ 1
,

2
,, jijiji VVV −==  

αντί του ζεύγους  ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2
,

2
,

1
,

1
,

2
,

1
, ,~~,~,~

jijijijijiji VVVVVV −=−= :  

m

i

nmjmm

nijii

nj

nj

d

d

d

VVV

VVV

VVV

aaa

M

M

LL

MMM

LL

MMM

LL

LL

1

,,1,

,,1,

,1,11,1

1

~~~

~~~

~~~

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=Μ
 



ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΗ ΕΡΕΥΝΑ ΚΑΙ ΣΤΡΑΤΙΩΤΙΚΕΣ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΑΥΤΗΣ (ΤΟΜΟΣ 1, ΒΙΒΛΙΟ 1)  Ν.ΔΑΡΑΣ 

 

182  ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  

 

  Θα  πρέπει  ωστόσο  να  καταστεί  καλά  κατανοητό  το  γεγονός  ότι  αν  τα  Κέρδη  της 

Επιτιθέμενης  Πλευράς  2Π   είναι  ( )2~
, σ+jiV ,  τότε  οι  αντίστοιχες  Ζημιές  της  Αμυνόμενης 

Πλευράς  1Π  είναι  ( )2~
, σ+− jiV . 

  Το βασικό αντικείμενο σε ένα Παίγνιο Μηδενικού Αθροίσματος έγκειται στην επιδίωξη της 

κάθε  Πλευράς  να  βελτιστοποιήσει  την  τιμή  των  Κερδών  ή  των  Απωλειών  της,  αναλόγως  της 

Στρατηγικής που θα επιλέξει αυτή και η αντίπαλή της. 

 

6.3.Α.ii. Το  Γενικό  Σκεπτικό  του  Προβλήματος  της  Θεωρίας  Παιγνίων  σε  Συγκεκριμένο 
Παράδειγμα: Βέλτιστες Γνήσιες Στρατηγικές 

  Ας  θεωρήσουμε  ένα  συγκεκριμένο  παράδειγμα.  Προς  τούτο,  θα  υποθέσουμε  ότι  ο 

συνολικός  αριθμός  σ   των  Αμυνόμενων  Στρατιωτικών  Συγκεντρώσεων  είτε  Καταφυγίων 

ισούται με 160  και ότι δίνεται το ακόλουθο Παίγνιο Μηδενικού Αθροίσματος με Πίνακα Τιμών 

των Κερδών ή Απωλειών των Πλευρών  1Π  και  2Π :  

[ ]
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  Έτσι, αν, παραδείγματος χάριν, η Επιτιθέμενη Πλευρά  2Π  υιοθετήσει  την Στρατηγική  3a  

και  η  Αμυνόμενη  Πλευρά  1Π   την  Στρατηγική  4d ,  τότε  ο  αριθμός  των  Αμυνόμενων 

Στρατιωτικών Συγκεντρώσεων είτε Καταφυγίων που θα διαφύγουν την καταστροφή θα είναι 
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    ( ) ( ) 828022160~
4,3

2
4,3 =+=+= VV .    

Επειδή  το Παίγνιο  έχει  υποτεθεί  ότι  είναι Μηδενικού Αθροίσματος,  στην  περίπτωση αυτή,  ο 

αριθμός  των  Αμυνόμενων  Στρατιωτικών  Συγκεντρώσεων  είτε  Καταφυγίων  που  θα 

καταστραφούν θα ισούται με:  

( ) ( ) 788022160~
4,3

1
4,3 =+−=+−= VV .  

  Θα  εξετάσουμε  το  Παίγνιο  αυτό  από  την  σκοπιά  της  Αμυνόμενης  Πλευράς  1Π .  Εάν  η 

Πλευρά  αυτή  γνώριζε  την  επιλογή  Στρατηγικής  της  αντίπαλής  της,  τότε  δεν  θα  είχε  καμία 

δυσκολία στον καθορισμό της Στρατηγικής που θα του απέφερε το ευνοϊκότερο αποτέλεσμα, 

δηλαδή  την  μέγιστη <<Αμοιβή>>  (:Κερδαπώλεια)  (στην  προκειμένη  περίπτωση,  τις  ελάχιστες 

Απώλειες). Έτσι   

Αν η Στρατηγική της Επιτιθέμενης Πλευράς Π2 είναι  1a   2a   3a   4a  

τότε  η  Αμυνόμενη  Πλευρά  Π1  πρέπει  αντιστοίχως  να 

επιλέξει την Στρατηγική  
1d   3d  (ή  4d )  2d   4d  

μεγιστοποιώντας  τον  αριθμό  των  Συγκεντρώσεων  είτε 

Καταφυγίων που θα διαφύγουν την καταστροφή σε  
18   4   8   25  

 

  Ο  προσδιορισμός  της  βέλτιστης  Στρατηγικής  της  Πλευράς  1Π ,  δοθείσης  της  Στρατηγικής 

της  2Π   επιτυγχάνεται  εντοπίζοντας  το  μέγιστο  στοιχείο  στην  στήλη  που  αντιστοιχεί  στην 

επιλογή  της  2Π .  Ωστόσο,  στο  σημείο  αυτό,  πρέπει  να  παρατηρήσουμε  ότι  η  συγκεκριμένη 

επιλογή  της  2Π   δεν  είναι  γνωστή στην  1Π .  Είναι  λοιπόν φυσικό η Πλευρά  1Π   να  εξετάσει 

κατά πόσον ένα παρόμοιο σκεπτικό θα μπορούσε να οδηγήσει σε κάποιο συμπέρασμα σχετικά 

με την Στρατηγική που θα συνέφερε την αντίπαλή της Πλευρά  2Π , το οποίο συμπέρασμα θα 

μπορούσε στην συνέχεια η  1Π  να αξιοποιήσει για να επιλέξει την δική της Στρατηγική. Είναι 

προφανές ότι, σύμφωνα προς το αναφερθέν σκεπτικό, η Πλευρά  1Π  προσδιορίζει για κάθε μία 
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από τις Στρατηγικές  του την βέλτιστη Στρατηγική  της αντίπαλής της εντοπίζοντας το ελάχιστο 

στοιχείο στην αντίστοιχη γραμμή. Έτσι, 

Αν η Στρατηγική της Αμυνόμενης Πλευράς Π1 είναι  1d   2d   3d   4d   5d  

τότε η Επιτιθέμενη Π2 πρέπει αντιστοίχως να επιλέξει  την 

Στρατηγική  
3a   1a    2a   3a   3a  

αναγκάζοντας την Αμυνόμενη  Πλευρά Π1 να περιορίσει τον 

αριθμό  Συγκεντρώσεων  είτε  Καταφυγίων  που  θα 

διαφύγουν την καταστροφή σε  

0   0   4   2   0  

 

  Και πάλι όμως, η επιλογή Στρατηγικής της Επιτιθέμενης Πλευράς  2Π  εξαρτάται από εκείνη 

της Αμυνόμενης Πλευράς  1Π , την οποία όμως η  2Π  αγνοεί, με αποτέλεσμα να δημιουργείται 

ένας φαύλος ατέρμονας κύκλος.  

  Παρά ταύτα, μία πιο προσεκτική εξέταση των μέχρι τώρα συμπερασμάτων μπορεί να άρει 

το  αδιέξοδο.  Πράγματι,  ο  πρώτος  κατά  σειρά  από  τους  ανωτέρω  πίνακες  υποδεικνύει  ότι  η 

Πλευρά  1Π   μπορεί  σίγουρα  να  αποτρέψει  την  τελική  καταστροφή  0   Συγκεντρώσεων  είτε 

Καταφυγίων (εφόσον επιλέξει τις Στρατηγικές  1d ,  2d ή  5d ), ενώ μπορεί να αυξήσει περαιτέρω 

τον αριθμό των Συγκεντρώσεων είτε Καταφυγίων που θα διαφύγουν τελικώς την καταστροφή 

σε  2  ή ακόμα και σε  4 , εφόσον επιλέξει τις Στρατηγικές  3d  ή  4d , αντιστοίχως.(1) 

______________________________________________________________________________________________ 

(1)Να  σημειωθεί  πως  λέγοντας  ότι  η  Πλευρά  Π1  μπορεί  σίγουρα  να  αποτρέψει  την  τελική  καταστροφή  0 
Συγκεντρώσεων  ή  Καταφυγίων,  εννοούμε  ότι  ο  αριθμός  των  Αμυνόμενων  Στρατιωτικών  Συγκεντρώσεων  είτε 
Καταφυγίων που θα διαφύγουν σίγουρα την τελική καταστροφή είναι V=0+80=80. Ακόμη, λέγοντας ότι η εν λόγω 
Πλευρά μπορεί να αυξήσει περαιτέρω τον αριθμό των Συγκεντρώσεων είτε Καταφυγίων που θα διαφύγουν τελικώς 
την καταστροφή σε 2 ή ακόμα και σε 4, εννοούμε ότι μπορεί να κατορθώσει να αυξήσει τον αριθμό των Αμυνόμενων 
Στρατιωτικών Συγκεντρώσεων είτε Καταφυγίων που θα διαφύγουν τελικώς την καταστροφή σε V=2+80=82 ή ακόμα 
και σε V=4+80=84. 
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  Ας ορίσουμε λοιπόν ως Στάθμη Ασφαλείας (:security level) μιας επιλογής Στρατηγικής τον 

ελάχιστο αριθμό των τελικώς διασωζομένων Καταφυγίων που μπορεί να συνεπάγεται η 

επιλογή αυτή για την Αμυνόμενη Πλευρά  1Π . Στην γενική περίπτωση, η Στάθμη Ασφαλείας της 

επιλογής  id  είναι 

)~(min , jij V . 

  Κατά  την  έννοια  αυτή,  παρατηρούμε  ότι  η  Στρατηγική  3d   έχει  την  ιδιότητα  να 

ελαχιστοποιεί  την  Στάθμη  Ασφαλείας  των  επιλογών  Στρατηγικής  για  την  Αμυνόμενη  Πλευρά 

1Π . Με άλλα λόγια, εάν η Πλευρά αυτή επιλέξει την Στρατηγική  3d , τότε θα έχει εξασφαλίσει 

την  αποτροπή  της  τελικής  καταστροφής  σε  τουλάχιστον  4   Συγκεντρώσεις  είτε  Καταφύγια, 

καμία  δε  άλλη  Στρατηγική  δεν  μπορεί  να  της  εγγυηθεί  μεγαλύτερο  Κέρδος.  Στην  γενική 

περίπτωση, η Στρατηγική με την ιδιότητα αυτή αντιστοιχεί σε  

)~(minmax , jiji V  

τελικώς διασωζόμενες Συγκεντρώσεις είτε τελικώς διασωζόμενα Καταφύγια. 

  Ας ακολουθήσουμε, τώρα, ένα παρόμοιο σκεπτικό για την αντίπαλη Πλευρά  2Π . 

Με  δεδομένο  ότι  το  <<Κέρδος>>  της  Αμυνόμενης  Πλευράς  1Π   αποτελεί  <<Ζημία  >>για  την 

Επιτιθέμενη Πλευρά  2Π , ως Στάθμη Ασφαλείας μιας επιλογής Στρατηγικής για την Επιτιθέμενη 

Πλευρά  2Π   ορίζεται  η  μεγαλύτερη  <<Ζημία>>  που  μπορεί  να  συνεπάγεται  για  την  Πλευρά 

αυτή  η  συγκεκριμένη  επιλογή.  Προφανώς,  η  Στάθμη  Ασφαλείας  της  επιλογής  ja   είναι  η 

<<Ζημία>> 

)~(min , jii V− . 
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  Στην  συγκεκριμένη  περίπτωση,  Στάθμη Ασφαλείας  των  επιλογών  321 ,, aaa   και  4a   είναι, 

αντιστοίχως,  8,4,18 −−−   και  25− .  Συνεπώς,  στην  συγκεκριμένη  περίπτωση,  η  Στάθμη 

Ασφαλείας μεγιστοποιείται για την επιλογή  2a . Δηλαδή, καμία άλλη Στρατηγική δεν μπορεί να 

εγγυηθεί μικρότερη <<Ζημία>>  για  την Πλευρά  1Π .  Στην γενική περίπτωση,  η Στρατηγική με 

την ιδιότητα αυτή αντιστοιχεί στην <<Ζημία>>  

)~(minmax , jiij V− . 

 

  Όπως  παρατηρούμε,  φαίνεται  ότι  υπάρχει  ένα  ισχυρό  κίνητρο  για  την  επιλογή  των 

Στρατηγικών  3d   και  2a   από  μέρους  των  δύο  συγκρουόμενων  Πλευρών  1Π   και  2Π , 

αντιστοίχως. Πράγματι, οι Στρατηγικές αυτές ορίζουν ένα σημείο ισορροπίας του Παίγνιου, υπό 

την έννοια ότι σε καμία Πλευρά δεν συμφέρει η αλλαγή Στρατηγικής, αν η αντίπαλη Πλευρά δεν 

μεταβάλλει την Στρατηγική της.  

  Στην γενική περίπτωση, ένα τέτοιο σημείο υπάρχει, εάν 

=)~(minmax , jiji V )~(minmax , jiij V−− . 

  Επειδή, για οιαδήποτε πραγματική συνάρτηση  ( )xf , έχουμε τις ισότητες  

( ) ( )][min][max xfxf xx −=−  και  ( ) ( )][max][min xfxf xx −=− ,  

και επειδή τα σύνολα D  και  A  των Στρατηγικών των δύο Πλευρών είναι πεπερασμένα, ισχύει  

jiijjiijjiij VVV ,,,
~maxmin)~(maxmax)~(minmax −=−=− ,  

και επομένως η ανωτέρω Σχέση μπορεί να γραφεί ισοδυνάμως και υπό την μορφή:  

vVV jiijjiji
~:~maxmin~minmax ,, == (Κριτήριο Maximin‐Minimax). 
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  Εάν  ∗i   και  ∗j   είναι  οι  δείκτες  για  τους  οποίους  ικανοποιείται  η  τελευταία,  τότε  η  μεν 

Στρατηγική 

∗id  

της Αμυνόμενης Πλευράς  1Π  αναφέρεται ως Στρατηγική Maximin, η δε Στρατηγική  

∗ja  

της Επιτιθέμενης Πλευράς  2Π  ως Στρατηγική Minimax. Το ζεύγος 

,( ∗id )∗j
a   

ορίζει τις Βέλτιστες Γνήσιες Στρατηγικές ή το κατά Nash Σημείο Ισορροπίας του Παίγνιου. 

  Να σημειωθεί ότι η τιμή  

∗∗ ji
V

,

~
 

της  Συνάρτησης  Αμοιβής  επί  της  οποίας  υλοποιείται  το  κατά  Nash  Σημείο  Ισορροπίας  στον 

Πίνακα Τιμών των Κερδών ή Ζημιών και των δύο Πλευρών αποτελεί, ταυτόχρονα, το ελάχιστο 

σημείο της γραμμής του και το μέγιστο στοιχείο της στήλης του. Κάθε ζεύγος με την ιδιότητα 

αυτήν αποτελεί ένα Σαγμοειδές Σημείο (:saddle‐point) του Παίγνιου. 

  Όταν ένα Σαγμοειδές Σημείο υπάρχει, η μεν Αμυνόμενη Πλευρά  1Π  μπορεί να είναι βέβαιη 

ότι υπάρχει τρόπος να <<κερδίσει>>  

∗∗ jiV ,

~
 

μονάδες (ή, με άλλα λόγια, να αποσοβήσει την καταστροφή  

2
~

,,

σ
+= ∗∗∗∗ jiji VV  

Στρατιωτικών Συγκεντρώσεων είτε Καταφυγίων επί συνόλου σ ), η δε Επιτιθέμενη Πλευρά  2Π  

να μην μπορεί να καταστρέψει περισσότερες από  

2
~

,

σ
+− ∗∗ ji

V  

Στρατιωτικές  Συγκεντρώσεις  είτε  Καταφύγια.  Έτσι,  εφόσον η Πλευρά  1Π   δεν  έχει  λόγους  να 

πιστεύει ότι η αντίπαλη Πλευρά  2Π  προτίθεται να ακολουθήσει μία αλλοπρόσαλλη Στρατηγική 
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(και οι λόγοι αυτοί πρέπει να στηρίζονται σε στοιχεία που να μην έχουν καμία σχέση με αυτό 

τούτο το Παίγνιο), τότε η Πλευρά  1Π  πρέπει να αρκεσθεί στο <<Κέρδος>>  ∗∗ ji
V

,

~
 και να παίξει 

έτσι ώστε να το εξασφαλίσει. Ομοίως, η Επιτιθέμενη Πλευρά  2Π  πρέπει να παίξει έτσι ώστε να 

περιορίσει την Ζημία της, ή ισοδύναμα το <<Κέρδος>> της αντίπαλής της σε  ∗∗− jiV ,

~
. Ο αριθμός 

∗∗ ji
V

,

~
 

αναφέρεται, συνήθως, ως η Τιμή του Παίγνιου. 

  Στην συγκεκριμένη περίπτωση, έχουμε 

{ ,0}20,8,3,0min{,0}2,0,3,18min{max~minmax , ===jiji V  

}}20,0,3,9min{,2}25,2,4,16min{,4}5,5,4,5min{ ==
{ }

4
0,2,4,0,0max

=
=

 

και  

{ ,4}3,4,4,3,3max{,18}9,16,5,0,18max{min~maxmin , ===jiij V  

}25}20,25,5,20,2max{,8}0,2,5,8,0max{ ==
{ }

.4
25,8,4,18min

=
=

 

VI. 6. Παρατήρηση.   Ένα βασικό ερώτημα που εγείρεται είναι κατά πόσον υπάρχουν πάντοτε 

Βέλτιστες  Γνήσιες  Στρατηγικές  (ή  με  άλλα  λόγια,  κατά  πόσον  υπάρχει  ένα  κατά Nash  Σημείο 

Ισορροπίας). 
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  Η  απάντηση  είναι  γενικά  όχι.  Πράγματι,  στην  γενική  περίπτωση,  έχουμε  το  ακόλουθο 

αποτέλεσμα: Έστω ένα Πινακικό Παίγνιο Μηδενικού Αθροίσματος με Πίνακα Τιμών των Κερδών 

ή Ζημιών και των δύο Πλευρών  

m

i

nmjmm

nijii

nj

nj

d

d

d

VVV

VVV

VVV
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M

M
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MMM
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MMM
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⎝

⎛

=Μ
. 

  Τότε, ισχύει η γενική σχέση 

mj ,...,2,1min = ≥= jini V ,,...,2,1
~max ni ,...,2,1max = jimj V ,,...,2,1

~min = . ■ 

6.3.Α.iii.  Μικτές Στρατηγικές 

  Ας  θεωρήσουμε  και  πάλι  την  περίπτωση  του  γενικού  Παίγνιου  με  Πίνακα  Τιμών  των 

Κερδών ή Ζημιών για τις δύο Πλευρές τον εξής: 

m

i

nmjmm

nijii

nj

nj

d

d

d

VVV

VVV

VVV
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M
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  Με  τον  όρο  Μικτή  Στρατηγική  (:  mixed  strategy)  για  την  Πλευρά  1Π   εννοούμε  ένα 

διάνυσμα‐γραμμή  

( )Tmi pppP ,...,,...,1=  

m  μη αρνητικών αριθμών  ip  τέτοιων ώστε  

1
1

=∑ =

m

i ip . 

  Οι αριθμοί αυτοί  mi ppp ,...,,...,1  παριστάνουν την πιθανότητα με την οποία η Αμυνόμενη 

Πλευρά  1Π  επιλέγει τις Στρατηγικές  mi ddd ,...,,...,1 , αντιστοίχως.  

  Στην συνέχεια, το σύνολο όλων των Μικτών Στρατηγικών της Πλευράς  1Π  θα συμβολίζεται 

με 

P  (m). 

  Ομοίως, με τον όρο Μικτή Στρατηγική για την Πλευρά  2Π  εννοούμε ένα διάνυσμα‐στήλη 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

n

j

q

q

q

Q
M

M
1

 

n  μη αρνητικών αριθμών  jq  τέτοιων ώστε  

1
1

=∑ =

n

j jq . 

  Οι αριθμοί αυτοί  nj qqq ,...,,...,1  παριστάνουν την πιθανότητα με την οποία η επιτιθέμενη 

Πλευρά  2Π  επιλέγει τις Στρατηγικές  nj aaa ,...,,...,1 , αντιστοίχως.  

  Στην συνέχεια, το σύνολο όλων των Μικτών Στρατηγικών της Πλευράς  2Π  θα συμβολίζεται 

με 

Q (n). 
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VI.7. Παρατήρηση. Προφανώς, οι Γνήσιες Στρατηγικές  id  και  ja  μπορούν να θεωρηθούν σαν 

οι Μικτές Στρατηγικές  

( )

i

T

↑

0,...,0,1,0,...,0
 και 

( )

j

T

↑

,0,...,0,1,0,...,0
 

αντιστοίχως. ■ 

6.3.Α.iv.  Συνάρτηση Αμοιβής και Στάθμη Ασφαλείας  

  Ως  Συνάρτηση  Αμοιβής  (:payoff  function)  για  την  Πλευρά  ( )2,1=Π κκ   ορίζεται  η 

συνάρτηση  που απεικονίζει  σε  κάθε  ζεύγος Μικτών  Στρατηγικών  ( )Tmi pppP ,...,,...,1=   και 

( )Tnj qqqQ ,...,,...,1= των  1Π  και  2Π  την αναμενόμενη Αμοιβή  ( )QPE ,  της Πλευράς  κΠ : 

P  (m)×Q (n) →R ( ) ( ) jji
m

i

n

j i qVpQPQPEQP ,1 1

~,,: ∑ ∑= =
=⋅Μ⋅=a . 

  Από  τον  ανωτέρω  γενικότατο  ορισμό  της  Συνάρτησης  Αμοιβής  για  την  Πλευρά  κΠ  

απορρέουν οι ακόλουθοι τρεις επί μέρους ορισμοί:  

  Η Συνάρτηση Αμοιβής για την Αμυνόμενη Πλευρά  1Π , όταν η εν λόγω Πλευρά επιλέξει 

την  Γνήσια  Στρατηγική  id ,  είναι  η  συνάρτηση  που  απεικονίζει  σε  κάθε  Μικτή  Στρατηγική 

( )Tnj qqqQ ,...,,...,1= της  Επιτιθέμενης  Πλευράς  2Π   την  αναμενόμενη  τιμή  ( )QdE i ,   των 

Απωλειών της Αμυνόμενης Πλευράς  1Π : 

Q (n) →R ( ) ( ) .~,,...,,...,:
1 ,1 j

n

j jii
T

nj qVQdEqqqQ ∑ =
== a   
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Ομοίως,  η  Συνάρτηση  Αμοιβής  για  την  Επιτιθέμενη  Πλευρά  2Π ,  όταν  η  εν  λόγω  Πλευρά 

επιλέξει  την  Γνήσια  Στρατηγική  ja ,  είναι  η  συνάρτηση  που  απεικονίζει  σε  κάθε  Μικτή 

Στρατηγική  ( )Tmi pppP ,...,,...,1=   της  Αμυνόμενης  Πλευράς  1Π   την  αναμενόμενη  τιμή 

( )jaPE ,  των Απωλειών της Αμυνόμενης Πλευράς  1Π : 

P  (m) →R ( ) ( ) .~,,...,,...,:
1 ,1 ∑=

==
m

i jiij
T

mi VpaPEpppP a  

  Ακριβώς  αναλόγως,  η  Συνάρτηση  Αμοιβής  για  την  Αμυνόμενη  Πλευρά  1Π ,  όταν  η 

Επιτιθέμενη  Πλευρά  2Π   επιλέξει  την  Γνήσια  Στρατηγική  ja ,  είναι  η  συνάρτηση  που 

απεικονίζει  σε  κάθε Μικτή  Στρατηγική  ( )Tmi pppP ,...,,...,1= της  1Π   την αναμενόμενη  τιμή 

( )jaPE ,  των Απωλειών της Αμυνόμενης Πλευράς  1Π : 

P  (m) →R ( ) ( ) ∑ =
==

m

i jiij
T

mi VpaPEpppP
1 ,1

~,,...,,...,: a . 

Ομοίως, η Συνάρτηση Αμοιβής για την Επιτιθέμενη Πλευρά  2Π , όταν η Αμυνόμενη Πλευρά 

1Π   επιλέξει  την  Γνήσια  Στρατηγική  id ,  είναι  η  συνάρτηση  που  απεικονίζει  σε  κάθε Μικτή 

Στρατηγική  ( )Tnj qqqQ ,...,,...,1= της  Επιτιθέμενης  Πλευράς  2Π   την  αναμενόμενη  τιμή 

( )QdE i ,  των Απωλειών της Πλευράς  1Π : 

Q (n) →R  ( ) ( ) j
n

j jii
T

nj qVQdEqqqQ ∑ =
==

1 ,1
~,,...,,...,: a . 

 

  Προφανώς, Συνάρτηση Αμοιβής για την Πλευρά  ( )2,1=Π κκ , όταν η Αμυνόμενη Πλευρά 

1Π   επιλέξει  την  Γνήσια  Στρατηγική  id   και  η  Επιτιθέμενη Πλευρά  2Π   επιλέξει  την  Γνήσια 

Στρατηγική  ja , προσδιορίζεται από τον αριθμό:  

( ) jiji VadE ,
~, = . 
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  Εκτός από την Συνάρτηση Αμοιβής, έχουμε και την βασική για τους σκοπούς μας έννοια της 

Στάθμης Ασφαλείας.  

  Για κάθε Μικτή Στρατηγική  ( ) ∈= T
nj qqqQ ,...,,...,: 1 Q (n) της Επιτιθέμενης Πλευράς  2Π , η 

Στάθμη Ασφαλείας για την εν λόγω Πλευρά ορίζεται ως ο αριθμός: 

( ) ( ) ∈= PQPEQN :,min{:2 P  (m) } . 

Με δεδομένο ότι  

( ) ( ) ( )∑∑ ∑ == =
==

m

i ii
m

i

n

j jjii QdEpqVpQPE
11 1 , ,~,  και  0,1

1
≥=∑ =

m

i ii pp , 

το  ελάχιστο  στην  ανωτέρω  σχέση  επιτυγχάνεται  όταν  η  πιθανότητα  που  αντιστοιχεί  στο 

μικρότερο των  ( ) ),...,2,1(,, miQdE i =  γίνει ίση με την μονάδα, δηλαδή όταν 

( ) ( ) ( ) ( ){ }QdEQdEQdEQN m ,,...,,,,min 212 = . 

Επομένως,  η  Στάθμη  Ασφαλείας  ( )QN 2 για  την  Επιτιθέμενη  Πλευρά  2Π   μπορεί  να 

εκλαμβάνεται ως η  (αναμενόμενη) τιμή των Απωλειών που θα έχει η Αμυνόμενη Πλευρά  1Π  

όταν η Αμυνόμενη Πλευρά  1Π , γνωρίζει ότι η Πλευρά  2Π  χρησιμοποιεί την Μικτή Στρατηγική 

Q   και κατόπιν  τούτου επιλέγει  την Στρατηγική της έτσι ώστε να ελαχιστοποιήσει  τον αριθμό 

των Απωλειών της. 

  Εφόσον η Επιτιθέμενη Πλευρά  2Π  επιθυμεί να μεγιστοποιήσει την Στάθμη Ασφαλείας της, 

πρέπει να επιλέξει μία Μικτή Στρατηγική  ( )Tnj qqqQ ∗∗∗∗ = ,...,,...,1  τέτοια ώστε: 

( ) ( )QNQN 22 ≥∗  

για κάθε άλλη Μικτή Στρατηγική  ( ) ∈= T
nj qqqQ ,...,,...,: 1 Q (n) της Επιτιθέμενης αυτής Πλευράς 

2Π .  
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  Θέτοντας 

( )∗= QNN 22 : , 

έχουμε  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )QPEQNN T
n

T
n

T
n ppPqqQqqQ

,minmaxmax
,...,,...,2,...,2

111 ===
== .  

Επειδή 

( ) ( ) ( ) ( )∗∗
=

∗ ≤== QPEQPEQNN T
nppP

,,min
,...,22

1
 

για  οποιαδήποτε  Μικτή  Στρατηγική  ( )Tmi pppP ,...,,...,1= της  Αμυνόμενης  Πλευράς  1Π , 

βλέπουμε  ότι  η  Μικτή  Στρατηγική  ( )Tnj qqqQ ∗∗∗∗ = ,...,,...,1   της  Επιτιθέμενης  Πλευράς 

εξασφαλίζει  την  Επιτιθέμενη  Πλευρά  ότι  θα  προκαλέσει  τουλάχιστον  2N   Απώλειες  στην 

Αμυνόμενη  Πλευρά  1Π ,  και  ότι  καμία  άλλη  Στρατηγική  δεν  μπορεί  να  της  εγγυηθεί  την 

πρόκληση  περισσότερων  Απωλειών.  Η  Μικτή  αυτή  Στρατηγική  ( )Tnj qqqQ ∗∗∗∗ = ,...,,...,1   της 

Επιτιθέμενης Πλευράς  2Π  αναφέρεται σαν Στρατηγική Maximin. 

  Με  δεδομένο  τώρα  ότι  πρόκειται  για  ένα  Παίγνιο  Μηδενικού  Αθροίσματος,  σαν 

αντικειμενικός σκοπός της Αμυνόμενης Πλευράς  1Π  μπορεί να θεωρείται η μεγιστοποίηση της 

<<Ζημίας>> της Επιτιθέμενης Πλευράς. Έτσι, αν η Αμυνόμενη Πλευρά  1Π  υιοθετήσει την Μικτή 

Στρατηγική  ( )Tmi pppP ,...,,...,1= , τότε η Επιτιθέμενη Πλευρά  2Π  δεν μπορεί να προκαλέσει 

περισσότερες Απώλειες από: 

( ) ( ) ∈= QQPEPN :,max{1 Q (n) } ( ) i
m

i ji
n

j jqqQ
pVqT

n
∑∑ ===

=
1 ,1,...,

~max
1

 

( )

( ) ( )
( ) ( ){ }.,,...,,max

,max

~max

1

1,...,

1 ,1,...,

1

1

m

n

j jjqqQ

i
m

i ji
n

j jqqQ

aPEaPE

aPEq

pVq

T
n

T
n

=

=

=

∑
∑∑

==

===
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  Είναι  σαφές  ότι  επιδίωξη  της  Αμυνόμενης  Πλευράς  1Π   είναι  η  ελαχιστοποίηση  των 

Απωλειών της, δηλαδή η ελαχιστοποίηση του αριθμού  ( )PN1 .  Εάν  ( )Tmj pppP ∗∗∗∗ = ,...,,...,1  

είναι η Μικτή Στρατηγική για την οποία αυτό επιτυγχάνεται, τότε θέτουμε 

( )∗= PNN 11 : ( ) ( ) ( ) ( ) ( )QPEPN T
m

T
m

T
m qqQppPppP

,maxminmin
,...,,...,1,..., 111 ===

== , 

και παρατηρούμε ότι 

( ) ( ) ( ) ( ) 11,...,
,max,

1
NPNQPEQPE T

nQQQ
==≤ ∗∗

=
∗  

για κάθε Μικτή Στρατηγική  ( ) ∈= T
nj qqqQ ,...,,...,: 1 Q (n) της Επιτιθέμενης Πλευράς  2Π .  

  Επομένως,  εάν  η  Αμυνόμενη  Πλευρά  1Π   επιλέξει  την  Μικτή  Στρατηγική 

( )Tmi pppP ∗∗∗∗ = ,...,,...,1 ,  τότε η Πλευρά αυτή μπορεί  να  εμποδίσει  την Επιτιθέμενη Πλευρά 

2Π   από  το  να  της  προκαλέσει  Απώλειες  περισσότερες  από  ( )∗= PNN 11 : .  Η  Μικτή  αυτή 

Στρατηγική  ( )Tmi pppP ∗∗∗∗ = ,...,,...,1   της  Αμυνόμενης  Πλευράς  1Π   αναφέρεται  σαν 

Στρατηγική Minimax. 

  Οι Μικτές Στρατηγικές  

( )Tmi pppP ∗∗∗∗ = ,...,,...,1  και  ( )Tnj qqqQ ∗∗∗∗ = ,...,,...,: 1  

καλούνται Βέλτιστες Στρατηγικές, όταν  

( ) ( ) ( )∗∗∗∗ ≥≥ QPEQPEQPE ,,, , 

για  οποιαδήποτε  Στρατηγική  Q   της  Επιτιθέμενης  Πλευράς  2Π   και  για  οποιαδήποτε 

Στρατηγική  P   της Αμυνόμενης Πλευράς  1Π . Η ανωτέρω συνθήκη είναι γνωστή ως Πρόταση 

του Σαγμοειδούς της Θεωρίας των Παιγνίων.  
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  Ισοδύναμα, οι Μικτές Στρατηγικές  

( )Tmi pppP ∗∗∗∗ = ,...,,...,1  και  ( )Tnj qqqQ ∗∗∗∗ = ,...,,...,: 1  

καλούνται Βέλτιστες Στρατηγικές, όταν  

( )∗= PNN 11 ( ) 22 NQN == ∗ . 

H συνθήκη αυτή είναι γνωστή ως Κριτήριο Minimax των von Newmann και Morgenstern. 

6.3.Β. Ανάλυση της Αντιβαλλιστικής Πυραυλικής Άμυνας 

  Επανερχόμενοι τώρα στο καθαυτό ζήτημα της ανάλυσης μίας Αντιβαλλιστικής Πυραυλικής 

Άμυνας, μπορούμε να θέσουμε το όλο πρόβλημα κάτω από το ακόλουθο σκεπτικό:  

  Μία Αμυντική Στρατηγική D ορίζεται ως ένα σύνολο (θετικών) ακεραίων αριθμών 

,...,....,, 10 iσσσ ,  

τέτοιων  ώστε  κάθε  iσ   να  αναπαριστά  το  πλήθος  των  Αμυνόμενων  Στρατιωτικών 

Συγκεντρώσεων  είτε  Καταφυγίων  για  την  αμυντική  υπεράσπιση  έκαστου  εκ  των  οποίων 

ενεργούνται  i  Αναχαιτίσεις.  Έτσι,  ο αριθμός  0σ  αναπαριστά  το πλήθος  των μη Αμυνόμενων 

Στρατιωτικών  Συγκεντρώσεων  είτε  Καταφυγίων,  ο  αριθμός  1σ   το  πλήθος  των  Στρατιωτικών 

Συγκεντρώσεων  είτε  Καταφυγίων  για  την  άμυνα  έκαστου  εκ  των  οποίων  ενεργείται  μία 

Αναχαίτιση, κ. λ. π.  

  Είναι σαφές ότι, απ’ ευθείας από τον ορισμό αυτόν, έπονται οι δύο προφανείς σχέσεις  

σσ =∑
i

i         ( )1  

και  

Si
i

i =∑ σ         ( )2  
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όπου  σ   είναι  ο  συνολικός  αριθμός  των  Αμυνόμενων  Στρατιωτικών  Συγκεντρώσεων  είτε 

Καταφυγίων  και  S   είναι  ο  συνολικός  αριθμός  των  δυνατών  Αναχαιτίσεων  που  μπορούν  να 

ενεργηθούν  από  μέρους  της  Αμυνόμενης  Πλευράς  για  την  υπεράσπιση  των  Στρατιωτικών 

Συγκεντρώσεων είτε Καταφυγίων.  

  Ομοίως, μία Επιθετική Στρατηγική A ορίζεται ως ένα σύνολο (θετικών) ακεραίων αριθμών 

,...,....,, 10 jβββ , 

τέτοιων  ώστε  κάθε  jβ   να  αναπαριστά  το  πλήθος  των  Στρατιωτικών  Συγκεντρώσεων  είτε 

Καταφυγίων εναντίον των οποίων θα εκτοξευθούν  j  Πύραυλοι, κάτω από την προϋπόθεση ότι 

σβ =∑
j

j         ( )3  

και  

Tj
j

j =∑ β         ( )4  

όπου  σ   είναι  και  πάλι  ο  συνολικός αριθμός  των Αμυνόμενων  Στρατιωτικών  Συγκεντρώσεων 

είτε  Καταφυγίων  και  T   είναι  ο  συνολικός αριθμός  των Πυραύλων  που  θα  εκτοξευθούν από 

μέρους της Επιτιθέμενης Πλευράς για την καταστροφή των Στρατιωτικών Συγκεντρώσεων είτε 

Καταφυγίων της Αντίπαλης Πλευράς.  

  Οι  αντιστοιχίσεις  Αμυντικών  Στρατηγικών D  σε  Επιθετικές  Στρατηγικές A  αναπαριστούν 

τους δυνατούς συνδυασμούς που μπορούν να σχηματίζονται από τις Κατανομές ή Κατανομές 

Δεσμεύσεων (:allocations) ή απλά Δεσμεύσεις (ή Σφραγίσεις) μεταξύ Αμυντικών Αναχαιτίσεων 

και Επιτιθεμένων Πυραύλων.  

  Ωστόσο, υπάρχει ένα ειδικό σύνολο D ∗  Αμυντικών Στρατηγικών καθώς και ένα αντίστοιχο 

ειδικό σύνολο A ∗  Επιθετικών Στρατηγικών, το οποίο διαπιστώθηκε το 1984 από τον L. Sartori 

και σύμφωνα με το οποίο  
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 το πλήθος των Αμυνόμενων Στρατιωτικών Συγκεντρώσεων είτε Καταφυγίων που για την 

αμυντική υπεράσπιση έκαστου των οποίων ενεργούνται  ( )1≥i  Αναχαιτίσεις είναι  ίσο 

με το πλήθος των Αμυνόμενων Στρατιωτικών Συγκεντρώσεων είτε Καταφυγίων που για 

την  αμυντική  υπεράσπιση  έκαστου  των  οποίων  ενεργούνται  κ+i   Αναχαιτίσεις 

( )κκ −= m,...,2,1,0 , δηλαδή: 

D ∗ { }1131210 ,...,,,, σσσσσσσσ ==== m     ( )5  

και 

 το πλήθος των Αμυνόμενων Στρατιωτικών Συγκεντρώσεων είτε Καταφυγίων που για την 

καταστροφή  τους  θα  εκτοξευθούν  ( )1≥j   βλήματα  είναι  ίσο  με  το  πλήθος  των 

Αμυνόμενων Στρατιωτικών Συγκεντρώσεων είτε Καταφυγίων που για την καταστροφή 

τους θα εκτοξευθούν  λ+j  βλήματα  ( )jn −= ,...,2,1,0λ , δηλαδή: 

A ∗ { }1131210 ,...,,,, ββββββββ ==== n     ( )6 . 

  Εφαρμόζοντας τώρα την Αμυντική Στρατηγική D ∗  και την Επιθετική Στρατηγική A ∗ , κατ’ 

ουσία δηλαδή τις Σχέσεις  ( )5  και  ( )6 , βλέπουμε ότι από τις Εξισώσεις  ( )1 ,  ( )2 ,  ( )3  και  ( )4  

έπεται ότι 

1
2

0 +
−=
m
Sσσ ,        ( )7  

( )1
2

1 +
=

mm
Sσ ,        ( )8  

1
2

0 +
−=
n
Tσβ ,        ( )9  

και 

( )1
2

1 +
=

nn
Tβ ,         ( )10  

όπου οι δύο αριθμοί m  και  n  πρέπει να επιλεγούν έτσι ώστε όλες οι ποσότητες  0σ ,  1σ ,  0β  

και  1β  να αναπαριστούν θετικούς ακεραίους. 
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  Είναι σαφές πως μία Στρατιωτική Συγκέντρωση είτε ένα Στρατιωτικό Καταφύγιο που για την 

αμυντική  υπεράσπισή  του  ενεργούνται  i   Αναχαιτίσεις  και  το  οποίο  δέχεται  την  επίθεση 

j Πυραύλων, θα μπορέσει να διαφύγει της καταστροφής μόνον εάν  

ji ≥ . 

Επί  πλέον,  η  πιθανότητα  κατά  την  οποία  μία  τυχαία  Στρατιωτική  Συγκέντρωση  ή  ένα  τυχαίο 

Στρατιωτικό Καταφύγιο να δεχθεί την επίθεση  j  Πυραύλων είναι  

σσ j . 

Επομένως, η πιθανότητα να αποφύγει την καταστροφή μία Στρατιωτική Συγκέντρωση είτε ένα 

Στρατιωτικό  Καταφύγιο  που  για  την  αμυντική  υπεράσπισή  του  ενεργούνται  i   Αναχαιτίσεις 

ισούται με  

∑∑ ==
==

i

k k
i

k
k

ip 00

1 σ
σσ

σ
.      ( )11  

Η  πιθανότητα  αυτή  αναπαριστά  το  ποσοστό  των  Αμυνομένων  Στρατιωτικών  Συγκεντρώσεων 

είτε Καταφυγίων εναντίον των οποίων δεσμεύθηκαν  ( )ij ≤  Πύραυλοι ως προς τον συνολικό 

αριθμό των Αμυνομένων Στρατιωτικών Συγκεντρώσεων είτε Καταφυγίων.  

  Έτσι, για το ειδικό σύστημα  

(D ∗ , A ∗ ) 

των  ως  άνω  περιγραφεισών  Στρατηγικών,  ο  αριθμός  των  Αμυνομένων  Στρατιωτικών 

Συγκεντρώσεων είτε Καταφυγίων  (: με άλλα λόγια, η τιμή της συνάρτησης αμοιβής) που θα 

αποφύγουν την καταστροφή θα δίνεται από τον Τύπο:  

V~ (D ∗ , A ∗ ) ii

i

j ji
m

i ip σβ
σ

σ ∑ ∑∑ ==
==

01

1
,    ( )12  

όπου στην τελευταία ισότητα χρησιμοποιήθηκε η Εξίσωση  ( )11 . 
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  Αντικαθιστώντας  τις  Εξισώσεις  ( )3 ,  ( )4 ,  ( )5 ,  ( )8   και  ( )9   μέσα  στην  Εξίσωση  ( )12 , 

λαμβάνουμε 

V~ (D ∗ ,A ∗ ) ( ) ( ) ( )K++
+

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

+
−= ++ 320 2

1
221

1
22

mmmm
S

m
S

mm
TS

m
S ββ

σσ
β

σ
. 

Έπεται πως, εάν  

0320 ==== ++ Lmm βββ ,  

τότε ισχύει η Σχέση:  

min V~ (D ∗ ,A ∗ ) ( )1
22

+
−=

mm
TS

m
S

σ
, με 

σ
Sm 2

≥ .    ( )13  

Από την Σχέση αυτήν καθίσταται πρόδηλο ότι ο αριθμός  min V~ (D ∗ ,A ∗ ) δεν εξαρτάται από 

οιαδήποτε ιδιαίτερη Στρατηγική της Επιτιθέμενης Πλευράς. 

  Ξαναγράφοντας  την  παραπάνω  Σχέση  ( )13   σε  κανονικοποιημένη  μορφή  ως  προς  τον 

αριθμό  των  Συγκεντρώσεων  είτε  Καταφυγίων  που  θα  διασωθούν  αναλόγως  της  Αμυντικής 

Στρατηγικής που θα επιλεγεί, σχηματίζουμε την ποσότητα 

ΣD*:= minmax V~[ (D ∗ ,A ∗

( )⎥⎦
⎤

⎢
⎣

⎡
+

−=
1

1212minmax])
mm

TS
m

S
σσσ

σ ,  ( )14  

με  ( )σSm 2≥ .  Οι  minmax τιμές  που  εμφανίζονται  στην  Σχέση  ( )14   σχεδιάζονται  ως 

συνάρτηση του λόγου  ( )σT  στο επόμενο Σχήμα 8, στην περίπτωση που  

( ) 1=σS :  
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Σχήμα 8.Αριθμός Συγκεντρώσεων είτε Καταφυγίων που θα διασωθούν κατόπιν εφαρμογής της 

maxmin Αμυντικής Στρατηγικής εναντίον της Επιτιθέμενης Πλευράς όταν (S/σ)=1. 

  Γενικότερα,  στον  παρακάτω  Πίνακα  έχουμε  συγκεντρώσει  αρκετά  σχετικά  αριθμητικά 

αποτελέσματα για  τις  εκάστοτε υιοθετούμενες Αμυντικές  Στρατηγικές στην περίπτωση που ο 

λόγος  ( )σS   λαμβάνει  διάφορες  τιμές.  Επίσης,  παρακάτω,  στο  επόμενο  Σχήμα  9,  αυτά  τα 

αποτελέσματα θα αναπαρασταθούν επίσης σχεδιαστικά ως συνάρτηση του λόγου  ( )σT .  

 

 

( )σS  

 

Αμυντική Στρατηγική D ∗   min V~ (D ∗ ,A ∗ ) 
Διάστημα Διακύμανσης 

της Ποσότητας 

minmax V~ (D ∗ ,A ∗ ) 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 1. 

 

 

Σχήμα 9.Αριθμός Συγκεντρώσεων είτε Καταφυγίων που θα διασωθούν κατόπιν εφαρμογής της 

maxminΑμυντικής Στρατηγικής εναντίον της Επιτιθέμενης Πλευράς για διάφορες τιμές του λόγου 

(S/σ). 

  Από  την  Πλευρά  της  Επιτιθέμενης  Πλευράς,  είναι  ενδιαφέρων  ο  προσδιορισμός  του 

αριθμού των Συγκεντρώσεων είτε Καταφυγίων που θα διαφύγουν την  καταστροφή αναλόγως 

προς την Επιθετική Στρατηγική  

A ∗ { }1131210 ,...,,,, ββββββββ ==== n  

που θα υιοθετήσει η Πλευρά αυτή.  
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  Για  τον  λόγο  αυτόν,  αρκεί  οι  εκφράσεις  των  Εξισώσεων  ( ) ( ) ( ) ( )9,6,2,1   και  ( )10   να 

αντικατασταθούν μέσα στην Σχέση  ( )12  για να προκύψει η ακόλουθη νέα Σχέση: 

V~ (D ∗ ,A ∗ ) ( ) ( ) ( )⎥⎦
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⎡
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+−
+

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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−= + 1
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1
2

1
21 1 nn

T
nn
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n
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n σ
σ

σ
σ

σ
 

( ) L−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+− + 1
412 nn
T

n σ
σ  

της οποίας η μέγιστη τιμή επιτυγχάνεται όταν 

021 === ++ Knn σσ . 

Επομένως, 

V~max (D ∗ ,A ∗ ) ( ) ( )1
2

1
21

+
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−=
nn
ST

n
T

σ
σ

σ
.    ( )15  

  Όπως παραπάνω, ξαναγράφουμε την Σχέση  ( )15  σε κανονικοποιημένη μορφή ως προς τον 

αριθμό  των  Συγκεντρώσεων  είτε  Καταφυγίων  που  θα  διασωθούν  αναλόγως  της  Επιθετικής 

Στρατηγικής που θα επιλεγεί, σχηματίζουμε την ποσότητα 

ΣA*= maxmin V~[ (D ∗ ,A ∗

( ) ( ) ( ).16
1

12
1

21maxmin])
⎭
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⎩
⎨
⎧

+
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⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−=
nn

ST
n
T

σσσ
σ  

Οι  maxmin τιμές  που  εμφανίζονται  στην  Σχέση  ( )16   σχεδιάζονται ως συνάρτηση  του  λόγου 

( )σS  στο επόμενο Σχήμα 10, στην περίπτωση που  

( ) 1=σT : 
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Σχήμα 10.Αριθμός Συγκεντρώσεων είτε Καταφυγίων που θα διασωθούν κατόπιν εφαρμογής 

της minmax Επιθετικής Στρατηγικής εναντίον της Αμυνόμενης Πλευράς όταν (T/σ)=1. 

  Γενικότερα,  στον  παρακάτω  Πίνακα  έχουμε  συγκεντρώσει  αρκετά  σχετικά  αριθμητικά 

αποτελέσματα για  τις εκάστοτε υιοθετούμενες Επιθετικές Στρατηγικές στην περίπτωση που ο 

λόγος  ( )σT   λαμβάνει  διάφορες  τιμές.  Επίσης,  παρακάτω,  στο  επόμενο  Σχήμα  11,  αυτά  τα 

αποτελέσματα θα αναπαρασταθούν επίσης σχεδιαστικά ως συνάρτηση του λόγου  ( )σS . 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 6.2. 
 

 

 
Σχήμα 11. Συνδυασμένη Παρουσίαση της Αμυντικής maxmin Στρατηγικής από κοινού με την 

αντίστοιχη Επιθετική minmax Στρατηγική. 

  Στο  επόμενο Σχήμα 12,  από  την συνδυασμένη από  κοινού παρουσίαση  των  γραφημάτων 

των Σχημάτων 9 και 11 συνάγεται ότι 

ΣD*=ΣA* 
για όλες τις τιμές των ζευγών  σS  και  σT .
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Έπεται ότι  το Πρόβλημα έχει ένα σαγμοειδές σημείο  (D ∗ ,A ∗ )  επί  του οποίου υλοποιείται η 

Σχέση: 

minmax V~[ (D ∗ ,A ∗ =]) σ maxmin V~[ (D ∗ ,A ∗ ]) σ . 

  Η ανωτέρω παρουσιασθείσα λύση είναι η βέλτιστη λύση τόσο για την Αμυνόμενη όσο και 

για την Επιτιθέμενη Πλευρά. Αυτό σημαίνει ότι η Αμυνόμενη Πλευρά είναι σε θέση να εγγυηθεί 

ότι  τουλάχιστον  αυτός  ο  βέλτιστος  αριθμός  Συγκεντρώσεων  είτε  Καταφυγίων  μπορεί  να 

αποφύγει  την  καταστροφή,  και  ότι  ταυτόχρονα  η  Επιτιθέμενη  Πλευρά  δεν  μπορεί  να 

υιοθετήσει  άλλη  Στρατηγική  τέτοια ώστε  να  μειώσει  περαιτέρω  τον  αριθμό αυτόν. Με  άλλα 

λόγια, καμία από τις δύο αντίπαλες Πλευρές δεν μπορεί να προσδοκά κάτι καλύτερο. 

  Μάλιστα,  όπως  καθίσταται πρόδηλο στο  Σχήμα 10,  εάν η Αμυνόμενη Πλευρά υιοθετήσει 

την  κατά  τα  ανωτέρω  βέλτιστη  Αμυντική  Στρατηγική,  τότε  ένα  σημαντικό  ποσοστό  των 

Συγκεντρώσεων είτε Καταφυγίων μπορεί να διαφύγει την τελική καταστροφή. Για παράδειγμα, 

όταν  ενεργείται  μία  μόνον  αναχαίτιση  υπεράσπισης  ανά  Συγκέντρωση  είτε  Καταφύγιο 

(,δηλαδή, όταν  1=σS ,) τότε, εφόσον  

1=σT , 

το  ποσοστό  των  Συγκεντρώσεων  είτε  Καταφυγίων  που  μπορεί  να  αποφύγει  την  καταστροφή 

ισούται με 67 %, ενώ, εφόσον  

3=σT , 

το  ποσοστό  των  Συγκεντρώσεων  είτε  Καταφυγίων  που  μπορεί  να  αποφύγει  την  καταστροφή 

ισούται με  20%. 
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Σχήμα 12. Συνδυασμένη Παρουσίαση της Αμυντικής maxmin Στρατηγικής από κοινού με την 

αντίστοιχη Επιθετική minmax Στρατηγική. 

 

6.4. Βέλτιστες Διαδρομές Διέλευσης εντός  
Αντίπαλης Άμυνας: η Συνάρτηση Απειλής  

  Όταν ένα Επιτιθέμενος Εισβολέας (Πολεμικό Όχημα, Τεθωρακισμένο Άρμα, Βομβαρδιστικό 

Αεροσκάφος,  Πολεμικό Πλοίο,  κ.  λ.  π.,  ή  απλά  ένας  Επιτιθέμενος Πολεμιστής)  προτίθεται  να 

διέλθει  μέσα  από  αντίπαλες  Άμυνες,  είναι  απαραίτητο  να  έχει  προεπιλέξει  μία  βέλτιστη 

διαδρομή  η  οποία  θα  ελαχιστοποιεί  την  πιθανότητα  επιτυχούς  προσβολής  του  καθ’  όλη  την 

διάρκεια εκτέλεσης της αποστολής του. 

  Ας επιλέξουμε ένα συγκεκριμένο παράδειγμα στο οποίο, χωρίς βλάβη της γενικότητας, θα 

υποθέτουμε ότι ο Επιτιθέμενος Εισβολέας είναι Τεθωρακισμένο Άρμα. 
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  Έστω ότι η αποστολή του Επιτιθέμενου Άρματος έγκειται στην επιτυχή μετάβασή του εντός 

εχθρικής περιοχής από μία γεωγραφική θέση που απεικονίζεται στο σημείο  Α  του παρακάτω 

Σχήματος  σε  γεωγραφική  θέση  στην  οποία  βρίσκεται  ο  εχθρικός  Στόχος  και  η  οποία 

απεικονίζεται  στο  σημείο  Β   του  παρακάτω  Σχήματος.  (Προκειμένου  περί  Βομβαρδιστικού 

Αεροσκάφους,  θα  πρέπει  να  υποθέτουμε  ότι  η  πτητική  αποστολή  του  έγκειται  στην  επιτυχή 

μετάβασή  του  εντός  του  εχθρικού  εναέριου  χώρου  από  το  ύψος  μίας  γεωγραφικής  θέσης 

αφετηρίας  που  απεικονίζεται  στο  σημείο  Α   του  παρακάτω  Σχήματος  στο  ύψος  μίας  άλλης 

γεωγραφικής  τερματικής  θέσης  στην  οποία  βρίσκεται  ο  εχθρικός  Στόχος  και  η  οποία 

απεικονίζεται στο σημείο Β  του παρακάτω Σχήματος.) 

 

Σχήμα 13. Διδιάστατη αναπαράσταση του διαμερισμένου σε μικρότερες περιοχές 
 τμήματος ΚΛΜΝ της εχθρικής περιοχής  

  Ας  υποθέσουμε  ότι  η  πιθανότητα  επιτυχούς  προσβολής  από  την  αντίπαλη  Άμυνα  κάθε 

διερχόμενου  Επιτιθέμενου  Άρματος  κατά  μήκος  οιουδήποτε  ευθυγράμμου  διαστήματος 

διέλευσης  εντός  της  περιοχής  της  είναι  γνωστή  και  ότι  διατίθεται  είτε  με  όρους  των 

στοιχειωδών  πιθανοτήτων  είτε  με  όρους  οι  οποίοι  επιτρέπουν  τον  προσδιορισμό  των 

πυκνοτήτων πιθανότητας ανά μονάδα μήκους ή ανά μονάδα χρόνου.  

  Είναι σαφές ότι, αναλόγως προς την εκάστοτε διαδρομή που επιλέγεται, θα προκύπτουν 

διαφορετικές  πιθανότητες  για  το  ποσοστό  διαφυγής  του  κινδύνου  επιτυχούς προσβολής  του 
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εισερχομένου Άρματος. Ωστόσο,  όπως  θα  δούμε στο παρόν Εδάφιο,  είναι  πάντοτε  δυνατή η 

επιλογή  μίας  διαδρομής  στην  οποία  αντιστοιχεί  η  μεγαλύτερη  πιθανότητα  τελικής  διαφυγής 

του κινδύνου επιτυχούς προσβολής του εισερχομένου Άρματος.  

  Προκειμένου να ευρεθεί μία τέτοια διαδρομή θα χρησιμοποιηθεί μία κατάλληλη Μέθοδος 

Δυναμικού Προγραμματισμού.  

  Σύμφωνα με την απλούστερη εκδοχή της Μεθόδου αυτής, σε ολόκληρο το τμήμα ΚΛΜΝ  

της εχθρικής περιοχής θα πρέπει χαραχθούν οριζόντιες και κάθετες γραμμές και, ακολούθως, 

επί  των  τομών  τους,  να  τοποθετηθούν  τα  ενδεχόμενα  σημεία  από  τα  οποία  μπορεί  να 

προτίθεται  να  διέλθει  το Πολεμικό Άρμα.  Κατ’  αυτόν  τον  τρόπο,  θα  σχηματισθεί  ένα πλέγμα 

σημείων  (:grid  of  points)  καθώς  και  ένα  αντίστοιχο  δίκτυο  οριζοντίων  και  καθέτων 

ευθυγράμμων τμημάτων (:grid of lines) μεταξύ των σημείων. Η επιλεγείσα πορεία του Άρματος 

θα  χαραχθεί  κατά  μήκος  μίας  από  τις  σχηματισθείσες  γραμμές  στο  ανωτέρω  δίκτυο 

ευθυγράμμων τμημάτων.(1) 

  Κατά  μήκος  κάθε  ευθυγράμμου  τμήματος,  όπως  είναι  στο  Σχήμα 13  το  τμήμα  )( ji→ , 

συμβολίζουμε με  

jip →  

την πιθανότητα κατάρριψης του Αεροσκάφους και με  

jip →−1  

την πιθανότητα της μη επιτυχούς προσβολής του Άρματος. 

_____________________________________________________________________________ 

  (1)Ένα περισσότερο ακριβές Μοντέλο για την επιλογή της πορείας του Επιτιθέμενου Άρματος θα έπρεπε (, εκτός 

των οριζοντίων και καθέτων τμημάτων,) να είχε συμπεριλάβει επί πλέον και τα διαγώνια ευθύγραμμα τμήματα. Για 

λόγους  απλοποίησης  και  κατανόησης  της  όλης  παρουσίασης,  προτιμήσαμε  να  θεωρήσουμε  μόνον  οριζόντια  και 

κάθετα τμήματα. Ωστόσο, η επέκταση στην γενικότερη περίπτωση, είναι άμεση και χωρίς απρόοπτες δυσκολίες. 
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  Έτσι, η πιθανότητα  ΑΠP  μη επιτυχούς προσβολής του Επιτιθεμένου Άρματος κατά μήκος 

μίας  διαδρομής,  η  οποία  απαρτίζεται  από  ένα  σύνολο  διαδοχικών  (οριζοντίων  και  καθέτων) 

ευθυγράμμων τμημάτων του σχηματισθέντος δικτύου με αρχικό σημείο του πρώτου τμήματος 

το σημείο Α  και τελικό σημείο του έσχατου τμήματος το σημείο Β , δίνεται από τον Τύπο: 

( )∏ →ΑΠ −=
ji jipP

,
1 .      ( )1  

  Είναι προφανές ότι η πιθανότητα  jip →  επιτυχούς προσβολής του Επιτιθεμένου Άρματος 

κατά μήκος της ευθυγράμμου διαδρομής  )( ji→  μπορεί να αποδοθεί είτε από την έκφραση: 

( ) sdspp
jis

jiji ∫
→

→→ =
0

~ ,   ( )a2  

όπου  ( )sp ji→
~   είναι  η  συνάρτηση  πυκνότητας  πιθανότητας  για  την  επιτυχή  προσβολή  του 

Επιτιθεμένου Άρματος κατά μήκος της ευθυγράμμου διαδρομής  )( ji→  και όπου  jis → είναι 

το μήκος του τμήματος  )( ji→ , είτε, εναλλακτικά, από την έκφραση:  

( ) tdtqp
jit

jiji ∫
→

→→ =
0

~ ,      ( )a3  

όπου  ( )tq ji→
~   είναι  η  συνάρτηση  πυκνότητας  πιθανότητας  για  την  επιτυχή  προσβολή  του 

Επιτιθεμένου  Άρματος  κατά  την  διάρκεια  της  διέλευσής  του  κατά  μήκος  της  ευθυγράμμου 

διαδρομής  )( ji→  και όπου  jit →  είναι η χρονική διάρκεια που θα απαιτηθεί για να διανύσει 

το Άρμα την ευθύγραμμη διαδρομή  )( ji→ . 

  Στην ιδιαίτερη περίπτωση κατά την οποία οι δύο συναρτήσεις  ( )sp ji→
~  και  ( )tq ji→

~  είναι 

σταθερές 

( ) jiji psp →→ ≡ ~~  και  ( ) jiji qtq →→ ≡ ~~ , 
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οι ανωτέρω δύο εκφράσεις γράφονται υπό την απλούστερη μορφή: 

jijiji spp →→→ = ~ ,      ( )b2  

και  

ji

jiji
jijiji v

sq
tqp

→

→→
→→→ ==

~
~ ,   ( )b3  

όπου  

ji

ji
ji t

s
v

→

→
→ =:  

είναι  η  σταθερή  ταχύτητα  του  Επιτιθεμένου Άρματος  κατά  την  διάρκεια  διέλευσής  του  κατά 

μήκος της ευθυγράμμου διαδρομής  )( ji→ . 

  Επειδή είναι δυνατόν κάποιοι από τους όρους  ( )jip →−1  του γινομένου  

( )∏ →ΑΠ −=
ji jipP

,
1  

να  είναι  ιδιαιτέρως  μικροί  (:  μεγάλες  πιθανότητες  επιτυχούς  προσβολής  του  Επιτιθεμένου 

Άρματος)  ενώ  κάποιοι  άλλοι  να  είναι  ιδιαιτέρως  μεγάλοι  (:  μικρές  πιθανότητες  επιτυχούς 

προσβολής του Επιτιθεμένου Άρματος), και παρά ταύτα το τελικό αποτέλεσμα του γινομένου 

να είναι σχετικώς μεγάλο ή σχετικώς μικρό, μπορεί να δημιουργηθεί πολλές φορές εσφαλμένη 

εντύπωση περί του μεγέθους της τελικής πιθανότητας επιτυχούς προσβολής του Επιτιθεμένου 

Άρματος. Για τον λόγο αυτόν, θα πρέπει να αναθεωρήσουμε καταλλήλως το κριτήριο εκτίμησης 

του μεγέθους  της  τελικής  πιθανότητας  επιτυχούς προσβολής  του  Επιτιθεμένου Άρματος  έτσι 

ώστε να αποδίδεται πλήρως η πραγματικότητα. 

  Προς τούτο, επιβάλλοντας λογαρίθμους και στα δύο μέρη της Εξίσωσης  ( )1 , λαμβάνουμε: 

( )∑ →ΑΠ −=
ji jipP

,
1lnln .      ( )4  
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Επειδή  ( ) 110 ≤−≤ → jip ,  όλες  οι  ποσότητες  ( )jip →−1ln   είναι  αρνητικές,  και  άρα  ο 

λογάριθμος  ΑΠPln  είναι επίσης αρνητικός αριθμός.  

  Εισάγουμε λοιπόν την νέα μεταβλητή:  

∑ →ΑΠ =−=
ji jiZPZ

,
ln: ,      ( )5  

όπου θέσαμε  

  ( ).1ln: , jiji pZ −−=→       ( )6  

VI.8. Ορισμός. Η μεταβλητή  Z   αναφέρεται ως η  Συνάρτηση Απειλής(:threat  function)  και 

συντίθεται  από  τις  επί  μέρους  μεταβλητές  συνιστώσες  jiZ →   της  Απειλής  επιτυχούς 

προσβολής  του  Επιτιθεμένου  Άρματος  κατά  μήκος  κάθε  ευθυγράμμου  διαδρομής 

)( ji→ .■ 

VI.9.  Παρατήρηση. Η  Συνάρτηση  Απειλής  Z   μπορεί  να  χρησιμοποιηθεί  απ’  ευθείας  για  τον 

προσδιορισμό  της πιθανότητας  της μη επιτυχούς προσβολής  του Επιτιθεμένου Άρματος όταν 

αυτό επιλέξει να ακολουθήσει μία επιλεγείσα διαδρομή η οποία απαρτίζεται από ένα σύνολο 

μικρότερων  διαδοχικών  (οριζοντίων  και  καθέτων)  ευθυγράμμων  τμημάτων  εντός  του 

σχηματισθέντος δικτύου με αρχικό σημείο του πρώτου κατά σειρά τμήματος το σημείο  Α  και 

τελικό  σημείο  του  έσχατου  κατά  σειρά  τμήματος  το  σημείο  Β .  Ο  προσδιορισμός  αυτός 

επιτυγχάνεται εύκολα με την βοήθεια του Τύπου  ( )5 :  

ZeP −
ΜΚ = .      ( )7   ■ 



Ν. ΔΑΡΑΣ  ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΗ ΕΡΕΥΝΑ ΚΑΙ ΣΤΡΑΤΙΩΤΙΚΕΣ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΑΥΤΗΣ (ΤΟΜΟΣ 2, ΒΙΒΛΙΟ 1) 

 

ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  215 

 

  Επειδή  η  μεταβλητή  Z   σχηματίζεται  από  την  άθροιση  των  τιμών  των  συνιστωσών 

μεταβλητών  jiZ →   υπεράνω  κάθε  ευθυγράμμου  τμήματος  του  σχηματισθέντος  δικτύου  κατά 

μήκος  του  οποίου  ενεργείται  ένα  μέρος  της  διέλευσης,  κατανοούμε  εύκολα  ότι  όλες  οι  επί 

μέρους μεταβλητές  jiZ →  μπορούν επίσης να προκύψουν από την Σχέση: 

( ) sdsZ
j

i
ji ∫Φ=→ ,      ( )8  

όπου  η  συνάρτηση  ( )sΦ=Φ   αναφέρεται  ως  το  Δυναμικό  της  Απειλής  ή  ως  η  Συνάρτηση 

Δυναμικού  της  Απειλής  (:threat  potential  function)  και  το  θεωρηθέν  (επικαμπύλιο) 

ολοκλήρωμα  της  ανωτέρω  Σχέσης  ( )8   ορίζεται  κατά  μήκος  του  ευθυγράμμου  τμήματος 

)( ji→ . 

 Μετά την εισαγωγή της νέας μεταβλητής Z  στην θέση της παλαιάς ΑΠP  έτσι ώστε να 

αποδίδεται πλήρως η πραγματικότητα περί του μεγέθους της πιθανότητας επιτυχούς προσβολής 

του Επιτιθεμένου Άρματος, μπορούμε να περάσουμε στην παράθεση της Μεθόδου Επίλυσης του 

Προβλήματος εύρεσης βέλτιστης διαδρομής για το Επιτιθέμενο Άρμα. 

  Είναι φανερό πως η βέλτιστη διαδρομή διέλευσης  του Επιτιθεμένου Άρματος δια μέσου 

της Αντίπαλης Άμυνας είναι η διαδρομή εκείνη κατά μήκος της οποίας η Συνάρτηση Απειλής  Z  

ελαχιστοποιείται.  

  Προκειμένου  να  διερευνήσουμε  τις  προϋποθέσεις  κάτω από  τις  οποίες  η  συνθήκη αυτή 

ικανοποιείται,  η Μέθοδος  που  επιλέξαμε  για  την  επίλυση  του  Προβλήματος  επιβάλλει,  κατ’ 

αρχή,  τον  διαχωρισμό  του  σχηματισθέντος  πλέγματος  σημείων  χαράσσοντας  διαδοχικές 

κάθετες ευθείες τις οποίες αριθμούμε από το  0  έως το  n , όπως ακριβώς υποδεικνύεται στο 
Σχήμα 13. 
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VI.10. Παρατήρηση. Οι διαδοχικές κάθετες ευθείες διαχωρίζουν την όλη περιοχή σε διαδοχικές 

κάθετες  λωρίδες.  Παρατηρούμε  ότι  κατά  την  μετάβαση  του  Επιτιθεμένου  Άρματος  από  την 

πρώτη  λωρίδα  στην  δεύτερη,  είναι  πάντοτε  εύκολη  η  επιλογή  κατάλληλων  οριζοντίων  είτε 

καθέτων πτητικών διαδρομών εντός του δικτύου από το σημείο  Α   της γραμμής  0  προς ένα 

σημείο  j  της γραμμής 1, έτσι ώστε η τιμή της αντίστοιχης μεταβλητής συνιστώσας  jZ →Α  της 

Απειλής  επιτυχούς  προσβολής  του  Επιτιθεμένου  Άρματος  κατά  μήκος  της  ευθύγραμμης 

διαδρομής  )( j→Α  να είναι η μικρότερη δυνατή. Ωστόσο, είναι σαφές ότι μία τέτοια επιλογή 

δεν  είναι  πάντοτε  η  σωστή,  γιατί  δεν  εγγυάται  εάν  και  πώς  οι  επόμενες  εντός  του  δικτύου 

διαδοχικές ευθύγραμμες διαδρομές που θα αρχίζουν από το σημείο  j  και θα κατευθύνονται 

προς το καταληκτικό σημείο  Β  θα διατηρήσουν χαμηλά την τιμή της Συνάρτησης Απειλής  Z . 

Θα πρέπει  λοιπόν πάντοτε  η  επιλογή  κατάλληλης  διαδρομής  εντός  μίας  κάθετης  λωρίδας  να 

γίνεται έχοντας υπόψη και τις επιλογές που θα γίνουν εντός των επομένων καθέτων λωρίδων.■ 

  Για  λόγους  παιδαγωγικότερης  παρουσίασης  του  αλγοριθμικού  σκεπτικού  της Μεθόδου, 

προτιμήσαμε την περαιτέρω συγκεκριμενοποίηση των δεδομένων. 

  Ας υποθέσουμε ότι οι τιμές των μεταβλητών  jiZ →  δίνονται, για κάθε διάστημα  )( ji→ , 

όπως στο Σχήμα 14.  
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Σχήμα 14.  

 

  Ισοδύναμα,  οι  τιμές  των μεταβλητών  jip →   δίνονται,  για  κάθε διάστημα  )( ji→ ,  όπως 

στο Σχήμα 15.  
 

 

Σχήμα 15.  
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  Δίνουμε τώρα μία περιγραφή του Αλγοριθμικού Πλαισίου Εργασίας της Μεθόδου. 

  Η  τελευταία  κάθετη  λωρίδα  έχει  τοποθετηθεί  μεταξύ  της  ( )−−1n γραμμής  και  της 

−n γραμμής  (στο Σχήμα 14,  μεταξύ  της  3 ης  και  της  4 ης  γραμμής).  Επί  της  ( )−−1n γραμμής 

(στο Σχήμα 14, επί της  3 ης γραμμής), υπάρχουν  ( )1−nκ  διαφορετικά σημεία του πλέγματος (στο 

Σχήμα 14, πέντε (5 ) διαφορετικά σημεία). 

  Για κάθε ένα σημείο  αi  από τα  ( )1−nκ  διαφορετικά αυτά σημεία  

( )1
,...,, 21 −n
iii κ , 

υπάρχει μία διαδρομή η οποία συνδέει το σημείο  αi  με το καταληκτικό σημείο  Β  (εντός του 

ορισθέντος δικτύου των οριζοντίων και καθέτων τμημάτων) και επί της οποίας ελαχιστοποιείται 

η τιμή της αντίστοιχης μεταβλητής συνιστώσας  

Β→αi
Z  

της Απειλής επιτυχούς προσβολής του Επιτιθεμένου Άρματος. (Στο Σχήμα 14, για κάθε σημείο 

του  πλέγματος  επί  της  3 ης  γραμμής,  μία  τέτοια  διαδρομή  σημειώνεται  με  έντονα  μαύρη 

γραμμή. Επί πλέον, στο Σχήμα 14, για κάθε σημείο  αi  από τα πέντε σημεία  

521 ,...,, iii  

του πλέγματος επί της 3 ης γραμμής, η ελάχιστη τιμή της αντίστοιχης μεταβλητής συνιστώσας  

Β→αi
Z  

σημειώνεται με έναν αριθμό εντός παρενθέσεως υπεράνω του σημείου.)  

  Μεταξύ των  ( )1−nκ  διαφορετικών σημείων  

( )1
,...,, 21 −n
iii κ , 

επιλέγουμε το σημείο  

∗
αi  

εκείνο επί  του οποίου εμφανίζεται η μικρότερη ελάχιστη  τιμή  Β→αi
Z ,  δηλαδή εκείνο επί  του 

οποίου υλοποιείται η ισότητα: 

{ }1,...,2,1:min −== →Β→∗
nZZ Bii α

αα
. 
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Επί  πλέον,  ως  βέλτιστη  διαδρομή  του  Επιτιθεμένου  Άρματος  εντός  της  τελευταίας  κάθετης 

λωρίδας επιλέγουμε την διαδρομή η οποία συνδέει το σημείο  ∗
αi  με το καταληκτικό σημείο Β .  

  Έχουμε,  κατ’  αυτόν  τον  τρόπο  επιλύσει  το  Πρόβλημά μας  εντός  της  τελευταίας  κάθετης 

λωρίδας μεταξύ της  ( )−−1n γραμμής και της  −n γραμμής (στο Σχήμα 14, μεταξύ της  3 ης και 

της  4 ης γραμμής).  

  Κατά  τον  ίδιο  τρόπο,  η  προτελευταία  κάθετη  λωρίδα  έχει  τοποθετηθεί  μεταξύ  της 

( )−− 2n γραμμής  και  της  ( )−−1n γραμμής  (στο  Σχήμα  14,  μεταξύ  της  2 ης  και  της  3 ης 

γραμμής).  Επί  της  ( )−− 2n γραμμής  (στο  Σχήμα  14,  επί  της  2 ης  γραμμής),  υπάρχουν  ( )2−nκ  

διαφορετικά σημεία του πλέγματος (στο Σχήμα 14, πέντε (5 ) διαφορετικά σημεία). 

  Για κάθε ένα σημείο  βt  από τα  ( )2−nκ  διαφορετικά αυτά σημεία  

( )2
,...,, 21 −n
ttt κ , 

υπάρχει μία διαδρομή η οποία συνδέει  το σημείο  βt  με το σημείο  ∗
αi   (εντός του ορισθέντος 

δικτύου των οριζοντίων και καθέτων τμημάτων) και επί της οποίας ελαχιστοποιείται η τιμή της 

αντίστοιχης μεταβλητής συνιστώσας  

∗→ αβ it
Z  

της Απειλής επιτυχούς προσβολής του Επιτιθεμένου Άρματος. (Στο Σχήμα 14, για κάθε σημείο 

του  πλέγματος  επί  της  2 ης  γραμμής,  μία  τέτοια  διαδρομή  σημειώνεται  με  έντονα  μαύρη 

γραμμή. Επί πλέον, στο Σχήμα 14, για κάθε σημείο  βt  από τα πέντε σημεία  

521 ,...,, ttt  

του πλέγματος επί της  2 ης γραμμής, η ελάχιστη τιμή της αντίστοιχης μεταβλητής συνιστώσας  

∗→ αβ it
Z  

σημειώνεται με έναν αριθμό εντός παρενθέσεως υπεράνω του σημείου.)  

  Μεταξύ των  ( )2−nκ  διαφορετικών σημείων  

( )2
,...,, 21 −n
ttt κ , 

επιλέγουμε το σημείο  
∗
βt  
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εκείνο επί του οποίου εμφανίζεται η μικρότερη ελάχιστη τιμή  ∗→ αβ it
Z , δηλαδή εκείνο επί του 

οποίου υλοποιείται η ισότητα: 

{ }2,...,2,1:min −== ∗∗∗ →→
nZZ

itit
β

αβαβ
. 

Επί πλέον, ως βέλτιστη διαδρομή του Επιτιθεμένου Άρματος εντός της προτελευταίας κάθετης 

λωρίδας επιλέγουμε την διαδρομή η οποία συνδέει το σημείο  ∗
βt  με το σημείο  ∗

αi .  

  Η επιλογή αυτή μίας βέλτιστης διαδρομής εντός της προτελευταίας λωρίδας, από κοινού 

με  την  (μόλις  προηγουμένως  θεωρηθείσα)  επιλογή  διάδοχης  βέλτιστης  πτητικής  διαδρομής 

εντός  της  τελευταίας  λωρίδας,  επιλύει  το Πρόβλημά μας  εντός  των δύο  τελευταίων  κάθετων 

λωρίδων,  δηλαδή  μεταξύ  της  ( )−− 2n γραμμής  και  της  −n γραμμής  (Στο  Σχήμα  14,  η 

ζητούμενη  βέλτιστη  διαδρομή  μεταξύ  της  2 ης  και  της  4 ης  γραμμής  σημειώνεται  με  έντονα 

μαύρη γραμμή).  

  Συνεχίζοντας  κατά  τον  ίδιο  τρόπο,  μπορούμε  να  εξαντλήσουμε  όλη  την  περιοχή  και  να 

φθάσουμε  στην  πρώτη  λωρίδα  έχοντας  επιλέξει  την  βέλτιστη  διαδρομή  για  την  συνολική 

πορεία που πρέπει να ακολουθήσει το Επιτιθέμενο Άρμα.  

 
 

VI.11. Παρατήρηση. Μπορούν να παρουσιασθούν περιπτώσεις κατά τις οποίες,  για κάποιους 

λόγους,  το  Επιτιθέμενο  Άρμα  πρέπει  να  πισωγυρίζει  σε  προηγούμενες  λωρίδες.  Σ’  αυτές  τις 

περιπτώσεις  η  ανωτέρω  αντίληψη  για  την  έννοια  της  βέλτιστης  πτητικής  διαδρομής  του 

Επιτιθεμένου Άρματος πρέπει να αναθεωρηθεί δεόντως και η Μέθοδος που μόλις αναφέραμε 

να διασκευασθεί καταλλήλως. ■ 

 

  Παρουσιάζει ενδιαφέρον η σύγκριση της  τιμής  optT   της Συνάρτησης Απειλής κατά μήκος 

της  βέλτιστης  διαδρομής  με  την  τιμή  dirT   της  Συνάρτησης  Απειλής  κατά  μήκος  της 

συντομότερης διαδρομής που ορίζεται από το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ . 
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  Όπως φαίνεται από το Σχήμα 14, έχουμε 

30.0
10

, == ∑
ματαδιαστή

jiopt TT  και  25.1
4

, == ∑
ματαδιαστή

jidir TT . 

  Σύμφωνα  προς  τον  Τύπο  ( )7 ,  οι  αντίστοιχες  πιθανότητες  μη  καταστροφής  του 

Επιτιθέμενου  Πολεμικού  Άρματος  κατά  μήκος  της  βέλτιστης  διαδρομής  και  κατά  μήκος  της 

συντομότερης διαδρομής που ορίζεται από το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ  είναι:  

74.030.0 === −−
ΜΚ eeP opt

opt

T
 και  29.025.1 === −−

ΜΚ eeP dir

dir

T . 

  Σχολιάζοντας,  μπορούμε  να πούμε ότι  εάν  κάποια  Επιτιθέμενα Άρματα  επιχειρήσουν  να 

εισέλθουν σε εχθρική περιοχή από μία γεωγραφική θέση που απεικονίζεται στο σημείο Α  του 

Σχήματος 13 με σκοπό να φθάσουν σε μία άλλη γεωγραφική θέση η οποία απεικονίζεται στο 

σημείο Β  του Σχήματος 13, τότε, κατά προσέγγιση, 

 από τα Επιτιθέμενα Άρματα που θα ακολουθήσουν την βέλτιστη διαδρομή, μόνον ένα 

στα τέσσερα θα προσβληθεί επιτυχώς,  

 ενώ,  από  τα  Επιτιθέμενα  Άρματα  που  θα  ακολουθήσουν  την  συντομότερη  διαδρομή 

που ορίζεται από το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ , δύο στα τρία θα προσβληθούν επιτυχώς. 

  Όταν  η  διακύμανση  της  Συνάρτησης  Δυναμικού  της  Απειλής  ( )sΦ=Φ   υπεράνω  της 

ευθύγραμμης διαδρομής  ( )ji→  είναι γραμμική, τότε αποδεικνύεται εύκολα ότι 

Φ=
→

→

ji

ji

s
Z

(μεσαίο σημείο του διαστήματος  ( )ji→ ). 

Η  Σχέση  αυτή  μπορεί  να  χρησιμοποιηθεί  για  την  αριθμητική  κατασκευή  της  Συνάρτησης 

Δυναμικού της Απειλής  ( )sΦ=Φ . 

  Έτσι,  για  παράδειγμα,  με  την  βοήθεια  αυτής  της  Σχέσης  μπορεί  να  κατασκευασθεί  το 

Δυναμικό  ( )sΦ=Φ   που αντιστοιχεί  στα  δεδομένα  του  Σχήματος 14.  Η  γραφική παράσταση 
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αυτού του Δυναμικού δίνεται στο επόμενο Σχήμα 16 από κοινού με την σχεδίαση της βέλτιστης 

πτητικής  διαδρομής:  οι  μεγάλες  τιμές  του  Δυναμικού  της  Απειλής  αποδίδονται  γραφικά  ως 

κορυφές υψωμάτων, ενώ η επιλεγείσα βέλτιστη διαδρομή ως η γραμμή που διέρχεται συνεχώς 

από τα χαμηλότερα σημεία της Απειλής. 

 
Σχήμα 16.  

VI.12.  Παρατήρηση.  Ιδιαιτέρως  στην  περίπτωση  κατά  την  οποία  το  Επιτιθέμενο Όχημα  είναι 

ένα  Πολεμικό  ή  Βομβαρδιστικό  Αεροσκάφος,  το  Πρόβλημα  και  η Μέθοδος  Βελτιστοποίησης 

που  μόλις  περιγράψαμε  στο  χώρο  των  δύο  διαστάσεων  μπορεί  κατ’  εύλογο  τρόπο  να 
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γενικευθεί και στον χώρο των τριών διαστάσεων. Πράγματι, αρκεί να χαραχθούν οριζόντιες και 

κάθετες γραμμές εντός του εχθρικού εναέριου χώρου και, ακολούθως, επί των τομών τους, να 

τοποθετηθούν  τα  ενδεχόμενα  σημεία  από  τα  οποία  μπορεί  να  διέλθει  το  Αεροσκάφος.  Κατ’ 

αυτόν τον τρόπο, θα σχηματισθεί ένα πλέγμα σημείων (:grid of points) μέσα στον χώρο καθώς 

και  ένα  αντίστοιχο  δίκτυο  οριζοντίων  και  καθέτων  ευθυγράμμων  τμημάτων  (:grid  of  lines) 

μεταξύ των σημείων αυτών. Η επιλεγείσα πορεία πτήσης του Αεροσκάφους θα χαραχθεί κατά 

μήκος μίας από τις σχηματισθείσες γραμμές στο ανωτέρω δίκτυο ευθυγράμμων τμημάτων. ■ 

6.5. Αντιαεροπορική Πυραυλική Άμυνα Εναντίον  
Επιτιθεμένου Πολεμικού Αεροσκάφους  

  Στο  παρόν  Εδάφιο  θα  εξετάσουμε  δύο  παρόμοιες  περιπτώσεις  Αντιαεροπορικής 

Πυραυλικής  Άμυνας  (:  Surface‐to‐Air‐Missile  (SAM)  Defense)  εναντίον  Επιτιθέμενου 

Αεροσκάφους. 

  Στην πρώτη περίπτωση, θα υποθέτουμε ότι το Επιτιθέμενο Αεροσκάφος ίπταται σε χαμηλό 

ύψος, πλησιάζοντας ευθέως την θέση από την οποία εκτοξεύονται Αντιαεροπορικοί Πύραυλοι 

μέγιστου βεληνεκούς  maxR  και ελάχιστου βεληνεκούς  minR . 

  Στην  δεύτερη  περίπτωση,  θα  υποθέτουμε  ότι  το  Επιτιθέμενο  Αεροσκάφος  ίπταται  σε 

σταθερό ύψος (χαμηλό ή ψηλό) και ευθεία τροχιά, πλησιάζοντας μόνον εκ του μακρόθεν και σε 

απόσταση  το  πολύ  ίση  με  x   (=CPA:  closest  point  of  approach)  την  θέση  από  την  οποία 
εκτοξεύονται οι Αντιαεροπορικοί Πύραυλοι. 
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6.5.Α. Ευθεία  Επίθεση  Αεροσκάφους  κατά  της  Θέσης  από  την  οποία 
Εκτοξεύονται  οι  Αντιαεροπορικοί    Πύραυλοι  της  Αμυνόμενης 
Πλευράς  

  Είναι  φυσικό  να  δεχόμαστε  ότι,  σ’  αυτήν  την  περίπτωση,  ο  πρώτος  Αντιαεροπορικός 

Πύραυλος  Αναχαίτισης  θα  εκτοξευθεί  κατά  την  στιγμή  της  εισόδου  του  Επιτιθέμενου 

Αεροσκάφους εντός του οικείου εναερίου χώρου και ότι θα έχει μέγιστο βεληνεκές  1R  ίσο με 

maxR , δηλαδή 

max1 RR = . 

  Επί  πλέον,  στην  περίπτωση  αυτή,  είναι  απολύτως  λογικό  να  υποθέτουμε  ότι,  ενόσω  το 

Επιτιθέμενο  Αεροσκάφος  πλησιάζει  ευθέως  την  θέση  από  την  οποία  εκτοξεύονται  οι 

Αντιαεροπορικοί Πύραυλοι, όλοι οι μετά τον πρώτο Αντιαεροπορικοί Πύραυλοι Αναχαίτισης θα 

ρίπτονται  κατά  τέτοιον  τρόπο  ώστε  την  στιγμή  που  ένας  Αντιαεροπορικός  Πύραυλος  θα 

αναχαιτίζει  το  Επιτιθέμενο  Αεροσκάφος,  τότε  ακριβώς  θα  εκτοξεύεται  και  ο  επόμενος 

Αντιαεροπορικός  Πύραυλος  Αναχαίτισης.  Εξυπακούεται  πως  εφόσον  μία  αναχαίτιση  είναι 

επιτυχής  και  το  Επιτιθέμενο  Αεροσκάφος  καταρριφθεί,  η  ούτως  ορισθείσα  ακολουθία  των 

Επάλληλων Ρίψεων  των Αντιαεροπορικών Πυραύλων  (:shoot‐look‐shoot  firing  sequence)  θα 

διακοπεί. 

  Κατόπιν αυτών,  και έχοντας συμβολίσει με V   και U   τις  (σταθερές)  ταχύτητες του κάθε 

Αντιαεροπορικού  Πυραύλου  Αναχαίτισης  και  του  Επιτιθέμενου  Αεροσκάφους  αντιστοίχως, 

είναι  σαφές  ότι  το  μέγιστο  βεληνεκές  2R   του  δεύτερου  Αντιαεροπορικού  Πυραύλου 

Αναχαίτισης πρέπει να ισούται με  

tURtVR −== max2 . 

Επομένως, έχουμε 

( )VU
R

R
+

=
1

max
2 . 
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  Επαναλαμβάνοντας  την  ίδια  ως  άνω  διαδικασία  για  τον  υπολογισμό  του  μέγιστου 

βεληνεκούς  3R  του τρίτου κατά σειρά Αντιαεροπορικού Πυραύλου Αναχαίτισης, βρίσκουμε ότι  

( )[ ] 2
max3 1 −+= VURR . 

  Γενικότερα, κατά τον ίδιο τρόπο, αποδεικνύεται ότι 

ενόσω  το  Επιτιθέμενο  Αεροσκάφος  πλησιάζει  ευθέως  την  θέση  από  την  οποία 

εκτοξεύονται  οι  Αντιαεροπορικοί  Πύραυλοι,  το  μέγιστο  βεληνεκές  nR   του 

οστουn κατά σειρά Αντιαεροπορικού Πυραύλου Αναχαίτισης ισούται με 

( )[ ] n
n VURR −+= 1

max 1  

  Έτσι, λόγω της προφανούς σχέσεως  minRRn ≥ , καταλήγουμε στην ανισότητα:  

1

min

max 1
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≥

n

V
U

R
R

. 

Η  τελευταία  έχει  αμφότερα  τα  μέρη  της  μεγαλύτερα  από  το  1.  Ως  εκ  τούτου  μπορούμε  να 
επιβάλλουμε λογαρίθμους στα μέρη αυτά και να λάβουμε την ανισότητα: 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−≥

V
Un

R
R

1ln1ln
min

max  

ή ισοδύναμα την  

( )
( )[ ] 1

1ln
ln maxmin +

+
−≤

VU
RR

n . 

  Αυτό σημαίνει ότι  
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κατά την διάρκεια της προσέγγισης του Επιτιθεμένου Αεροσκάφους προς την θέση 

από  την  οποία  εκτοξεύονται  οι  Αντιαεροπορικοί  Πύραυλοι,  ο  μέγιστος  αριθμός 

inboundN  Αντιαεροπορικών Πυραύλων Αναχαίτισης που θα εκτοξευθούν κατά του 

Επιτιθεμένου Αεροσκάφους ισούται με 

( )
( )[ ] 1

1ln
ln maxmin +⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−ΙΝΤ=
VU
RR

Ninbound , 

όπου το σύμβολο  [ ]xΙΝΤ  αναπαριστά το ακέραιο μέρος του πραγματικού αριθμού 

x , δηλαδή τον μεγαλύτερο ακέραιο που είναι μικρότερος από ή ίσος με τον x . 

  Ομοίως, μπορεί να αποδειχθεί ότι  

κατά  την  διάρκεια  της  απομάκρυνσης  του  Επιτιθεμένου  Αεροσκάφους  από  την 

θέση εκτόξευσης των Αντιαεροπορικών Πυραύλων, το μέγιστο βεληνεκές  mR  του 

οστουm κατά σειρά Αντιαεροπορικού Πυραύλου Αναχαίτισης ισούται με 

( )[ ] m
m VURR −−= 1

min 1  

  Έτσι, λόγω της προφανούς σχέσεως  mRR ≥max , καταλήγουμε στην ανισότητα:  

m

V
U

R
R −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −≥

1

min

max 1 . 

Επιβάλλοντας λογαρίθμους και στα δύο της ανισότητας αυτής, οδηγούμαστε στην: 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−≥

V
Um

R
R

1ln1ln
min

max  

ή ισοδύναμα στην  

( )
( )[ ] 1

1ln
ln maxmin +

−
−≤

VU
RR

m , 

η οποία εγγυάται ότι  
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κατά  την  διάρκεια  της  απομάκρυνσης  του  Επιτιθεμένου  Αεροσκάφους  από  την 

θέση εκτόξευσης  των Αντιαεροπορικών Πυραύλων, ο μέγιστος αριθμός  outboundN  

Αντιαεροπορικών  Πυραύλων  Αναχαίτισης  που  θα  εκτοξευθούν  κατά  του 

απομακρυνόμενου Επιτιθεμένου Αεροσκάφους ισούται με 

( )
( )[ ] 1

1ln
ln maxmin +⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

ΙΝΤ=
VU
RR

Noutbound , 

όπου  το  σύμβολο  [ ]xΙΝΤ   αναπαριστά  και  πάλι  το  ακέραιο  μέρος  του 

πραγματικού αριθμού  x , δηλαδή τον μεγαλύτερο ακέραιο που είναι μικρότερος 
από ή ίσος με τον x . 

VI.13.Παρατήρηση.    Σημειώνεται  ότι,  επειδή  η  ποσότητα  ( )[ ]VU−1ln   είναι  αρνητική, 

οιαδήποτε διαίρεση ανισότητας με  ( )[ ]VU−1ln  αλλάζει την φορά της ανισότητας. ■ 

  Εν κατακλείδι, έχουμε την εξής  

VI.14.Πρόταση.  Κατά  την  συνολική  διάρκεια  πτήσεως  του  Επιτιθεμένου  Αεροσκάφους,  η 

οποία περιλαμβάνει τόσον την προσέγγισή του προς την θέση από την οποία εκτοξεύονται οι 

Αντιαεροπορικοί  Πύραυλοι  όσον  και  την  ακολουθούσα  απομάκρυνσή  του  από  την  θέση 

αυτήν,  ο  μέγιστος  αριθμός  totalN   Αντιαεροπορικών  Πυραύλων  Αναχαίτισης  που  θα 

εκτοξευθούν κατά του Επιτιθεμένου Αεροσκάφους ισούται με 

( )
( )[ ] +⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−ΙΝΤ=
VU
RR

Ntotal 1ln
ln maxmin ( )

( )[ ] 2
1ln

ln maxmin +⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

ΙΝΤ
VU
RR

. 

  Κατωτέρω  δίνονται  οι  γραφικές  παραστάσεις  των  τιμών  των  μεγεθών  ( )maxmin RR  

συναρτήσει  των  τιμών  των  λόγων  ( )VU   των  ταχυτήτων,  αναλόγως  προς  τον  αριθμό  των 

Αντιαεροπορικών Πυραύλων Αναχαίτισης που θα εκτοξευθούν: 
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Σχήμα 17.α. .Οι αριθμοί των Αντιαεροπορικών Πυραύλων Αναχαίτισης που θα 
εκτοξευθούν ενόσω το Επιτιθέμενο Αεροσκάφος προσεγγίζει την θέση εκτόξευσης  των 

Αντιαεροπορικών αυτών Πυραύλων σημειώνονται μέσα σε κύκλους. 

 

 

Σχήμα 17.β. .Οι συνολικοί αριθμοί Αντιαεροπορικών Πυραύλων Αναχαίτισης που θα 
εκτοξευθούν εναντίον του Επιτιθεμένου Αεροσκάφους καθ’ όλη την πτήση του (, 

δηλαδή κατά την διάρκεια τόσον της προσέγγισής του προς, όσον και της 
απομάκρυνσής του από την θέση εκτόξευσης των Αντιαεροπορικών Πυραύλων,) 

σημειώνονται μέσα σε κύκλους 
 

Σχήμα 17.  
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6.5.Β. Επίθεση εκ του Μακρόθεν Αεροσκάφους κατά της Θέσης από την 
οποία  Εκτοξεύονται  οι  Αντιαεροπορικοί  Πύραυλοι  της  Αμυνόμενης 
Πλευράς  

  Εάν  το  Επιτιθέμενο  εισβάλον  Αεροσκάφος  ίπταται  κατά  μήκος  μίας  ευθείας  τροχιάς  η 

οποία  δεν  πρόκειται  να  διέλθει  (υπεράνω)  της  θέσεως  από  την  οποία  εκτοξεύονται  οι 

Αντιαεροπορικοί  Πύραυλοι  Αναχαίτισης  της  Αμυνόμενης  Πλευράς,  τότε  οι  Πύραυλοι  αυτοί, 

προκειμένου να είναι αποτελεσματικοί, πρέπει να ακολουθούν δύο μόνον Πορείες: την Πορεία 

Καταδίωξης  του  Στόχου  (:the  pursuit  course)  και  την  Πορεία  Αναχαίτισης  του  Στόχου  (:the 

intercept course).  

  Σε μία Πορεία Καταδίωξης, ο Αντιαεροπορικός Πύραυλος κατευθύνεται σταθερά κατά την 

διεύθυνση της τρέχουσας διόπτευσης προς το Επιτιθέμενο εισβάλον Αεροσκάφος (: Στόχος). Η 

διόπτευση προς τον Στόχο αλλάζει σταθερά μέχρι το σημείο Αναχαίτισης του Στόχου. 

  Σε μία Πορεία Αναχαίτισης, πρέπει να γνωρίζουμε εκ των προτέρων τόσο την ταχύτητα U  

και  την  διεύθυνση  του  Στόχου  όσο  και  την  ταχύτητα  V   των  Αντιαεροπορικών  Πυραύλων. 

Εφόσον γνωρίζουμε τα μεγέθη αυτά,  είναι δυνατός ο προσδιορισμός  του ανοίγματος γωνίας 

διεύθυνσης (:lead angle)  

λ  

μεταξύ των τροχιών δύο διαδοχικών Αντιαεροπορικών Πυραύλων  (βλ. Σχήμα 18.β). Το σημείο 

της  εκάστοτε Αναχαίτισης  υλοποιείται  επί  της  τομής  των  καμπύλων που  χαράζονται από  την 

τροχιά του Αντιαεροπορικού Πυραύλου και την τροχιά του Στόχου. 
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Σχήμα 18.α.Η Πορεία Καταδίωξης 

 

 

Σχήμα 18.β.Η Πορεία Αναχαίτισης 

Σχήμα 18. 

  Όπως  γίνεται  αντιληπτό  από  την  συγκριτική  γραφική  παράθεση  των  δύο  Πορειών  στα 

παραπάνω δύο Σχήματα 18.α  και 18.β,  η Πορεία Αναχαίτισης  είναι προτιμητέα, αφενός γιατί 

εξασφαλίζει  συντομότερο  χρόνο  πτήσης  του  Πυραύλου  προς  τον  Στόχο  και  αφετέρου  γιατί 

περιορίζει  τον  χρόνο  μεταξύ  μεταγενεστέρων  στην  περίπτωση  κατά  την  οποία  προτιμηθεί  η 

εφαρμογή  της  ορισθείσας  στις  σελίδες  197‐198  ακολουθίας  των  Επάλληλων  Ρίψεων 

Αντιαεροπορικών  Πυραύλων.  Γι’  αυτό,  στην  παρούσα  Παράγραφο  θα  περιοριστούμε  στην 

ανάπτυξη μόνον της Πορείας Αναχαίτισης. 

  Προς  τούτο,  θα  αξιώνουμε  την  όχι  πολύ  ισχυρή  υπόθεση  ότι  η  πρώτη  αναχαίτιση  του 

Επιτιθέμενου Αεροσκάφους πραγματοποιείται σε απόσταση  1R  ίση με το μέγιστο βεληνεκές 

maxR  των Αντιαεροπορικών Πυραύλων Αναχαίτισης (βλ. Σχήμα 19 παρακάτω).  
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Σχήμα 19.Αντιαεροπορικοί Πύραυλοι που ακολουθούν Πορείες Αναχαίτισης του Στόχου  

  Ας  συμβολίσουμε  με  1β   την  γωνία  που  σχηματίζεται  μεταξύ  της  καμπύλης  (:ευθείας 

γραμμής) που χαράζεται από την τροχιά του Επιτιθέμενου εισβάλοντος Αεροσκάφους και της 

καμπύλης  (:ευθείας  γραμμής)  που  χαράζεται  από  την  τροχιά  του  ου1   Αντιαεροπορικού 

Πυραύλου Αναχαίτισης. Από το Σχήμα 19, καθίσταται εμφανές ότι η γωνία  1β  ισούται με:  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

max1
1 sinsin

R
zArc

R
zArcβ . 
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  Ομοίως,  ας  συμβολίσουμε  με  nβ   την  γωνία  που  σχηματίζεται  μεταξύ  της  καμπύλης 

(:ευθείας γραμμής) που χαράζεται από την τροχιά του Επιτιθέμενου εισβάλοντος Αεροσκάφους 

και  της  καμπύλης  (:ευθείας  γραμμής)  που  χαράζεται  από  την  τροχιά  του  οστουn  

Αντιαεροπορικού Πυραύλου Αναχαίτισης. Και πάλι από το Σχήμα 19, καθίσταται εμφανές ότι η 

γωνία  nβ  μπορεί να προκύψει, σύμφωνα με τον Νόμο των Ημιτόνων, ως εξής:  

11

1 sinsin

++

+ =
n

n

n

n

RS
βλ

. 

Στον Τύπο αυτόν, χρησιμοποιήσαμε τους συμβολισμούς: 

11 ++ = nn tUS  και  11 ++ = nn tVR , 

όπου  

=+1nt   η διάρκεια της πτήσης του  ( )οστου1+n  Αντιαεροπορικού Πυραύλου Αναχαίτισης  

(μέχρι την στιγμή που θα συναντήσει την τροχιά του Αεροσκάφους), 

=U     η ταχύτητα του Αεροσκάφους, 

=V     η ταχύτητα του Αντιαεροπορικού Πυραύλου Αναχαίτισης. 

Ως εκ τούτου,  

το  άνοιγμα  της  γωνίας  διεύθυνσης  1+nλ   μεταξύ  της  τροχιάς  του  οστουn  

Αντιαεροπορικού  Πυραύλου  Αναχαίτισης  και  της  τροχιάς  του  ( )οστου1+n  

Αντιαεροπορικού Πυραύλου Αναχαίτισης δίνεται από τον Τύπο:  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+ nn V
UArc βλ sinsin1       ( )1  

  Επίσης, από το Σχήμα 19, παρατηρούμε ότι:  
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11 ++ += nnn λββ .      ( )2  

  Εξ άλλου, χρησιμοποιώντας εκ νέου τον Νόμο των Ημιτόνων, μπορούμε να συνάγουμε τις 

ακόλουθες δύο Σχέσεις:  

1
1 sin

sin

+
+ =

n

n
nn RR

β
β

      ( )3  

και  

1

1
1 sin

sin

+

+
+ =

n

n
nn RS

β
λ

.      ( )4  

  Για δοθείσες τιμές  

 της απόστασης  z , 
 της απόστασης  1R  του σημείου εκτόξευσης των Αντιαεροπορικών Πυραύλων 

Αναχαίτισης της Αμυνόμενης Πλευράς από το σημείο στο σημείο πραγματοποιείται η 
η1  Αναχαίτιση (στην προκείμενη περίπτωση, έχει υποτεθεί ότι  

max1 RR = ,  

και 

 των ταχυτήτων U  και V , 
μπορούμε, χρησιμοποιώντας τις Σχέσεις  ( ) ( )41 − , να υπολογίσουμε όλα τα σημεία Αναχαίτισης 

κατά μήκος της τροχιάς του Επιτιθεμένου εισβάλοντος Αεροσκάφους. Φυσικά, Αναχαιτίσεις για 

τις οποίες θα βρεθεί ότι  ( )max1 RRRn =>  πρέπει να απορρίπτονται ως αδύνατες. Επίσης, από 

το Σχήμα 19,  είναι σαφές ότι η  γωνία  1+nβ   δεν πρέπει  να είναι μεγαλύτερη από  π ,  δηλαδή 

πρέπει να ισχύει η ανισότητα  

πβ <+1n .        ( )5  
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  Στο  επόμενο  Σχήμα  20,  παρουσιάζονται  περιελίξεις  (:envelopes)  των  Αντιαεροπορικών 

Πυραύλων  Αναχαίτισης  στις  περιπτώσεις  κατά  τις  οποίες  5.0=VU   και  8.0=VU .  Οι 

περιελίξεις αυτές δηλώνουν τον γεωμετρικό τόπο  (:  locus)  των σημείων Αναχαίτισης για κάθε 

δυνατή  εκτόξευση  Αντιαεροπορικού  Πυραύλου,  όπως  αυτή  μπορεί  να  περιγραφεί  από  τις 

Εξισώσεις  ( ) ( )52 − .  Καθώς  το  Επιτιθέμενο  εισβάλον  Αεροσκάφος  διασχίζει  μία  περιέλιξη 

Αντιαεροπορικού Πυραύλου,  εκτίθεται  σε  έναν αριθμό Αναχαιτίσεων.  Παρατηρήστε πως όσο 

μεγαλύτερη  είναι  η  τιμή  του  παραμετρικού  λόγου  ( )1Rz   τόσο  μικρότερος  είναι  ο  αριθμός 

Αντιαεροπορικών Πυραύλων που κατευθύνονται εναντίον του Αεροσκάφους.  

 
 

 

Σχήμα 20.α. Η περίπτωση 

 U/V=0.5  

 
 

 

Σχήμα 20.β. Η περίπτωση 

U/V=0.8 

Σχήμα 20. Περιελίξεις των Αντιαεροπορικών Πυραύλων Αναχαίτισης όταν U/V=0.5 και U/V=0.8 
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  Ομοίως,  παρατηρείται  ότι  ο  αριθμός  των  δυνατών  εκτοξεύσεων  φθίνει  καθώς  ο  λόγος 

VU  αυξάνει. Πράγματι, για υψηλές τιμές του λόγου  VU , δηλαδή για τιμές περίπου ίσες με 

1  ή  μεγαλύτερες,  ορισμένες  προβλεπόμενες  Αναχαιτίσεις  πρέπει  να  απορρίπτονται  εκ  των 
προτέρων,  ακόμα  και  όταν  1RRn < .  Αυτό  οφείλεται  στο  γεγονός  ότι  η  ταχύτητα  του 

Αντιαεροπορικού  Πυραύλου  θα  είναι  πολύ  μικρή  για  να  προλάβει  σε  καίρια  θέση  το 

Αεροσκάφος. Μια τέτοια κατάσταση περιγράφεται στο επόμενο Σχήμα 21, όπου έχει υποτεθεί 

ότι  ( ) 1=VU .  Στο  εν  λόγω  Σχήμα,  η  περιέλιξη  είναι  περιορισμένη,  καταδεικνύοντας  την 

περιοχή εντός της οποίας ο Στόχος είναι απρόσβλητος από Αναχαιτίσεις που εκδηλώνονται σε 

απόσταση  μεγαλύτερη  του  max1 RR =   από  το  σημείο  εκτόξευσης  των  Αντιαεροπορικών 

Πυραύλων. 

 

 

Σχήμα 21.Περιελίξεις των Αντιαεροπορικών Πυραύλων Αναχαίτισης όταν U/V=1  
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VI.15.Παρατήρηση.    Όπως  έγινε  ενδεχομένως  αντιληπτό,  η  όλη  ανάλυση  που  προηγήθηκε 

στηρίχθηκε στην διδιάστατη θεώρηση της εννοίας της Αναχαίτισης. Ωστόσο, οι Σχέσεις  ( ) ( )51 −  

που  προέκυψαν  για  τον  προσδιορισμό  των  θέσεων  των  Αναχαιτίσεων  εντός  του  πεδίου 

περιέλιξης  των  Αντιαεροπορικών  Πυραύλων  ισχύουν  ακόμα  και  στην  περίπτωση  που  το 

Επιτιθέμενο  εισβάλον Αεροσκάφος  ίπταται  σε σταθερό ύψος  H .  Εάν  το  κοντινότερο σημείο 

προσέγγισης μεταξύ της τροχιάς του Αεροσκάφους και της θέσης από την οποία εκτοξεύονται 

οι  Αντιαεροπορικοί  Πύραυλοι  είναι  D ,  τότε  η  προηγούμενη  διδιάστατη  ανάλυση  μπορεί  να 

εφαρμοστεί στην τρισδιάστατη περίπτωση αντικαθιστώντας την παράμετρο  z  με την ποσότητα 
22 HD + . Οι πορείες πτήσης των Αντιαεροπορικών Πυραύλων θα βρίσκονται  τότε επί  του 

επιπέδου  που  διέρχεται  από  την  ευθεία  της  πτήσης  του  Αεροσκάφους  και  από  το  σημείο 

εκτόξευσης των Αντιαεροπορικών Πυραύλων. ■  

 

6.6. Τα Μοντέλα Επάρκειας των Στρατηγικών  
Δυνάμεων: EMT και CMP  

  Απόπειρες  που  έγιναν  για  την  ποσοτικοποίηση  της  αποτελεσματικότητας  Στρατηγικών 

Πυρηνικών Δυνάμεων οδήγησαν σε μία ειδική κατηγορία Μοντέλων που φέρουν την ονομασία 

<<Μοντέλα  Επάρκειας  (ή  Ικανότητας)  των  Στρατηγικών  Δυνάμεων  (:  Sufficiency Models  for 

Strategic  Forces)>>  ή  <<Μοντέλα  Εκτίμησης  της  Αποτελεσματικότητας  των  Μεγάλων 

Οπλοστασίων>>. Η πρώτη ονομασία αποδίδεται στο γεγονός ότι τα Μοντέλα αυτά συνιστούν 

ένα επαρκές και χρήσιμο μέσον μελέτης εννοιών όπως είναι η Στρατηγική Ισοτιμία (: Strategic 

Parity),  η  Στρατηγική  Αποτρεπτικότητα  (:Strategic  Deterrence)  και  η  Στρατηγική  Ισορροπία 

μεταξύ Αντιπάλων Πυρηνικών Δυνάμεων (:Strategic Stability of the Opposing Nuclear Forces). 

  Στο παρόν Εδάφιο, δύο Μοντέλα Επάρκειας Στρατηγικών Δυνάμεων θα παρουσιαστούν.  

  Το πρώτο Μοντέλο είναι το <<Μοντέλο της Αναγωγής στην Μεγατονική Κλίμακα>>. Από 

ιστορικής  άποψης,  το  Μοντέλο  αυτό  αναπτύχθηκε  στα  μέσα  της  δεκαετίας  του  1960 

προκειμένου να στοιχειοθετηθεί ένα σοβαρό κριτήριο διαμόρφωσης πολιτικής των Ηνωμένων 
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Πολιτειών ενόψει μίας ενδεχόμενης αναπόφευκτης και μεγάλης καταστροφής,  καθώς και  της 

συνεπακόλουθης  ιδιαίτερης  έμφασης  που  έπρεπε  να  δοθεί  στα  τεράστια  θανατηφόρα 

πλήγματα  που  μπορούν  να  προκαλέσουν  τα  Πυρηνικά  Όπλα  σε  αστικές  ή  βιομηχανικές 

περιοχές. 

  Το δεύτερο Μοντέλο είναι το <<Μοντέλο της Μέτρησης του Στρατιωτικού Δυναμικού >> 

αναπτύχθηκε κατά την δεκαετία του 1970 ως μία συνέπεια της δυνητικής απειλής εις βάρος της 

Άμυνας των Ηνωμένων Πολιτειών από Διηπειρωτικούς Βαλλιστικούς Πυραύλους.  

6.6.Α. Το Μοντέλο της Αναγωγής στην Μεγατονική Κλίμακα  

  Το <<Μοντέλο της Αναγωγής στην Μεγατονική Κλίμακα (: Equivalent Megatonnage (EMT) 

Model)>>  μπορεί  να  θεωρείται  ως  ένα  πρώτο  μέτρο  αξιολόγησης  της  ικανότητας  ενός 

Οπλοστασίου  (Πυρηνικών Όπλων)  μίας  Χώρας  για  την  καταστροφή μεγάλων  και  γεωγραφικά 

διασκορπισμένων αστικών είτε βιομηχανικών περιοχών.  

  Η δημιουργία του Μοντέλου ΕΜΤ περιλαμβάνει τα εξής τρία θεμελιώδη στάδια:  

1) την  αξιολόγηση  της  ικανότητας  Όπλου  ενός  Μεγάτονου  (1  ΜΤ)  ως  προς  την 

δυνατότητά  του  να  καλύψει  μία  μεγάλη  περιοχή  εντός  της  οποίας  βρίσκεται  ένας 

ευρέως διασκορπισμένος Στόχος, 

2) την αναγωγή  των θανατηφόρων αποτελεσμάτων που θα προκύψουν από  την  χρήση 

Όπλων μικρότερης απόδοσης στην κλίμακα των αντίστοιχων αποτελεσμάτων που θα 

προκύψουν από την χρήση Όπλου ενός Μεγατόνου,  

3) την  άθροιση  των  (σύμφωνα  με  το  δεύτερο  στάδιο  αναχθέντων)  θανατηφόρων 

αποτελεσμάτων πληγμάτων που θα προκύψουν από όλα τα Όπλα του Οπλοστασίου. 

  Προκειμένου  να  γίνουμε  πιο  συγκεκριμένοι,  ας  υποθέσουμε  ότι  ο  Στόχος  ευρίσκεται 

διασκορπισμένος  σε  μία  περιοχή  Π   και  ας  συμβολίσουμε  με  ΜΤ1R   την  ακτίνα  εμβέλειας 
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δράσης ενός Όπλου ενός Μεγάτονου. Τότε, το εμβαδόν του μέρους της (κυκλικής) περιοχής Π  

που θα πληγεί από το Όπλο του ενός Μεγατόνου είναι ίσο με  
2

11 ΜΤΜΤ = RA π .        ( )1  

  Εξ άλλου, η ακτίνα  μαR  της εμβέλειας δράσης ενός Όπλου μικρότερης απόδοσης ίσης με 

y (1)  μπορεί  να  βρεθεί  από  την  ακόλουθη  αριθμητική  σχέση  αποδόσεων  για  την  ακτίνα 

εμβέλειας δράσης: 
α

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ΜΤ

ΜΤ y
y

RRy
1

1 ,        ( )2  

όπου 
∈α R, 

και 

=ΜΤ1y η απόδοση ενός όπλου ενός Μεγατόνου. 

Επί πλέον, συμβολίζοντας με  yA  το εμβαδόν του μέρους της περιοχής Π  που θα πληγεί από 

το όπλο μικρότερης απόδοσης ίσης με  y , έχουμε  

2
yy RA π= .      ( )3  

  Συγκρίνοντας τώρα τις ανωτέρω Σχέσεις  ( ) ( )2,1  και  ( )3 , καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι  

(Κανόνας Κλιμάκωσης): 

α21 Y
A
A

y

=ΜΤ
        ( )4  

όπου Y  αναπαριστά τον λόγο της τρέχουσας απόδοσης προς την απόδοση Όπλου 
ενός Μεγάτονου, δηλαδή 

ΜΤ

=
1

:
y
yY . 

 

______________________________________________________________________________ 
(1)Η απόδοση  y  ενός  όπλου  ορίζεται  ως  ο  αριθμός  των  θυμάτων  που  προκαλεί  σε  μία  εκπυρσοκρότησή  του  ανά 

μονάδα επιφανείας. 
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Ο αριθμητικός παράγοντας 

α2Y  

αναπαριστά μία σχέση ισοδυναμίας προς ένα Όπλο ενός Μεγάτονου και περιγράφει το σχετικό 

μέγεθος του μέρους της περιοχής Π  που θα πληγεί από το όπλο μικρότερης απόδοσης ίσης με 

y .  

  Η συνήθης θεωρητική εφαρμογή του ανωτέρω Κανόνα Κλιμάκωσης χρησιμοποιεί την τιμή  

( )31=α  

για  τον αριθμητικό  παράγοντα  α   της  απόδοσης  του  Όπλου.  Ωστόσο,  λόγω  της  παρουσίας 

όπλων  με  μεγάλη απόδοση,  οι  ανωτέρω υπολογισμοί  πολλές φορές  οδηγούν  στο  θεωρητικό 

συμπέρασμα  ότι  το  μέρος  της  περιοχής  Π   που  θα  πληγεί  από  ένα  τέτοιο  Όπλο  θα 

υπερκαλύπτει την περιοχή Π .Γι’ αυτό, στην πράξη συχνά λαμβάνουμε  

( )31=α  

όταν πρόκειται για Όπλα απόδοσης κάτω του ενός Μεγατόνου και 

( )41=α  

όταν πρόκειται για Όπλα απόδοσης μεγαλύτερης του ενός Μεγατόνου.  

  Έτσι, ορίζοντας την  Μεγατονική Ισοδυναμία ΕΜΤ  ως  

α2Y=ΕΜΤ  

έπεται ότι  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

ΜΤ>

ΜΤ≤=ΕΜΤ
.1,

1,

2
1

3
2

yY

yY

αν

αν
 

VI.16. Παρατήρηση.  Είναι  προφανές  ότι  το Μοντέλο  ΕΜΤ   (έτσι  όπως  ορίσθηκε)  περιέχει 

έναν  αριθμό  απλουστεύσεων,  κυρίως  σχετικώς  ως  προς  την  έννοια  του  πλήγματος  από  ένα 

Όπλο  (weapon  effects),  την  έννοια  του  κατά  πόσο  ένας  Στόχος  είναι  τρωτός  (target 
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vulnerability)  και  την  έννοια  της  ακριβούς  σκόπευσης  (targeting  accuracy).  Ωστόσο,  η 

αμεσότητα που διέπει την σχέση του με την έννοια της έκτασης του πλήγματος που μπορεί να 

προκαλέσει ένα ενδεχόμενο τεράστιο κτύπημα το καθιστά ένα από τα καταλληλότερα Μοντέλα 

υπολογισμού της ισχύος μίας (Πυρηνικής) Στρατιωτικής Δύναμης. ■ 

  Κατόπιν  των  όσων  προηγήθηκαν,  ο  Δείκτης  της  Ολικής  Οπλικής  Ισχύος  ΕΜΤ   θα 

μπορούσε, κατ’ αρχή, να ορισθεί (και να υπολογισθεί) κατά προσέγγιση από το άθροισμα όλων 

των  επί  μέρους Μεγατονικών  Ισοδυναμιών  ΕΜΤ   για  τα  διαθέσιμα Όπλα  του Οπλοστασίου. 

Ωστόσο,  μία  βελτιωμένη  παρουσίαση  της  έννοιας  της  Ολικής  Ισχύος  θα  μπορούσε  να 

επιτευχθεί  με  την  θεώρηση  ενός  παράγοντα  ο  οποίος  θα  αναπαριστούσε  την  αναμενόμενη 

Αποδυνάμωση της Στρατιωτικής Επάρκειας  (ή Ικανότητας) κάθε επί μέρους Όπλου, λόγω της 

εμφάνισης παραγόντων όπως είναι κάποιοι παράγοντες που σχετίζονται με θέματα Αμυντικής 

Προετοιμασίας  πριν  την  Εκτόξευση  (:prelaunch  survivability)  ή  με  θέματα  Αξιοπιστίας  του 

Οπλικού  Συστήματος  (:weapon  system  reliability)  ή  τέλος  με  θέματα  που  αφορούν  στην 

Αμυντική Διαπεραστικότητα (:defense penetrability). Σε μία τέτοια περίπτωση,  

VI.17. Ορισμός. Ο Δείκτης της Ολικής Οπλικής Ισχύος ΕΜΤ  δίνεται από τον Τύπο: 

∑
=

=ΕΜΤ
M

i
iiitotal SYN

1

2α , 

όπου  

=M ο αριθμός των Τύπων των Κεφαλών(: Warhead Types), 

=iN ο αριθμός των Κεφαλών Τύπου  i , 

=α2
iY η Μεγατονική Ισοδυναμία ΕΜΤ  της Κεφαλής Τύπου  i , 

=iS η αναμενόμενη αποδυνάμωση της Κεφαλής Τύπου  i . ■ 
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6.6.B. Το Μοντέλο της Μέτρησης του Στρατιωτικού Δυναμικού  

  Αντιθέτως προς  το Μοντέλο  ΕΜΤ   στο οποίο εξετάζονται  τα  εμβαδά  των περιοχών που 

μπορεί  να  πληγούν  από  Στρατιωτικά  κτυπήματα,  το  <<Μοντέλο  της  Μέτρησης  του 

Στρατιωτικού Δυναμικού  (: Counter Military Potential  (CMP ) Model)>>  έχει  κατασκευασθεί 

για  να  υπολογίζει  την  ικανότητα  ενός  (Πυρηνικού)  Όπλου  (,  αλλά  και  γενικότερα  ενός 

Οπλοστασίου,) να καταστρέψει έναν σταθερό Στόχο.  

  Ας  περιγράψουμε  εν  συντομία  το Μοντέλο  αυτό.  Όπως  θα  δούμε  παρακάτω,  ο Δείκτης 

Στρατιωτικού  Δυναμικού  CMP   ενός  μεμονωμένου  Όπλου  είναι  ένας  συνδυασμένος 

κλασματικός  δείκτης  ο  οποίος  εκφράζεται  ως  ο  λόγος  της  Εκρηκτικής  Ισχύος  της  Εκρηκτικής 

Κεφαλής προς το τετράγωνο της αναμενόμενης επίδοσης της ακρίβειας της Κεφαλής. Αν όλοι οι 

επί μέρους CMP  των διαφόρων Όπλων προστεθούν, τότε θα προκύψει συγκεντρωτικό μέτρο 

της Στρατηγικής Επιθετικής Δύναμης Αποτελεσματικότητας εναντίον Σημειακών Στόχων. 

  Ως  γνωστό,  η  πιθανότητα  της  καταστροφής  ndestructioP   ενός  σημειακού  Στόχου  από 

δεδομένο Όπλο δίνεται από τον Τύπο:  

( )2

2
11

CEPR

ndestructio

w

P ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= ,      ( )4  

όπου 

=wR η φονική ακτίνα του Όπλου (: weapon lethal radius) 

και 

=CEP το κυκλικό πιθανό σφάλμα της επίδοσης  του Όπλου  (: circular error probable  for 

weapon delivery). 

  Η  φονική  ακτίνα  wR   εξαρτάται  από  την  δυσκολία  (:  hardness)  προσβολής  του  Στόχου 

καθώς  και  από  την  απόδοση  του  Εκτοξευτή.  Συνήθως,  η  έκφρασή  της  (για  την  ακρίβεια,  η 

έκφραση του τετραγώνου της) προσδιορίζεται προσεγγιστικά από το γινόμενο μίας συνάρτησης 
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( )hf  που εκφράζει την ονομαστική δυσκολία προσβολής του Στόχου επί την απόδοση  y  του 
Εκτοξευτή: 

( ) α22 yhfRw ≅ ,        ( )5  

όπου  α   είναι  ο  (θεωρηθείς  στην  προηγούμενη  Υποπαράγραφο)  αριθμητικός  παράγοντας 

απόδοσης του Όπλου.  

  Αντικαθιστώντας  την  παραπάνω  έκφραση  ( )5   μέσα  στον  Τύπο  ( )4 ,  λαμβάνουμε  την 

Σχέση:  

( ) 22

2
11

CEPyhf

ndestructioP
α

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= .     ( )6  

Βάσει αυτής, μπορούμε τώρα να δώσουμε τον ακόλουθο Ορισμό:  

VI.18. Ορισμός. O Δείκτης Στρατιωτικού Δυναμικού CMP  ενός μεμονωμένου Όπλου ορίζεται 

από το πηλίκο: 

2

2

:
CEP
yCMP

α

= .       ( )7 ■ 

 

  Όπως  συνέβη  και  στην  περίπτωση  του Μοντέλου  ΕΜΤ ,  θα  πρέπει  να  δοθούν  κάποιες 

κατάλληλες τιμές για τον αριθμητικό παράγοντα α  της απόδοσης του Όπλου. Σύμφωνα με την 

τρέχουσα πρακτική, λαμβάνουμε 

3
1

=α  

όταν πρόκειται για Όπλο με απόδοση  y  μεγαλύτερη ή ίση των  2.0  ενός Μεγατόνου (δηλαδή, 

όταν  ΜΤ≥ 2.0y ) και 

4.0=α  

όταν πρόκειται  για Όπλο με απόδοση  y  μικρότερη των  2.0   ενός Μεγατόνου  (δηλαδή, όταν 

ΜΤ< 2.0y ).  
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  Επειδή  ο  παρονομαστής  του  κλάσματος  στον  Τύπο  ( )7   αποτελείται  από  το  τετράγωνο 

2CEP  του κυκλικού πιθανού σφάλματος της επίδοσης του Όπλου, οι αριθμητικοί υπολογισμοί 

του Δείκτη  CMP  είναι πολύ ευαίσθητοι κατά τις διακυμάνσεις της ακρίβειας των Πυρηνικών 

Όπλων όταν αυτά πλήττουν δύσκολους Στόχους. 

VI.19. Παρατήρηση.  Προκειμένου  τώρα  να  προσδιορισθεί  η  Τιμή  του  Δείκτη  του  Ολικού 

Στρατιωτικού  Δυναμικού  CMP ,  δηλαδή  η  τιμή  του  Δείκτη  CMP   όχι  μόνον  για  ένα 

μεμονωμένο Όπλο, αλλά για όλα τα Όπλα του Οπλοστασίου, πρέπει να υπολογισθούν κατά τα 

ανωτέρω  οι  επί  μέρους  τιμές  των  Δεικτών  CMP   για  όλες  τις  Κεφαλές  και  εν  συνεχεία  να 

αθροιστούν οι τιμές αυτές. Εάν μάλιστα κριθεί ως αναγκαίο, μπορεί να ληφθεί υπόψη κατά την 

εκτέλεση των υπολογισμών και ο παράγοντας της Αποδυνάμωσης της Στρατιωτικής Επάρκειας 

(ή  Ικανότητας)  κάθε  επί  μέρους  Όπλου,  έτσι  όπως  παρουσιάστηκε  την  προηγούμενη 

Υποπαράγραφο. ■ 

6.6.Γ.  Σύγκριση Μεταξύ Στρατιωτικών Πυρηνικών Δυνάμεων  

  Σαν μία εφαρμογή των όσων προηγήθηκαν στις δύο προηγούμενες Υποπαραγράφους, θα 

παρουσιάσουμε αμέσως τους δύο Πίνακες 6.3 και 6.4 μέσα από τους οποίους γίνεται η, βάσει 

των  ανωτέρω  Μοντέλων  ΕΜΤ   και  CMP ,  αξιολόγηση  των  Πυρηνικών  Οπλοστασίων  του 

Στρατού Ξηράς και του Πολεμικού Ναυτικού τόσο των Η. Π. Α. όσο και των πρώην Σοβιετικών 

Δυνάμεων (:Ε. Σ. Σ. Δ.), σύμφωνα με τα δηλωμένα υπάρχοντα δεδομένα των ετών 1988/89. 
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Τύπος    Μέση Επίδοση  Αριθμός     Ni  Κεφαλές          Σ          CEP   ΣCMP 

Όπλου                  Εκτοξευτήρων              (για το ΕΜΤ)   (για το ΕΜΤ)    m      m‐210‐3ο 

ΟΠΛΑ ΣΤΡΑΤΟΥ ΞΗΡΑΣ 

MINUTEMAN II        1×1.2MT(1)        450                    450     1.095           493               370        3.71 

MINUTEMAN IIΙ        3×170ΚT(2)        211    633      0.307           194               220        3.17 

MINUTEMAN IIΙ        3×335ΚT        300    900      0.482           434               220        8.97 

Peacekeeper (MX)        10×350ΚT          39    390      0.497           194               100      19.37 

Συνολική Αξιολόγηση  

του Οπλοστασίου του Στρατού Ξηράς 

                            2373           1315            35.22 

ΟΠΛΑ ΠΟΛΕΜΙΚΟΥ ΝΑΥΤΙΚΟΥ 

POSEIDON C‐3        10×40KT        256                  2560      0.117           300               450        0.96 

TRIDENT C‐4           8×100KT        384                  3072      0.215           660               450        2.40 

Συνολική Αξιολόγηση  

του Οπλοστασίου του Πολεμικού Ναυτικού 

                            5632             960             3.37 

Συνολική Αξιολόγηση  

των δύο Οπλοστασίων 

                            8005            2275            38.59 

ΠΙΝΑΚΑΣ 3. Στρατηγικές Πυρηνικές Δυνάμεις των Η. Π. Α. 

_____________________________________________________________________ 
(1) ΜΤ=Megaton 
(2) KT‐Kiloton 
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Τύπος    Μέση Επίδοση  Αριθμός     Ni  Κεφαλές          Σ          CEP   ΣCMP 

Όπλου                  Εκτοξευτήρων              (για το ΕΜΤ)   (για το ΕΜΤ)    m      m‐210‐3ο 

ΟΠΛΑ ΣΤΡΑΤΟΥ ΞΗΡΑΣ 

SS‐11 mod2        1×1MT       28(1)                        28     1.000             28             1400        0.01 

SS‐11 mod3        3×200ΚT        420    1260      0.342           431             1100        0.36 

SS‐13 mod2        1×600ΚT          60        60      0.711             43               800        0.01 

SS‐17 mod3        4×500ΚT        138      552      0.630            348               400        2.17 

SS‐18 mod4      10×500ΚT        308    3080      0.630          1940               250       31.11 

SS‐19 mod3        6×550ΚT        350    2100      0.671           1409               300       15.66 

SS‐24          10×100ΚT          10      100      0.215               22               200        0.40 

SS‐25            1×550ΚT        100      100      0.671               67               200        0.40 

Συνολική Αξιολόγηση  

του Οπλοστασίου του Στρατού Ξηράς 

                              7280              4288         50.12 

ΟΠΛΑ ΠΟΛΕΜΙΚΟΥ ΝΑΥΤΙΚΟΥ 

SS‐N‐5          1×1  MT          36        36      1.000               36             2800        0.01 

SS‐N‐6 mod1        1×750ΚT        256(2)      128      0.825             106             1300        0.06 

SS‐N‐6 mod3        2×500ΚT                      256      0.630             161             1300        0.10 

SS‐N‐8 mod1        1×750ΚT        286(2)      143      0.825             118             1500        0.05 

SS‐N‐8 mod2        1×800ΚT                     143      0.862             123               900        0.15 

SS‐N‐17          1×500ΚT          12        12      0.630                 7             1400        0.00 

SS‐N‐18 mod1        3×500ΚT        224(2)      225      0.630             142               400        0.07 

SS‐N‐18 mod2        1×750ΚT               75      0.825               62               900        0.08 

SS‐N‐18 mod3        5×500ΚT             370      0.630              233             900        0.29 

SS‐N‐20          6×100ΚT        100      600      0.215              129             500        0.38 

SS‐N‐23        10×100ΚT          64      640      0.215               138            500(3)     0.41 

Συνολική Αξιολόγηση  

του Οπλοστασίου του Πολεμικού Ναυτικού 

                              2628              1255           1.60 

Συνολική Αξιολόγηση  

των δύο Οπλοστασίων 

                              9908              5543         51.70 

ΠΙΝΑΚΑΣ 4. Στρατηγικές Πυρηνικές Δυνάμεις των Ε. Σ. Σ. Δ. 

 

_____________________________________________________________________ 
(1) Σύμφωνα με δεδομένα των ετών 1986‐87 
(2) Υποτίθεται ότι Εκτοξευτήρες είναι ομοιόμορφα κατανεμημένοι για τα διάφορα μοντέλα 
(3)Εδώ, κατά σύμβαση, υποθέσαμε ότι ο Δείκτης CEP είναι ίσιος με τον Δείκτη CEP του SS‐N‐20 
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  Τέλος,  στον  επόμενο  Πίνακα  6.5  γίνεται  η  συγκριτική  αντιπαράθεση  των  βασικών 

αποτελεσμάτων των Πινάκων 6.3 και 6.4: 

Χώρα    Τύπος      ΕΜΤ  CΜP   Συνολικός Αριθμός Κεφαλών 

Η. Π. Α.  

    ΟΠΛΑ ΣΤΡΑΤΟΥ ΞΗΡΑΣ       1315  35.2×10‐3    2373 

    ΟΠΛΑ ΠΟΛΕΜΙΚΟΥ ΝΑΥΤΙΚΟΥ     960    3.4×10‐3    5632 

    ΣΥΝΟΛΟ ΟΠΛΩΝ       2275  38.6×10‐3    8005 

Ε. Σ. Σ. Δ  

    ΟΠΛΑ ΣΤΡΑΤΟΥ ΞΗΡΑΣ       4288  50.1×10‐3    7280 

    ΟΠΛΑ ΠΟΛΕΜΙΚΟΥ ΝΑΥΤΙΚΟΥ   1255    1.6×10‐3    2628 

    ΣΥΝΟΛΟ ΟΠΛΩΝ       5543  51.7×10‐3    9908 

ΠΙΝΑΚΑΣ 5.  

Συγκριτική Αντιπαράθεση  
Στρατηγικών Πυρηνικών Δυνάμεων  

μεταξύ Η. Π. Α. και Ε. Σ. Σ. Δ.  

 

  Όπως γίνεται φανερό στον Πίνακα 6.5, ο συνολικός αριθμός των Κεφαλών στο Πυρηνικό 

Οπλοστάσιο  του  Στρατού  Ξηράς  και  του  Πολεμικού  Ναυτικού  των  Ε.  Σ.  Σ.  Δ.  (9908)  είναι 

μεγαλύτερος  από  τον  αντίστοιχο  συνολικό  αριθμό  Πυρών  Προπομπών  των  Η.  Π.  Α.(8005). 

Ομοίως, οι τιμές των Δεικτών ΕΜΤ  (5543) και CMP  (51.7×10‐3) για το Πυρηνικό Οπλοστάσιο 

του  Στρατού  Ξηράς  και  του  Πολεμικού  Ναυτικού  των  Ε.  Σ.  Σ.  Δ.  είναι  μεγαλύτερες  από  τις 

αντίστοιχες τιμές (2275 και 38.6×10‐3) για το Πυρηνικό Οπλοστάσιο του Στρατού Ξηράς και του 

Πολεμικού Ναυτικού των Η. Π. Α. Μόνον η τιμή του Δείκτη CMP  για το Πυρηνικό Οπλοστάσιο 

του  Πολεμικού  Ναυτικού  των  Η.  Π.  Α.  υπερτερεί  έναντι  της  τιμής  του  ιδίου  Δείκτη  για  το 

Πυρηνικό Οπλοστάσιο του Πολεμικού Ναυτικού των Ε. Σ. Σ. Δ. 
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VI.20. Παρατήρηση.  Θα  πρέπει  να  επισημανθεί  ιδιαιτέρως  το  γεγονός  ότι  οι  παραπάνω 

τρεις Πίνακες δεν περιέχουν Πυρηνικές Κεφαλές που ρίπτονται από Βομβαρδιστικά Αεροσκάφη 

(και συγκεκριμένα από τα Αμερικανικά “ Β−Β 1 ” και “ 52−Β ” και από τα Σοβιετικά “Bear” και 

“Bison”). Εάν τα δηλωμένα υπάρχοντα δεδομένα των ετών 1988/89 είχαν συμπεριλάβει, εκτός 

των ανωτέρω, και οι Πυρηνικές Κεφαλές που ρίπτονται από Βομβαρδιστικά Αεροσκάφη, τότε η 

ισχύς  των Η.  Π.  Α.  σε  όρους Κεφαλών θα ήταν  ελαφρώς υπέρτερη  της  ισχύος  των  Ε.  Σ.  Σ.  Δ. 

Συγκεκριμένα,  σε  μία  τέτοια  περίπτωση,  ο  αριθμός  των  Κεφαλών  στο Πυρηνικό Οπλοστάσιο 

όλων  των  Όπλων  της  Αμερικανικής  Πλευράς  θα  ήταν  ίσος  με  14637  έναντι  11694  του 

αντίστοιχου αριθμού για τις Ε. Σ. Σ. Δ. ([International Inst. for Strategic Studies, 1988]).■ 
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