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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

  Βασικός σκοπός των Μαθηματικών υπήρξε κατ’ αρχήν η δημιουργία γενικών Θεωριών, 

ανεξάρτητα του κατά πόσο οι σχετικές μέθοδοι ήταν εφαρμόσιμες σε συγκεκριμένα πρακτικά 

προβλήματα, έτσι ώστε να παρέχουν σαφή αριθμητικά αποτελέσματα. 

  Η  έλλειψη  υπολογιστικών  μέσων  αποτέλεσε  σοβαρό  λόγο  για  την  καθυστέρηση  της 

τροπής  των  Μαθηματικών  προς  μία  συστηματική  ανάπτυξη  παράλληλων  και  διαφορετικών 

μεθόδων  οι  οποίες  οδηγούν  σε  συγκεκριμένα  αριθμητικά  αποτελέσματα.  Αυτές  οι  μέθοδοι 

απαιτούν  πεπερασμένο,  αλλά  τεράστιο,  πλήθος  αριθμητικών  πράξεων,  ώστε  η  ευχερής,  και 

μέσα  σε  λογικά  χρονικά  πλαίσια,  εφαρμογή  τους  προϋποθέτει  την  χρήση  ταχύτατων 

υπολογιστικών μηχανών. Και ακριβώς, η κατά τα τελευταία χρόνια αλματώδης ανάπτυξη των 

ηλεκτρονικών υπολογιστών είχε πολύ ευεργετική επίδραση στην ανακάλυψη, την επεξεργασία 

και  την  εφαρμογή  τέτοιων  μεθόδων.  Ένα  κεντρικό  γνωστικό  αντικείμενο  της  Αριθμητικής 

Ανάλυσης έγκειται στην αναζήτηση,  την δημιουργία και  την μελέτη αυτών των μεθόδων,  των 

λεγόμενων αριθμητικών μεθόδων. Τα κριτήρια επιλογής της κατάλληλης αριθμητικής μεθόδου, 

που πρέπει να εφαρμοστεί για την επίλυση κάποιου προβλήματος, δεν είναι πάντοτε απλά, με 

συνέπεια αυτή η επιλογή να συνιστά ένα από  τα δυσκολότερα στάδια  της όλης διερεύνησης 

του εκάστοτε ζητήματος. 

  Ανεξάρτητα  από  τα  όσα  προηγήθηκαν,  πρέπει  να  σημειωθεί  ότι  η  εννοιολογική 

δυναμική  και  οι  συνεχώς  επεκτεινόμενες  δυνατότητες  της  Αριθμητικής  Ανάλυσης  δίνουν 

διεξόδους και θεωρητικές προσεγγίσεις σε πολλά μαθηματικά ερωτήματα που είναι άγνωστο ( 

ή και ανέφικτο) αν και πώς μπορούν να απαντηθούν με μεθόδους της κλασσικής Μαθηματικής 

Ανάλυσης.  Για    παράδειγμα,  είναι  γνωστό  ότι  δεν  μπορούμε  να  υπολογίσουμε  κάποια 

ολοκληρώματα  πολλών συναρτήσεων ή λύσεις ορισμένων διαφορικών εξισώσεων ή ακόμη τον 

μοναδικό  πραγματικό  αριθμό  ξ   που  επαληθεύει  την  εξίσωση  ξ−= eξ .  Σε  μία  τέτοια 

περίπτωση,  αντικαθιστούμε  την  μαθηματική  επίλυση  του  προβλήματος  με  την  αριθμητική 
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επίλυσή του. Θα δίνουμε, για παράδειγμα, μία προσεγγιστική τιμή της λύσης της διαφορικής 

εξίσωσης  σε  έναν  ορισμένο  αριθμό  σημείων  του  διαστήματος  ολοκλήρωσης.  Έτσι,  η  γενική 

θεματολογική κατεύθυνση της Αριθμητικής Ανάλυσης συνοψίζεται στον προσδιορισμό της σαν 

τον κλάδο των  (Εφαρμοσμένων) Μαθηματικών που πραγματεύεται τις μεθόδους αριθμητικής 

επίλυσης των προβλημάτων της Μαθηματικής Ανάλυσης  . Κατά τον Henrici  ([28]), Αριθμητική 

Ανάλυση είναι η θεωρία των κατασκευαστικών μεθόδων της Μαθηματικής Ανάλυσης . Ο όρος 

κατασκευαστική μέθοδος σημαίνει ένα σύνολο από κανόνες, που λέγεται αλγόριθμος και που 

επιτρέπει την ανεύρεση της λύσης ενός μαθηματικού προβλήματος με μία αξιόπιστη ακρίβεια 

και μετά από πεπερασμένο αριθμό αριθμητικών πράξεων.  

  Το πρώτο Κεφάλαιο  του παρόντος Βιβλίου περιλαμβάνει μία συνοπτική αναφορά στις 

βοηθητικές    έννοιες και εύχρηστες εφαρμογές της Θεωρίας Πινάκων. Μετά από μία σύντομη 

παράθεση  βασικών  ιδιοτήτων,  εξετάζονται  τρία  σπουδαία  προβλήματα  που  άπτονται  της 

Θεωρίας αυτής: η επίλυση τετραγωνικών συστημάτων γραμμικών εξισώσεων, η αναζήτηση των 

ιδιοτιμών και των  ιδιοδιανυσμάτων ενός τετραγωνικού πίνακα και  η διάσπαση τετραγωνικών 

πινάκων. Κατά την αντιμετώπιση αυτών των προβλημάτων στο Κεφάλαιο αυτό, δόθηκε έμφαση 

στην κατανόηση των αφηρημένων τεχνικών επίλυσής τους, γιατί μέσα από αυτές περιγράφεται 

άμεσα   το βαθύτερο θεωρητικό υπόβαθρο και μοντέλο που ανταποκρίνεται   στην μελέτη της 

φύσης τους. 

  Στο  δεύτερο  Κεφάλαιο,  αναπτύσσονται  οι  κύριες  αριθμητικές  μέθοδοι  υπολογισμού 

των  ιδιοδιανυσμάτων  ενός  τετραγωνικού  πίνακα.  Όπως  θα  δούμε,  υπάρχουν  δύο  μεγάλες 

κατηγορίες  τέτοιων  μεθόδων.  Στην  πρώτη  κατηγορία,  περιλαμβάνονται    όλες  εκείνες  οι 

τεχνικές  που  επιτρέπουν  τον  πρακτικό  υπολογισμό  ενός  ιδιοδιανύσματος  κάθε φορά,  καθώς 

και  όλες  εκείνες  οι  μέθοδοι  που  οδηγούν  στον  διαδοχικό  υπολογισμό  όλων  των 

ιδιοδιανυσμάτων.  Οι  μέθοδοι  της  δεύτερης  κατηγορίας  διακρίνονται  σε  δύο  κύρια  είδη:  τις 

μεθόδους προσδιορισμού του χαρακτηριστικού πολυωνύμου και τις μεθόδους διάσπασης. Το 
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πρώτο είδος είναι το λιγότερο ενδιαφέρον  (εκτός από ορισμένες ειδικές περιπτώσεις), επειδή 

πρέπει στην συνέχεια να υπολογισθούν οι ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύμου. Το δεύτερο 

είδος έχει  κυρίως επαναληπτικό  χαρακτήρα ο οποίος στηρίζεται στην  χρησιμοποίηση όμοιων 

μετασχηματισμών.  Πέραν  των  μεθόδων  που  έχουν  συμπεριληφθεί  σε  αυτό  το  δεύτερο 

Κεφάλαιο, υπάρχει και ένας μικρός αριθμός άλλων αριθμητικών μεθόδων που αναπτύσσονται 

αρκετά εξαντλητικά σε εργασίες και πραγματείες της Βιβλιογραφίας. 

  Στο  τρίτο  Κεφάλαιο  παρουσιάζονται  οι  αριθμητικές  μέθοδοι    επίλυσης  αλγεβρικών 

εξισώσεων και συστημάτων γραμμικών εξισώσεων. Μόνο λίγες αλγεβρικές εξισώσεις μπορούν 

να λυθούν με την χρήση κλασσικών Μαθηματικών (:οι πολυωνυμικές  εξισώσεις βαθμού  4≤ ). 

Με την χρήση αριθμητικών μεθόδων όμως έχει κατορθωθεί ο προσεγγιστικός εντοπισμός των 

ριζών μίας εξίσωσης  της μορφής  0)( =ξf ,  όπου  )(xf   είναι μία συνάρτηση πραγματικής ή 

μιγαδικής μεταβλητής  x.  Στο πρώτο μέρος του Κεφαλαίου αυτού, θα ασχοληθούμε κυρίως με 

τον  αριθμητικό  υπολογισμό  μίας  απλής  πραγματικής  ρίζας  της  εξίσωσης  0)( =ξf .  Στα 

υπόλοιπα  μέρη  του  Κεφαλαίου,  θα  μελετήσουμε  το  πρόβλημα    επίλυσης  ενός  γραμμικού 

συστήματος  εξισώσεων Α.x=b  όπου Α  είναι  ένας  τετραγωνικός  αντιστρέψιμος  πίνακας  με  n 

γραμμές και n στήλες  και όπου b είναι ένα διάνυσμα του  nC .Θεωρητικά ένα τέτοιο σύστημα 

μπορεί να επιλυθεί υπολογίζοντας τον αντίστροφο πίνακα  1−A του  A . Όμως, το γεγονός ότι ο 

υπολογισμός  του  1A−  προϋποθέτει τον υπολογισμό της ορίζουσας του  A , υπολογισμός που, 

με  την  σειρά  του,  απαιτεί  την  εκτέλεση  )!nn( ×   πολλαπλασιασμών,  φανερώνει  ότι  η 

μαθηματική επίλυση ενός μεγάλου συστήματος γραμμικών εξισώσεων είναι πρακτικά αδύνατη. 

Οι  αριθμητικές  μέθοδοι  επίλυσης  συστημάτων  γραμμικών  εξισώσεων  χωρίζονται  σε  τρεις 

μεγάλες  κατηγορίες  που  είναι  ριζικά  διαφορετικές  μεταξύ  τους  :  τις  άμεσες  μεθόδους,  που 

δίνουν  θεωρητικά  το  διάνυσμα  λύση  x   μετά  από  πεπερασμένο  αριθμό  στοιχειωδών 

αριθμητικών πράξεων,  τις  επαναληπτικές μεθόδους,  που δίνουν  την  λύση    x     σαν όριο μιας 

ακολουθίας διανυσμάτων και τις μεθόδους προβολής . 



ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

ΤΟΜΟΣ ΙΙΙ 
Ν.ΔΑΡΑΣ 

 

8  ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  

 

  Στο  τέταρτο  θεωρητικό  Κεφάλαιο  παρουσιάζεται  μία  εισαγωγή  στην  Διακριτή 

Αριθμητική  Ανάλυση,  δηλαδή  στον  κλάδο  εκείνο  της  Αριθμητικής  Ανάλυσης  όπου  η  επίλυση 

ενός  μαθηματικού  προβλήματος  επιτυγχάνεται  με  την  αντικατάσταση  ενός  συνεχούς 

φαινομένου με ένα προσεγγιστικό διακριτό φαινόμενο. Οι κεντρικές γνωστικές οντότητες του 

Κεφαλαίου  αναφέρονται  στην  μελέτη  του  προβλήματος  παρεμβολής,  της  αριθμητικής 

ολοκλήρωσης και παραγώγισης και τέλος της αριθμητικής επίλυσης μίας συνήθους διαφορικής 

εξίσωσης ή ενός συστήματος διαφορικών εξισώσεων. 

  Στο  πέμπτο  Κεφάλαιο  συγκεντρώσαμε  ορισμένα  χαρακτηριστικά  παραδείγματα    και 

ασκήσεις,  που  αναφέρονται  στα  θεωρητικά  εδάφια  που  προηγήθηκαν.  Η  προτίμηση  που 

δείξαμε  σε  στοιχειώδη  παραδείγματα  οφείλεται,  όχι  μόνο  στην  επιθυμία  μας  για  άμεση 

κατανόηση  του  μηχανισμού  των  διάφορων  μεθόδων  από  μέρους  του  αναγνώστη,  αλλά  και 

στην  απρόσκοπτη  ευχέρεια  συγκριτικών  αντιπαραθέσεων  των  δυνατοτήτων  τους.  Η  συλλογή 

λυμένων  και  άλυτων  ασκήσεων  πιστεύουμε  ότι  καλύπτει  όλο  το  φάσμα  των  κυριότερων 

αριθμητικών μεθόδων. 

  Παρά  την  προσπάθεια  που  έγινε  για  μία  αναλυτική  και  πλήρη  ανάπτυξη  των 

πρώτων  Κεφαλαίων    ενός  μαθήματος  Αριθμητικής  Ανάλυσης,  υπάρχουν  μερικά 

ζητήματα και κάποιες ειδικές μεθοδολογίες, που δεν ήταν δυνατόν να συμπεριλάβουμε 

στα  πέντε  αυτά  γενικά  Κεφάλαια.  Προς  τούτο,  ο  κάθε  ενδιαφερόμενος  αναγνώστης 

μπορεί  να  προστρέξει  και  να  συμβουλευτεί  τα  συγγράμματα  της  προτεινόμενης 

Βιβλιογραφίας  (στο  τέλος  του  παρόντος  βιβλίου),  που  όμως,  όπως  είναι  φυσικό, 

αντιπροσωπεύει μόνο ένα μέρος του συνεχώς διογκούμενου καταλόγου σχετικών και 

συναφών πραγματειών. 

Νικόλαος Ιω. Δάρας 
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Κεφάλαιο 5

Παραδείγματα, Ασκήσεις 
και Προβλήματα 

 

V.1.ΘΕΩΡΗΤΙΚΑ ΚΑΙ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΑ ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 
 

V.1.1. ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 
Χρησιμοποιώντας την μέθοδο των δυνάμεων, να βρεθεί η μέγιστη κατ’ απόλυτη τιμή 

ιδιοτιμή και το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα του πίνακα: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

0  11
10  1
1  1  0

A . 

Λύση. Προφανώς, οι ιδιοτιμές του πίνακα  A  είναι οι ρίζες της εξίσωσης: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )[ ]
( )[ ]
( ) ( )( )121

21
1111

111

11
11

11
det)det(

2

2

−+−=
+−−−=

+++−−=
+−++−−−−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−
=Ι−

λλλ
λλλ

λλλ
λλλλ

λ
λ

λ
λA

 

και άρα οι ιδιοτιμές του  A  είναι  21 −=λ  και  132 == λλ .  
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  Υπάρχει λοιπόν μία απ’ αυτές, η  1λ , που είναι κατ’ απόλυτη τιμή μεγαλύτερη από τις 

υπόλοιπες, και, επομένως, είναι δυνατή η εφαρμογή της μεθόδου των δυνάμεων.   Έτσι, 

λαμβάνοντας  σαν  αρχικό  διάνυσμα  το  διάνυσμα  ( ) ( )Tu 1,1,10 = ,  σχηματίζουμε  την 

επαναληπτική ακολουθία  ( ) ( ) )( 1 N∈=+ κκκ :uAu  των διανυσμάτων  ( )κu , ως εξής:  

( ) ( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=⋅

⎟
⎟
⎟
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⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

0
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2

011
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110
01 uu  

( ) ( )
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⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=⋅

⎟
⎟
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⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

2
2
0

011
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110
12 uu  

( ) ( )

⎟
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⎞

⎜
⎜
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⎛
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⎜
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−
−=

2
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4
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110
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( ) ( )
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⎜
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( ) ( )
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κ. λ. π.  

  Από τις παρακάτω ισότητες, καθίσταται σαφές πως, για κάθε  3,2,1=j , ισχύει:  

( )

( ) 2
][
][

lim −=∞→
j

j

u
u

κ

κ

κ

1+

, 

σχέση  από  την  οποία  έπεται  ο  προσεγγιστικός  προσδιορισμός  της  κατ’  απόλυτη  τιμή 

μεγαλύτερης ιδιοτιμής του πίνακα  A . ■  
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V.1.2. ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 
Κατασκευάζοντας  τις  κατάλληλες  ακολουθίες  Sturm,  να  βρείτε  τον  αριθμό  των  ανά 

δύο διάφορων πραγματικών ριζών της εξίσωσης: 

0)( =ξkP , 

όταν: 

(α).  22)( 23
3 −−+= xxxxP ,  

(β).  133)( 23
3 −+−= xxxxP , 

(γ).  12)( 24
4 +−= xxxP , 

(δ).  4444)( 2456
6 −−−++= xxxxxxP . 

Λύση.    Σύμφωνα  με  το  περιεχόμενο  της  Υποπαραγράφου  ΙΙΙ.1.4.5,  θα  πρέπει  να 

κατασκευασθεί η ακολουθία πολυωνύμων:  

..................................
)().1()(
................................

),().1()(
),()(
),()(

1

2

1

0

xQxf

xQxf
xPxf
xPxf

ii

i

k

k

−−=

−=

′=
=

, 

όπου  )(xQi   είναι  το  υπόλοιπο  της  διαίρεσης  του  πολυωνύμου  )(1 xfi−   με  το  πολυώνυμο 

)(xfi .  Εάν  )(yN   είναι  ο  αριθμός  των  μεταβολών  προσήμου  που  παρατηρούνται  κατά  την 

ανάγνωση της αριθμητικής ακολουθίας  )(),...,(),( 110 yfyfyf k− ,  τότε ο αριθμός των ανά δύο 

διάφορων πραγματικών ριζών της εξίσωσης: 

0)( =ξkP  
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μέσα στο διάστημα  [ ]BA,   ισούται με  ( ) ( )BNANN −= . Εάν η παραπάνω εξίσωση έχει μία 

πολλαπλή  ρίζα,  και  εάν  ( )1+m   είναι  ο  πρώτος  δείκτης  τέτοιος  ώστε  0)( ≡+ xfm 1 ,  τότε  οι 

πολλαπλές ρίζες της εξίσωσης  0)( =ξkP  θα είναι οι απλές ρίζες της εξίσωσης  0)( =ξmf  και ο 

αριθμός  των  ανά  δύο  διάφορων  πραγματικών  ριζών  δίνεται  από  το  παραπάνω  απόφθεγμα 

ανακόπτοντας την ακολουθία  ),...)(),(( 10 yfyf  στον όρο  )(yfm . 

  Θα  περάσουμε  τώρα  στην  εφαρμογή  των  θεωρητικών  αυτών  αποτελεσμάτων  στις 

συγκεκριμένες περιπτώσεις των πολυωνύμων του Παραδείγματος. 

(α). Διαδοχικά, γράφουμε: 

22)( 23
0 −−+= xxxxf , 

143)( 2
1 −+= xxxf , 

87)(2 += xxf (αγνοώντας  έναν  σταθερό  θετικό  πολλαπλασιαστικό 

παράγοντα), 

81)(3 =xf   (αγνοώντας  πάλι  έναν  σταθερό  θετικό  πολλαπλασιαστικό 

παράγοντα), 
απ’ όπου διαμορφώνεται ο εξής πίνακας:  

y   )y(f0 )(1 yf   )(2 yf   )(3 yf   )(yN  

3−   −  + −  + 3  

0   −  −  + + 1 

0   +  + + + 0  

  Άρα, υπάρχουν  213 =−  πραγματικές και διάφορες μεταξύ τους ρίζες της: 

0223 =−−+ ξξξ  

στο διάστημα  [ ]0,3−  και  303 =−  πραγματικές και ανά δύο διάφορες μεταξύ τους ρίζες της 

ίδιας εξίσωσης στο διάστημα  [ ]3,3− . 
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(β). Ομοίως, βρίσκουμε: 

133)( 23
0 −+−= xxxxf , 

363)( 2
1 +−= xxxf , 

0)(2 =xf , 

και σχηματίζουμε τον αντίστοιχο πίνακα: 

y   )(0 yf )(1 yf   )(yN  

0   −  +  1 

2   +  +  0  

  Η  εξίσωση  0133 23 =−+− ξξξ   έχει  λοιπόν  μία  πολλαπλή  ρίζα  μεταξύ  0   και  2 . 

Πρόκειται  για  την  ρίζα  1=ξ   της  εξίσωσης  0363)( 2
1 =+−= ξξξf .  Άρα,  η  εξίσωση 

0133)( 23
0 =−+−= ξξξξf  έχει μία (και μόνον) τριπλή ρίζα. 

(γ). Η ακολουθία πολυωνύμων που πρέπει να κατασκευασθεί είναι: 

12)( 24
0 +−= xxxf , 

xxxf 44)( 3
1 −= , 

1)( 2
2 −= xxf , 

0)(3 =xf , 

με την επισήμανση ότι τα πολυώνυμα αυτά ορίζονται κατόπιν μη ουσιώδους παράλειψης κάποιων 

σταθερών θετικών πολλαπλασιαστικών παραγόντων. Τότε, ο επισυναπτόμενος πίνακας προς την 

παραπάνω κατασκευασθείσα ακολουθία είναι: 

y   )(0 yf )(1 yf   )(2 yf )(yN  

2−   +  −  +  2  

0   +  −  −  1 

2   +  +  +  0  
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  Η  εξίσωση  12 24 +− ξξ   έχει  λοιπόν  2   πολλαπλές  ρίζες  που  είναι  ρίζες  της 

01)( 2
2 =−= ξξf . Προφανώς, πρόκειται για τις ρίζες  1±=ξ . Αυτές οι ρίζες είναι διπλές και, 

συνεπώς, η εξίσωση  012 24 =+− ξξ  έχει αυτές τις τέσσερις ρίζες. 

(δ). Τέλος, διαδοχικά, έχουμε: 

4444)( 2456
0 −−−++= xxxxxxf , 

4216206)( 345
1 −−++= xxxxxf , 

1614384)( 234
2 ++++= xxxxxf , 

8126)( 23
3 +++−= xxxxf , 

485817)( 2
4 −−−= xxxf , 

2)(5 −−= xxf , 

με την συνηθισμένη επισήμανση ότι τα πολυώνυμα αυτά ορίζονται μετά από μη ουσιώδη 

παράλειψη μερικών θετικών πολλαπλασιαστικών σταθερών. Ο αντίστοιχος πίνακας 

διαμορφώνεται τότε όπως ακολούθως: 

y   )(0 yf   )(1 yf   )(2 yf )(3 yf   )(4 yf )(5 yf   )(yN  

3−   +  −  +  −  −  −  4  

2−   0  0  0  0  0  0   

1−   0  −  +  +  −  −  2  

0   −  −  +  +  −  −  2  

1  0  +  +  +  −  −  1 

2   +  +  +  +  −  −  1 

3   +  +  +  +  −  −  1 

  Διαπιστώνουμε  λοιπόν  ότι  υπάρχουν  δύο  αρνητικοί  αριθμοί  (μεταξύ  0   και  3− )  και 
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ένας θετικός αριθμός  (μεταξύ 0  και 3 ) που είναι ρίζες της εξίσωσης  

04444 2456 =−−−++ ξξξξξ . 

  Η  πρώτη  στήλη  (που  αναφέρεται  στην  μελέτη  του  προσήμου  της  ποσότητας  )(0 yf ) 

εμφανίζει αυτές τις τιμές:  2− ,  1−  και 1.  

  Εξ άλλου, επειδή  

2)(5 −−= xyf , 

ο αριθμός  2−  είναι μία διπλή ρίζα της παραπάνω εξίσωσης. ■  
 

V.1.3. ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 

Να βρεθούν οι ρίζες της εξίσωσης: 

0232 =+− ξξ  

με την μέθοδο Bernoulli. 

Λύση. Σ’ ένα πρώτο στάδιο πρέπει να θεωρήσουμε την επαγωγική ακολουθία: 

,...),,( 210 yyy , 

που ορίζεται από τον Τύπο: 

023 21 =+− −− kkk yyy  

και (παραδείγματος χάρη) από τις αρχικές συνθήκες: 

00 =y  και  11 =y . 

  Σχηματίζεται, έτσι, η επόμενη αριθμητική ακολουθία: 

( )...,63,31,15,7,3,1,0  
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και παρατηρούμε πως: 

,2.032

,2.032

,2.142

,2.33

,3

6

7

5

6

4

5

3

4

2

3

K

K

K

K

=

=

=

=

=

y
y
y
y
y
y
y
y
y
y

 

αλλά, και γενικότερα, πως: 

2lim =+
∞→

k

k

y
y 1

κ . 

  Συνεπώς, ο αριθμός  2  είναι μία ρίζα της εξίσωσης  

0233 =+− ξξ . 

  Σ’ ένα δεύτερο στάδιο, πρέπει να διαιρέσουμε το πολυώνυμο  

232 +− xx  

με  το  μονώνυμο  προκειμένου  να  βρούμε  την  δεύτερη  ρίζα  της  παραπάνω  εξίσωσης.  Στην 

συγκεκριμένη όμως περίπτωση είναι: 

( )( )21232 −−++− xxxx  

και, απ’ ευθείας, μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι η δεύτερη ρίζα είναι ο αριθμός 1. ■  
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V.1.4. ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 
Αφού δείξετε ότι η πραγματική συνάρτηση: 

    xxFxF −=→ 2)(a:: RR  

έχει  μοναδικό  σταθερό  σημείο  στο  διάστημα  [ ]1,0   και  αφού  βρείτε  μία  ικανοποιητική 

προσέγγισή του, να εφαρμόσετε την μέθοδο Newton προκειμένου να λύσετε αριθμητικά την 

παρακάτω εξίσωση: 

02- =−ξξ . 

Λύση.   Θα δείξουμε, κατ’ αρχάς, ότι υπάρχει σταθερό σημείο της  )(xF  στο διάστημα  ]1,0[ . 

Προς τούτο, παρατηρούμε ότι η συνάρτηση  F  είναι γνησίως φθίνουσα παντού στο  R  και επί 

πλέον η πρώτη παράγωγός της είναι παντού αρνητική: 

R∈∀<−=′ − xnxF x     022)( l . 

Καθώς, μάλιστα, ισχύει: 

1)0( =F  και  (1)F
2
1

= , 

η συνέχεια της F εγγυάται ότι: 

)0,1( ][F ⊂ ]1,
2
1[ ⊂ ]1,0[ . 

Το Θεώρημα Μέσης Τιμής εξασφαλίζει τώρα, αμέσως, την ύπαρξη σταθερού σημείου της  )(xF  

στο  ]1,0[ . 

  Ας εξετάσουμε τώρα το ενδεχόμενο της μοναδικότητας αυτού του σταθερού σημείου. 

Επειδή η  F  είναι απεικόνιση Lipschitz με συντελεστή συστολής: 

( ) 693.0222supsup 1010 ≈==′= −
≤≤≤≤ nnxF x

xx llλ , 
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μία  εφαρμογή  του Θεωρήματος  ΙΙΙ.1.2  πιστοποιεί  ότι  σταθερό  σημείο  της  F  στο  [ ]1,0   είναι 

μοναδικό, και ότι η ακολουθία: 

)2( N∈= −
+ vv

v :1
ξξ  

συγκλίνει,  για  κάθε  ][0 1,0∈ξ ,  προς  το  σταθερό  αυτό  σημείο  ξ .  Ενδεικτικά,  επιλέγοντας 

5.0=0ξ , λαμβάνουμε τους πιο κάτω αρχικούς όρους της ακολουθίας  )( N∈vv :ξ : 

v   vξ  

1  86557071067811.0  

2   36076125473265.0  

3   42076540408600.0  

4   13376354978458.0  

5   22876437186417.0  

6   77246400610211.0  

7   043006416858077.0  

8   77966409635371.0  

9   66596412845090.0  

M  

34   09836411857445.0  

35   05056411857445.0  

36   04966411857445.0  

  Όπως  κατέστη  σαφές  στην  απόδειξη  του  Θεωρήματος  ΙΙΙ.1.2,  η  ακολουθία  των 

ποσοτήτων  vv ξξ −+1   φθίνει  μονοτονικά.  Συνεπώς,  εάν,  για  δεδομένο  0>δ ,  η  ποσότητα 

vv ξξ −+1  γίνει για πρώτη φορά μικρότερη από το δ  για  Nv = , τότε  δξξ <−+ vv 1  για κάθε 
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v N≥ . Εξ άλλου, όπως είδαμε πάλι στην απόδειξη του Θεωρήματος ΙΙΙ.1.2, ισχύει: 

N∈∀−
−

≤−+ p
v

vpv    ξξ
1

ξξ 01λ
λ

. 

  Αυτό σημαίνει  πως  εάν αφήσουμε  τον δείκτη  p  να μεγαλώσει απεριόριστα,  τότε θα 

έχουμε αποκομίσει την ακόλουθη εκτίμηση για το σφάλμα της προσέγγισης: 

)(01 N∈−
−

≤− v
v

v    ξξ
1

ξξ
λ

λ
. 

  Θέτοντας  vξζ =:0   και  101 ()( +=== vv )FF ξξζζ :   και  χρησιμοποιώντας  την 

παραπάνω ανισότητα βρίσκουμε  

01 ζζ
1

ξζ1 −
−

≤−
λ

λ
 

απ’ όπου έπεται αμέσως ότι: 

)(1 N∈−
−

≤− + vvvv    ξξ
1

ξξ
λ

λ
, 

κι επομένως: 

δ
λ

λ
−

≤−
1

ξξ v  για κάθε  v N≥ . 

  Έτσι,  εφόσον θελήσουμε να εξασφαλίσουμε ένα άνω φράγμα του σφάλματος  vξξ −  

της  μορφής  δC   αρκεί  να  επιλέξουμε  τον  αριθμό  N   αρκετά  μεγάλο.  Στην  προκειμένη 

περίπτωση, επιλέξαμε  -1310=δ , για το οποίο το  N  που προκύπτει είναι 36 . 

  Θα  δούμε  τώρα  πώς  η  (επαναληπτική)  μέθοδος Newton,  της  Παραγράφου  ΙΙΙ.1.2.(i), 

μπορεί να δώσει, πολύ πιο γρήγορα, εξίσου ικανοποιητικές προσεγγίσεις.   Προς  τούτο,  θα 

θεωρήσουμε την συνάρτηση: 

xxxfxf −−=→ 2)(a:: RR . 

Σύμφωνα με ό,τι προηγήθηκε, μέσα στο διάστημα  ]1,0[  η συνάρτηση αυτή έχει μοναδική ρίζα 
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τον  αριθμό  6411857445.0=ξ K   Επειδή  0)( >′ xf   για  κάθε  x ,  η  ρίζα  αυτή  είναι  απλή. 

Εφαρμόζοντας την μέθοδο Newton, με  5.0=0x  και κριτήριο τερματισμού  13
1 10−
+ <NN xx -  

(όπως και παραπάνω), παίρνουμε τις προσεγγίσεις: 

v   vξ  

1  32416389858000.0  

2   27216411852281.0  

3   04966411857445.0  

4   04996411857445.0  

  Είναι προφανές ότι η μέθοδος Newton συγκλίνει πολύ γρήγορα, αφού για  3=v  δίνει 

την  ίδια  ακρίβεια  προσέγγισης  που  παίρνουμε  από  την  επανάληψη  v
v

ξξ −
+ = 21 για  36=v . 

Σύμφωνα μάλιστα με το Θεώρημα ΙΙΙ.1.2.(i).1, η ακολουθία: 

)( N∈vxv :  

της  μεθόδου  Newton  συγκλίνει  προς  το  σημείο  6411857445.0=ξ K   και  είναι  τάξης 

τουλάχιστον  2  (ως προς την συνηθισμένη νόρμα του  R ).■  
 

V.1.5. ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 

Δίνεται η εξίσωση: 

ξξ =−e . 

Αφού  χρησιμοποιήσετε  την  μέθοδο  της  διχοτόμησης  για  τον  εντοπισμό  μίας  κατάλληλης 
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μικρής περιοχής μίας απλής ρίζας της συνάρτησης  xexf x −= −)( , να βρείτε προσεγγιστικές 

λύσεις της παραπάνω εξίσωσης με: 

• την επαναληπτική μέθοδο που ορίζει η απεικόνιση  xexF −=)( ,  

• την μέθοδο Newton, 

• την μέθοδο της τέμνουσας. 

  Στην  συνέχεια,  να  συγκρίνετε  τα  αποτελέσματα  και,  εφόσον  είναι  αναγκαίο  και 

εφικτό,  να βελτιωθεί η  ταχύτητα  της ακρίβειας  των μεθόδων εφαρμόζοντας  τον αλγορίθμο 

2Δ  του Aitken ή τον αλγόριθμο του Steffensen. 

Λύση.  Αρχίζουμε  με  την  εφαρμογή  της  μεθόδου  της  διχοτόμησης  για  τον  εντοπισμό  μίας 

κατάλληλα  μικρής  περιοχής  μίας  απλής  ρίζας  της  συνάρτησης  xexf x −= −)( ,  τόσο  μικρής 

ώστε  να  πληρούνται  οι  υποθέσεις  του  Θεωρήματος  ΙΙΙ.1.2,  προκειμένου  να  είναι  δυνατή  η 

χρησιμοποίηση  της  επαναληπτικής  μεθόδου  επίλυσης  που  ορίζει  η  απεικόνιση  xexF −=)(  

καθώς  και  της  επαναληπτικής μεθόδου Newton.  (Παρατηρήστε πως η δομή  της μεθόδου  της 

εσφαλμένης  θέσης  είναι  τέτοια  που  δεν  μπορεί  να  συμπεριληφθεί  στις  προδιαγραφές  του 

Θεωρήματος ΙΙΙ.1.2).  

  Σαν διάστημα εκκίνησης επιλέγουμε  (όπως συνήθως, αυθαίρετα)  το διάστημα  [ ]1,1− , 

γιατί: 

0)1( >−f  και  0)1( <f . 

Αυτό σημαίνει πως υπάρχει τουλάχιστον μία ρίζα της  f  στο  [ ]1,1− .  

  Επιλέγοντας  το  μέσον  0   του  διαστήματος  [ ]1,1− ,  ελέγχουμε  το  πρόσημο  της 

ποσότητας  ( )0f . Επειδή: 

0)0( >f  (και  0)1( <f ), 

μία ρίζα της συνάρτησης  f  βρίσκεται μέσα στο διάστημα  



Ν. ΔΑΡΑΣ 
ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

ΤΟΜΟΣ ΙΙΙ 

 

ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  23 

 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ 1,
2
1

. 

  Σε  αυτό  το  σημείο  της  λύσης,  είναι  ώριμη  αντίδραση  να  αναρωτηθούμε  εάν  στο 

διάστημα  ( )[ ]1,21  ικανοποιούνται οι υποθέσεις του Θεωρήματος ΙΙΙ.1.2 που εξασφαλίζουν την 

σύγκλιση, προς την ζητούμενη ρίζα, των επαναληπτικών ακολουθιών που ορίζονται από τις δύο 

μεθόδους.  

  Για  τον  σκοπό  αυτό,  κατ’  αρχήν,  μπορούμε  να  παρατηρήσουμε  ότι,  αφού  οι 

συναρτήσεις: 

xexF −=)(  και 
)(
)()(~

xf
xfxxF
′

−= , 

που στοιχειοθετούν την μέθοδο της απεικόνισης  F  και την μέθοδο Newton (αντίστοιχα), είναι 

μία φορά συνεχώς διαφορίσιμες στην ανοιχτή περιοχή του  ( )[ ]1,21 , το Θεώρημα Μέσης Τιμής 

του  Διαφορικού  Λογισμού  εγγυάται  ότι,  για  κάθε ( )[ ]1,21, ∈yx ,  υπάρχουν  [ ]yxa ,∈   και 

[ ]yx,∈β  τέτοια ώστε: 

)()()()( yxaFyFxF −′=−  και  )()(~)(~)(~ yxFyFxF −′=− β . 

  Συνεπώς, οι μικρότερες σταθερές λ  και  λ~ , για τις οποίες ισχύουν: 

yxyFxF −≤− λ)(~)(~
 και  ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡∈∀−≤− 1,
2
1,   ~)(~)(~ yxyxyFxF λ , 

είναι οι: 

0.6065306sup)(sup 2
1

1
2
11

2
1 ===′=

−−

≤≤≤≤
eeaF a

aβ
λ :  

και 

0.78011651 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

++

+−
−=′= −−

−−

≤≤≤≤ 2
1~

12
12sup)(~sup~

2

2

1
2
11

2
1 F

ee
eeF ββ

ββ

ββ

ββλ :    , 
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γιατί οι συναρτήσεις  )(aF ′  και  )(~ βF ′  είναι γνησίως φθίνουσες μέσα στο διάστημα   ( )[ ]1,21  

(αφού  οι  παράγωγοί  τους  )())(( aFaF ′′=′′   και  )(F~))(F~( ββ ′′=′′   είναι  αρνητικές  στο 

συγκεκριμένο διάστημα).  

  Έτσι,  επιλέγοντας  σαν  αρχικό  σημείο  00 x~x =   των  επαναληπτικών  ακολουθιών 

)( N∈vxv :  και  )~( N∈vxv :  των δύο μεθόδων το σημείο  

2
1~

00 == xx , 

διαπιστώνουμε πως, για κάθε  7359659.0≥ε  και κάθε  3015728.0~ ≥ε , ισχύουν: 

ελ)1()( 00 −≤− xxF  και  ελ ~)~1(~)~(~
00 −≤− xxF , 

γιατί: 

0.2895801
2
1)( 2

1

00 =−=−
−

exxF  και  0.0663109
1

2
1

)(
)(~)~(~

2
1

2
1

0

0
00 =

−−

−
=

′
=−

−

−

e

e

xf
xf

xxF , 

και 

3934694.01 =− λ  και  2198835.0~1 =− λ . 

  Επομένως, σύμφωνα με το Θεώρημα ΙΙΙ.1.2, οι επαναληπτικές ακολουθίες  )( N∈vxv :  

και  )~( N∈vxv :  των δύο μεθόδων: 

N∈== −
+ vexFx nx

vv  ,)(1 (
2
1

0 =x ) 

και 

N∈
′

−==+ v
xf
xf

xxFx
v

v
vvv  ,

)~(
)~(~)~(~~

1 (
2
1~

0 =x ) 

συγκλίνουν προς το μοναδικό σημείο  
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U ⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤ +−⎢⎣

⎡
⎥⎦
⎤ +−∈ εεεεξ ~

2
1,~

2
1,

2
1

2
1

, 

που  έχει  την  ιδιότητα  να  διατηρείται  από  τις  απεικονίσεις  F   και 
~F ,  δηλαδή  προς  την 

μοναδική ρίζα της εξίσωσης: 

0)( =−= − ξξ ξeF . 

  Συγκεκριμένα, αντικαθιστώντας στον Τύπο  της επαναληπτικής ακολουθίας της πρώτης 

μεθόδου, έχουμε διαδοχικά: 

6065306.01 =x  

5452392.02 =x  

579703.03 =x  

5600646.04 =x  

5711721.05 =x  

5648629.06 =x  

568438.07 =x  

5664094.08 =x  

5675596.09 =x  

5669072.010 =x  

5672772.011 =x  

5670673.012 =x  

5671863.013 =x  

5671188.014 =x  

5671571.015 =x  

5671354.016 =x  

5671477.017 =x  

5671407.018 =x  

5671447.019 =x  

5671424.020 =x  
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5671437.021 =x  

567143.022 =x  

5671434.023 =x . 

 
  Λαμβάνοντας σαν κριτήριο διακοπής των επαναλήψεων την συνθήκη: 

εxx vv ≤−+1  με  v N≥ , 

όπου  ε   είναι  η  ακρίβεια  προσέγγισης  που  επιθυμούμε  για  την  ρίζα  ξ   (συνήθως 

-8-6-4 ,10,1010=ε ), βλέπουμε ότι μετά από  22  επαναλήψεις παίρνουμε μία καλή προσέγγιση, 

με ακρίβεια μέχρι και το  06  δεκαδικό ψηφίο.  

  Αντίστοιχα,  αντικαθιστώντας  στον  Τύπο  της  επαναληπτικής  ακολουθίας  της  μεθόδου 

Newton, έχουμε διαδοχικά: 

0.5663109~
1 =x  

0.5671431~
2 =x  

0.5671432~
3 =x  

  Λαμβάνοντας πάλι σαν κριτήριο διακοπής των επαναλήψεων την συνθήκη: 

ε~x~x~ vv ≤−+1  με  v N≥ ~
, 

όπου ~ε  είναι η ακρίβεια προσέγγισης που επιθυμούμε για την ρίζα ξ , βλέπουμε ότι στην τρίτη 

επανάληψη  παίρνουμε  μία  πολύ  καλή  προσέγγιση  της  ρίζας,  με  ακρίβεια  μέχρι  και  το  06  

δεκαδικό ψηφίο. 

  Όσον αφορά στην μέθοδο της τέμνουσας, επισημαίνουμε ότι, επειδή δεν είναι δυνατή 

η συγκρότηση κάποιας αντίστοιχης απεικόνισης  F  (ή 
~F ) της οποίας το σταθερό σημείο είναι η 

ρίζα της  f  και, κατά συνέπεια, αφού είναι αδύνατη η εφαρμογή του Θεωρήματος ΙΙΙ.1.2 (ή του 

Θεωρήματος ΙΙΙ.1.2.(ii).1), θα πρέπει να επιχειρήσουμε την δοκιμαστική εφαρμογή της μεθόδου 
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στο  διάστημα  ( )[ ]1,21 ,  επιλέγοντας  τυχαία  μέσα  σ’  αυτό  τα  αρχικά  σημεία  0z   και  1z   της 

επαναληπτικής ακολουθίας: 

)
)()(

)()(
(

1

11
1 N∈

−
−

=
−

−−
+ v

zfzf
zfzzfz

z
vv

vvvv
v : . 

  Ενδεικτικά, λαμβάνοντας 
2
1

0 =z  και  11 =z , θα έχουμε διαδοχικά: 

5712673.02 =z  

5668420.03 =z  

5671426.04 =z  

5671421.05 =z  

5671310.06 =z  

5671419.07 =z  

5671416.08 =z  

5671440.09 =z  

  Επικαλούμενοι σαν κριτήριο διακοπής των επαναλήψεων πάλι την συνθήκη: 

δzz vv ≤−+1 , με  v M≥ , 

για  κάποια  ανεκτικότητα  δ  που  επιθυμούμε  για  την  ακρίβεια  της  προσέγγισης  της  ρίζας  ξ , 

μπορούμε να ισχυριστούμε ότι κατά την όγδοη επανάληψη παίρνουμε μία καλή προσέγγιση της 

ρίζας με ακρίβεια μέχρι και το  o5  δεκαδικό ψηφίο.  

  Είναι φανερό ότι η  ταχύτερη και αποτελεσματικότερη από  τις  τρεις μεθόδους  είναι  η 

μέθοδος Newton. Εξ άλλου, η αργή σύγκλιση των άλλων δύο μεθόδων ήταν αναμενόμενη, μετά 

από τα θεωρητικά αποτελέσματα του 3ου Κεφαλαίου.  Εάν, ωστόσο,  κανείς  επιμείνει σ’ αυτές, 
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θέλοντας να βελτιώσει την ταχύτητα της ακρίβειάς τους εφαρμόζοντας τον αλγόριθμο  2Δ  του 

Aitken ή τον αλγόριθμο του Steffensen, τότε θα πρέπει να είναι επιφυλακτικός, γιατί αφ’ ενός η 

δομή  της  μεθόδου  της  εσφαλμένης  θέσης  είναι  τέτοια που δεν  μπορεί  να  διασκευαστεί  από 

κάποιον από τους παραπάνω αλγορίθμους, και γιατί αφ’ ετέρου η επαναληπτική ακολουθία της 

μεθόδου  που  ορίζεται  από  την  απεικόνιση  F  δεν  ανταποκρίνεται  στις  ικανές  συνθήκες  του 

Θεωρήματος ΙΙΙ.1.2.(iii).1, με συνέπεια ο αλγόριθμος  2Δ  του Aitken να μην μπορεί να επιταχύνει 

την σύγκλιση  της ακολουθίας αυτής.  (Πράγματι, παρατηρήστε  τις αρχικές  τιμές  των όρων  της 

ακολουθίας: 

)
)(

2
( 2

2

12

2
11 N∈

Δ
Δ

−=
+−

−
=

++

++ v
x

x
x

xxx
xxx

y
v

v
v

vvv

vvv
v : , 

που διατυπώνει το σχήμα της μεθόδου  2Δ  του Aitken για τον μετασχηματισμό της ακολουθίας 

))(( 1 N∈=+ vxFx vv : : 

385015.00 =y  

34772.01 =y  

3692788.02 =y  

3577322.03 =y  

........................... 

3619589.010 =y  

........................... 

3617647.015 =y ) 

  Θα πρέπει,  επομένως,  κανείς να περιοριστεί μόνον στην εξέταση της επιτάχυνσης  της 

σύγκλισης της ακολουθίας  ))(( 1 N∈=+ vxFx vv :  με τον αλγόριθμο του Steffensen. Ενδεικτικά, 

παραθέτουμε τα αρχικά αποτελέσματα της εφαρμογής του αλγορίθμου: 

567624.0
2

)(
0

0

0
0 2

0 =
+−
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−
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0
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xee
eex
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κ. λ. π. ■  
 

V.1.6. ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 
Δίνεται το ακόλουθο σύστημα γραμμικών εξισώσεων: 

1.2
02
1    2

32

31

21

=+−
=+−
=−

xx
xx

xx
 

(α). Να δειχθεί ότι η χαλαρωτική μέθοδος  Jacobi συγκλίνει και να βρεθούν οι τρεις πρώτες 

επαναλήψεις, εάν ληφθεί σαν σημείο εκκίνησης της μεθόδου το  

( ) Tx )(1,0,10 = . 

(β). Να εκτελεσθεί η ίδια εργασία, όπως στο ερώτημα (α), για την χαλαρωτική μέθοδο Gauss‐

Seidel. 

(γ). Να εφαρμοστεί η υπερχαλαρωτική μέθοδος, καθώς και η επιταχυντική υπερχαλαρωτική 

μέθοδος, για την επίλυση του παραπάνω συστήματος 

(δ).  Εξετάστε  την  δυνατότητα  εφαρμογής  της  μεθόδου  προβολής  και  των  μεθόδων  της 

βαθύτερης καθόδου και της συζυγούς διαβάθμισης. 

Λύση.  Είναι  εύκολο  να  διαπιστωθεί  ότι  η  μαθηματική  λύση  του  συστήματος  είναι  το 

διάνυσμα: 
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3

1
1
1

R∈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=x . 

  Ας  δούμε,  τώρα,  πώς  οι  αριθμητικές  μέθοδοι,  που  ζητούνται,  μπορούν  να  δώσουν 

προσεγγίσεις  της μαθηματικής  λύσης.  Κατ’  αρχάς,  όπως αναφέρθηκε στην Παράγραφο  ΙΙΙ.4.4, 

στις χαλαρωτικές μεθόδους, ο πίνακας: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−
=

210
121

012
A  

του συστήματος του Παραδείγματος διασπάται σε δύο πίνακες, ως εξής: Εάν 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

200
020
002

D , 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=−

010
001
000

E  και 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
=−

000
100

010
F , 

 

τότε ο πίνακας  A  γράφεται υπό την μορφή: 

NMA −= , 

όπου οι πίνακες  M  και  N  έχουν προέλθει από συνένωση των τριών πινάκων  D , E  και  F . 

(α). Ιδιαιτέρως, στην μέθοδο Jacobi, οι πίνακες  M  και  N  ορίζονται από τις σχέσεις: 

DM =  και  FEN += , 

και η αντίστοιχη επαναληπτική ακολουθία, που σχηματίζεται, δίνεται από τον Τύπο: 

( ) ( ) ( ) ))((1+ Tvv xvDxFEDx 1,0,1 ,     )( 011 =∈++= −− Nβ , 

όπου  β  είναι το διάνυσμα του δεξιού μέρους του συστήματος του Παραδείγματος: 

3

1
0
1

R∈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=β . 
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  Σύμφωνα με  το Θεώρημα  ΙΙΙ.4.3.1,  μία  ικανή  και αναγκαία συνθήκη  για  την σύγκλιση 

της  επαναληπτικής  ακολουθίας  ( ) ( ) ( ) ( ) ,...),,,( 3210 xxxx   προς  την  μοναδική  λύση  x   του 

συστήματος είναι η φασματική ακτίνα του πίνακα: 

NMB ⋅= −1:  

να είναι μικρότερη του αριθμού 1. Καθώς: 

,

02
10

2
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οι ιδιοτιμές του  B  είναι οι αριθμοί: 

0 ,
2
2

−  και 
2
2
, 

και, συνεπώς, η φασματική ακτίνα ρ ( )B  του πίνακα  B  είναι: 

ρ ( )B
2
2

2
2,

2
2max =

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
−=  

μικρότερη του αριθμού ένα.  

  Άρα, η επαναληπτική ακολουθία της χαλαρωτικής μεθόδου Jacobi  ( ) ( ) ,,( 10 xx   ( ) ( )), 32 xx  

συγκλίνει  προς  την  λύση  x   του  συστήματος.  Προκειμένου  να  βρούμε  τις  αρχικές  τιμές  της 

επαναληπτικής διαδικασίας της μεθόδου Jacobi, γράφουμε αναλυτικά τον Τύπο της επαγωγικής 

αυτής ακολουθίας: 
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Έτσι, επαγωγικά και με δεδομένο ότι  10 ,1  και  === (0)
3

(0)
2

(0)
1 xxx , έχουμε ότι: 

• 5.0
2
1            1       5,0

2
1

  και  ===== (1)
3

(1)
2

(1)
1 xxx  

• 15.0
2
1                 1     και  ==== (2)

3
(2)
2

(2)
1 xxx  

• 75.0
4
3           1       75.0

4
3

  και  ===== (3)
3

(3)
2

(3)
1 xxx . 

 

 (β). Αντίστοιχα, στην μέθοδο Gauss‐Seidel, οι πίνακες  M  και  N  είναι: 

EDM −=  και  FN = , 

και η επαναληπτική ακολουθία, που τότε σχηματίζεται, δίνεται από τον Τύπο: 

( ) ( ) ( ) ))((1+ Tvv xvEDxFEDx 1,0,1 ,     )()( 011 =∈⋅−+⋅⋅−= −− Nβ . 

  Πάλι σύμφωνα με το Θεώρημα ΙΙΙ.4.3.1, καθώς οι ιδιοτιμές του πίνακα  B : 
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είναι οι αριθμοί: 

0 ,
2
1

−  και 
2
1
, 

η φασματική ακτίνα ρ ( )B  του πίνακα  B  είναι: 

ρ ( )B
2
1

2
1,

2
1max =

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−=  

μικρότερη του ένα, και, συνεπώς, η επαναληπτική ακολουθία της χαλαρωτικής μεθόδου Gauss‐

Seidel  ( ) ( ) ( )( ),...,, 210 xxx (x(0),  x(1),  x(2),...)  συγκλίνει  προς  την  μοναδική  λύση  ( )Tx 1,1,1=   του 

συστήματος.  Για  να  βρούμε  τις  τιμές  των  τριών  πρώτων  επαναλήψεων  της  μεθόδου Gauss‐

Seidel, γράφουμε αναλυτικά τον Τύπο της ακολουθίας: 
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⎞
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⎜
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+

+

+

2
1

8
1

4
1

2
1

4
1

8
10

2
1

4
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02
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1
0
1
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1
1

3

2

1
1

1
3

1
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1
1

v

v

v

v

v

v

v

v

v

x
x
x

ED
x
x
x

FED
x
x
x

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .
8
5

4
1

2
1

4
1

2
1

4
1

2
1

2
1

32
1

3

32
1

2

2
1

1

+⋅+⋅=

+⋅+⋅=⇔

+⋅=

+

+

+

vvv

vvv

vv

xxx

xxx

xx

 

 

Έτσι, διαδοχικά και με δεδομένο ότι  1=(0)
1x ,  0 =(0)

2x  και  1 =(0)
3x  έχουμε ότι: 

• 875.0
8
7       75.0

4
3           5.0

2
1

 και  ====== (1)
3

(1)
2

(1)
1 xxx  

• 9375.0
16
15875.0

8
7       875.0

8
7

       και ====== (2)
3

(2)
2

(2)
1 xxx  
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• 96875.0
32
31                  1   9375.0

16
15

  και  ===== (3)
3

(3)
2

(3)
1 xxx . 

 

 (γ). Όπως αναφέρθηκε στην Παράγραφο ΙΙΙ.4.8, στην μέθοδο υπερχαλάρωσης λαμβάνουμε: 

( )EDM ⋅−⋅= ω
ω
1

 και  ( )[ ]FDN ⋅+⋅−⋅= ωω
ω

11
, 

με  }{0−∈Cω . Τότε, ο πίνακας  B  είναι:  

])1[()( 11 FDEDNMB ⋅+⋅−⋅⋅−=⋅= −− ωωω  

και το επαναληπτικό διάνυσμα M  βρίσκεται από τον Τύπο:  

( ) ( ) ( ) ( ) ))(( Tv
GS

vv xvxxx 1,0,1 ,     )1( 011 =∈⋅+⋅−= ++ Nωω , 

όπου  1)( +v
GSx   είναι  το  επαναληπτικό  διάνυσμα  που  προκύπτει  από  την  εφαρμογή  της 

χαλαρωτικής  μεθόδου  Gauss‐Seidel,  κατά  την  ( )−+1v επανάληψή  της.  Επομένως,  για  το 

συγκεκριμένο σύστημα του Παραδείγματος, η μέθοδος υπερχαλάρωσης παράγει το ακόλουθο 

επαγωγικό σχήμα: 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+⋅+⋅

+⋅+⋅

+⋅

⋅+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅−=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

+

+

8
5

4
1

8
1

4
1

2
1

4
1

2
1

2
1

)1(

32

32

2

3

2

1

1
3

1
2

1
1

vv

vv

v

v

v

v

v

v

v

xx

xx

x

x
x
x

x
x
x

ωω  

Η βέλτιστη  optω τιμή του ω  δίνεται από τον Τύπο: 

−+= 1(1[2optω ρ ( )B2 2
1

) ] 

ή:  
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1716.1
22

4

2
111

2
≈

+
=

−+
=optω , 

ενώ: 

ρ 1716.01)( ≈−= optopt
ωωL .  

Λαμβάνοντας  1=(0)
1x ,  0=(0)

2x  και  1=(0)
3x  έχουμε διαδοχικά ότι:  

• 745166.3
)22(

321   3431457.2
22

8   ,1
2

και   =
+

+==
+

== (1)
3

(1)
2

(1)
1 xxx  

• 5296924.17710416.2   7868147.1        και   === (2)
3

(2)
2

(2)
1 xxx  

• 3236206.1     5257529.3   6517972.1 και      === (3)
3

(3)
2

(3)
1 xxx  

• 4091517.1     4959508.1   3677376.2 και      === (4)
3

(4)
2

(4)
1 xxx  

• 1222621.1     2998398.1   0558242.1 και      === (5)
3

(5)
2

(5)
1 xxx  

• 058742.1     1079917.1   1660667.1 και      === (6)
3

(6)
2

(6)
1 xxx  

• 0229408.1     0475105.1   0347645.1 και      === (7)
3

(7)
2

(7)
1 xxx  

• 0097406.1     0192017.1   0218661.1 και      === (8)
3

(8)
2

(8)
1 xxx . 

 

  Τα  παραπάνω  αριθμητικά  αποτελέσματα  φανερώνουν  την  εξασφαλισμένη 

ασυμπτωτική επιτυχία της υπερχαλαρωτικής μεθόδου. Είναι, όμως, σαφές ότι η επιτυχία αυτή 

έρχεται  με  κάπως  αργό  ρυθμό.  Γιαυτό  θα  ήταν  δόκιμη  κάθε  απόπειρα  επιταχυντικής 

παρέμβασης  στην  διάρθρωση  της  μεθόδου.  Θα  επιχειρήσουμε  μία  τέτοια  προσπάθεια, 

εφαρμόζοντας  τώρα  την  επιταχυντική  μέθοδο  υπερχαλάρωσης.  Σύμφωνα  με  όσα  εκτέθηκαν 

στην Παράγραφο  ΙΙΙ4.10,  τα  διανύσματα  της  επαναληπτικής  ακολουθίας  της  μεθόδου  αυτής 

ορίζεται από τον Τύπο: 
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( ) ( ) βωτωτ ⋅⋅⋅⋅−⋅+⋅= −− 11
, )(~ DEDxx vv I1+ L , 

όπου: 

ADED ⋅⋅⋅⋅−⋅−= −− 11
, )(~ ωτωτ IIL . 

  Επειδή το σύστημα του Παραδείγματος είναι: 

,

02
10

002
1

000
1

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=⋅− ED  

ω,τ
~L ,

8
1

88

4
1

4

0
2

1

222

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−

−−

−

=

ωτωτωτ

ωτωτ

ττ

 

και 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=⋅⋅⋅⋅−⋅ −−

4

2

2
)(

2

11

ωτ

ωτ

τ

βωτ DEDI , 

η επιταχυντική μέθοδος υπερχαλάρωσης παράγει το εξής επαγωγικό σχήμα: 

( )
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1
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vvv
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xxx
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x
x
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  Δεν  θα  δώσουμε  αριθμητικές  εφαρμογές  του  παραπάνω  σχήματος,  γιατί  δεν  είναι 
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γνωστό το θεωρητικό υπόβαθρο που θα μπορούσε να  τις  κατευθύνει  προς ένα συγκεκριμένο 

αποτέλεσμα. Παρ’ όλ’ αυτά, επειδή ο πίνακας  B~  της μεθόδου: 

( ) =+⋅= − FEDB 1~

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

02
10

2
102

1
02

10

 

έχει  ιδιοτιμές  τους  αριθμούς  0 ,
2
2

±   και  λαμβάνοντας  καταχρηστικά  υπ’  όψη  το Θεώρημα 

ΙΙΙ.4.10.22, μπορούμε να αποπειραθούμε κάποιες δοκιμές, έχοντας επιλέξει: 

2)
2
2(11

2

±−+

=ω και  3
123 )(2)(3)(3)(

)(
h

xfxfxfxf
xf iiii

i
++−

≈′′′ +++ , 

δηλαδή έχοντας επιλέξει  1715728.1=ω  και  4142135.1=τ .  Τότε,  το παραπάνω επαγωγικό 

σχήμα γράφεται υπό την μορφή: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

++−
+−+−

++−
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⎟
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⎠
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⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
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+

4852812.07573593.02426406.0
828427.04142135.04142135.0

7071067.07071067.04142135.0

)(
3

)(
1

)(
3

)(
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)(
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)(
1
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(

3

1)(
2

1)(
1

vv

vvv

vv

v

v

xx
xxx

xx

x

x
x

, 

από την οποία διαδοχικά και ενδεικτικά αποκομίζουμε (για  10 ,1  και  === (0)
3

(0)
2

(0)
1 xxx ): 

• 9999993.0     828427.0  2928932.0   και     === (1)
3

(1)
2

(1)
1 xxx  

• 1715727.11213202.1   1715726.1         και  === (2)
3

(2)
2

(2)
1 xxx  

• 9361075.0   0624459.1   0147186.1   και     === (3)
3

(3)
2

(3)
1 xxx  

• 948039.0     0828144.1   0380592.1 και      === (4)
3

(4)
2

(4)
1 xxx  

• 951412.0     0885727.1   0427939.1 και      === (5)
3

(5)
2

(5)
1 xxx  
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• 9528178.0     0909727.1   0449044.1 και      === (6)
3

(6)
2

(6)
1 xxx  

• 9533704.0     0919162.1   0457273.1 και      === (7)
3

(7)
2

(7)
1 xxx . 

 

 (δ).  Θα  εξετάσουμε  τώρα  την  δυνατότητα  εφαρμογής  της  μεθόδου  προβολής  και  των 

μεθόδων  της  βαθύτερης  καθόδου  και  της  συζυγούς  διαβάθμισης  στο  σύστημα  του 

Παραδείγματος. 

  Κατ’  αρχάς,  παρατηρούμε  ότι  ο  πίνακας  A   του  συστήματος  είναι  προφανώς 

συμμετρικός, αντιστρέψιμος (,γιατί: 

08)det( ≠=A ) 

και, επί πλέον, είναι θετικά ορισμένος (, αφού, για κάθε  {0})( 321 −∈= 3Tw,w,ww R  ισχύει: 

)0)()( 2
3

2
32

2
1

2
21 >+−++−=⋅⋅ wwwwwwwAwT . 

  Άρα,  υπάρχει  δυνατότητα  εφαρμογής  της  μεθόδου  προβολής  για  το  σύστημα  του 

Παραδείγματος, σύμφωνα με τις προδιαγραφές της Παραγράφου ΙΙΙ.5.2. Όπως είναι γνωστό, η 

επαναληπτική ακολουθία της μεθόδου αυτής θεμελιώνεται συνοπτικά από τον ακόλουθο Τύπο: 

( ) ( ) uxx v
vv ⋅+= μ1+ , 

με u : τυχαίο διάνυσμα του  }0{−3R και με:  

( )

uAu
ru

T

vT

v ⋅⋅
⋅

−=:μ  και με  ( ) ( ) )(: N∈+⋅= vxAr vv      β . 

  Μπορούμε  εύκολα  να  δούμε  ότι,  λόγω  της  τυχαίας  επιλογής  του  διανύσματος  u ,  η 

σύγκλιση  της  παραπάνω  ακολουθίας  είναι  γενικά  αργή,  και,  γιαυτό,  θα  αποφύγουμε  την 

παρουσίαση  αριθμητικών  αποτελεσμάτων.  Αντίθετα,  καθώς  ειδικότερα  οι  μέθοδοι  της 

βαθύτερης καθόδου και της συζυγούς διαβάθμισης μπορούν επίσης (για τους ίδιους λόγους με 

παραπάνω) να εφαρμοσθούν στο σύστημα του Παραδείγματος, θα προτιμήσουμε την διάθεση 

αριθμητικών αποτελεσμάτων που προέρχονται από τις δύο αυτές μεθόδους.  Στην μέθοδο της 
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βαθύτερης καθόδου, το αντίστοιχο σχήμα προσδιορίζεται σύμφωνα με τον Τύπο: 

)()(1)( v
v

vv rxx ⋅+=+ μ , 

όπου: 

( ) ( ) β+⋅= vv xAr :  και 

( )

( )[ ] ( )vv

v

v
rAr

r

⋅⋅
−= 2

2

:μ )( N∈v  . 

  Έχοντας επιλέξει  ( ) Tx )(1,0,10 = , βρίσκουμε διαδοχικά: 

( ) ,
1
2

1

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=0r   3.00 −=μ  και  ( )
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⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

7.0
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7.0

1x  

( ) ,
9.0
1.0
2.0

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

=1r   573333.01 −=μ  και  ( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

216.1
657333.0
814666.0

2x  

( ) ,
7746666.0

716.0
028.0

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

=2r   3378152.02 −=μ  και  ( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

0.9543058
0.8992089
0.8241254

3x  

( ) ,
0094027.0
0199866.0
2509581.0

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

=3r   5411648.03 −=μ  και  ( )

⎟
⎟
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⎠
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⎜
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⎛
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9492173.0
9100249.0
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4x  

( ) ,
0115903.0
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0098451.0

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
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⎜

⎝

⎛
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⎛
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9551747.0
9558239.0
9548745.0

5x  

( ) ,
0454745.0

0015986.0
0460749.0

⎟
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⎠

⎞

⎜
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⎟
⎟
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⎠

⎞
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9771448.0
9550515.0
9771347.0

6x . 
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  Στην  μέθοδο  της  συζυγούς  διαβάθμισης,  η  επαναληπτική  ακολουθία  προσδιορίζεται 

από τον ακόλουθο Τύπο: 

( ) ( ) ( )v
v

vv uxx ⋅+= μ1+  

με: 

( ) ( )

( ) ( )vTv

vTv

v uAu
ru
⋅⋅

⋅
−=

][
][:μ ,  ( ) ( )

( )

( )
( )1

1: −
− ⋅+−= v

v

v
vv u

r

r
ru 2

2

][
 και  ( ) β+⋅= xAr v . 

  Σύμφωνα με το Θεώρημα ΙΙΙ.5.5.2 (Stiefel), εάν λάβουμε  ( ) ( )00 ru = , τότε η μέθοδος της 

συζυγούς διαβάθμισης συγκλίνει μετά από το πολύ  τρεις  επαναλήψεις.  Επί  του προκειμένου, 

για  ( ) ( )Tx 1,0,10 =  έχουμε: 

• ( ) ,1,0,10 Tr )(=   5.00 −=μ  (παίρνοντας  ( ) ( )00 ru = ) και  ( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

5.0
0
5.0

1x  

• ( ) ,0  1,  0,1 Tr )(=   ( ) ,0,5  1,  0,5,2 Tu )( −=   2.01 −=μ  και  ( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=
1.5
0.2

1.5
2x  

• ( ) ,2,2  3,4, 2,2,2 Tr )( −=   ( ) ,8,42  17,84,  8,42,2 Tu )( −=   064239.02 −=μ  και  

( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

9591158.0
3460059.1
9591158.0

3x

  Βλέπουμε  ότι  παρά  την  θεωρητική  διαβεβαίωση  του  ωραίου Θεωρήματος  Stiefel,  τα 

αναγκαστικά  σφάλματα  στρογγύλευσης  εμποδίζουν  την  αναμενόμενη  ακρίβεια  της 

προσεγγιστικής λύσης (Παρατήρηση ΙΙΙ.5.5.3). ■  
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V.1.7. ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 
Εστω η συνάρτηση: 

)(     
1

)cos()(
1

2 R∈
+

= ∫ xdt
t

txxf
0

 

  Εφαρμόζοντας  την  σύνθετη  μέθοδο  τραπεζίων,  με  βήμα  1.0 ,  να  υπολογίσετε  τις 

τιμές  

( )2f  και  ( )4f . 

(Προς  τούτο,  δημιουργείστε  έναν  πίνακα  χρήσιμων  τιμών  και  διατηρείστε  μόνον  4  

δεκαδικά ψηφία στα τελικά αποτελέσματα.)  

  Στην  συνέχεια,  να  υπολογίσετε,  με  ακρίβεια  2   δεκαδικών  ψηφίων  και 

χρησιμοποιώντας  το ανάπτυγμα σε δυναμοσειρά  της  f ,  την  τιμή  ( )1f .  Τέλος,  να δώσετε 

την συμπεριφορά της γραφικής αναπαράστασης της  f , προσδιορίζοντας τον ασυμπτωτικό 

χαρακτήρα της. 

Λύση.  Θέτουμε: 

( ) )( 2
2 ,     

1
)cos() R∈

+
= tx

t
tx(x,τφ . 

  Η εφαρμογή του σύνθετου τύπου τραπεζίων, με βήμα  1.0 , στην περίπτωση της φ  και 

όταν  ][ 1,0∈t , δίνει: 

)]
10

1()
10

,(
20
1)( 9 +

+≈ ∑ =

ix,ixxf
i

φ[φ
0

. 

  Έτσι, για  2=x , έχουμε:  

i   0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10 



ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

ΤΟΜΟΣ ΙΙΙ 
Ν.ΔΑΡΑΣ 

 

42  ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  

 

)
10

,2( iφ   1  0,970363  0,885636  0,757189 0,600609 0,432242 0,26439 0,114072 ‐0,017805  ‐0,12526  ‐0,208073

απ’ όπου έπεται ότι: 

4279.0)2( ≈f , 

ενώ, για  4=x , έχουμε: 

i   0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10 

)
10

,4( iφ   1  0,911942  0,669910  0,332438 ‐0,025172 ‐0,332917 ‐0,542201 ‐0,632364 ‐0,608716 ‐0,495447  ‐0,32822

απ’ όπου έπεται ότι: 
03859.0)4( ≈f . 

  Χρησιμοποιώντας το ανάπτυγμα σε δυναμοσειρά της  f , βρίσκουμε ότι: 

∑∞

=
−=

0
)1(1

p p
p b)f( , με  dt

t
t

p
b

p

p ∫ +
=

1

0 2

2

1)!2(
1

. 

Επειδή η σειρά που αναπαριστάνει  την  τιμή  ( )1f  είναι  εναλλασσόμενη,  βλέπουμε πως,  για 

κάθε  N∈k , ισχύει ότι: 

∑∑ =

+

=
−≤≤−

k

p p
pk

p p
p bfb 2

0

12

0
)1()1()1(   

και  

⋅
++

=
+

≤
+

==−−− ∫ ∫∑∑ +
+

+
+

== )!24()24(
1

)!24(
1

1
)1()1(

1 1 14
2

14

1 kk
dtt

k
dt

t
tbbb k

k

k
k

p p
pk

p p
p

0 02
12

0

2

0

  Προκειμένου  να  εξασφαλίσουμε  ακρίβεια  μέχρι  και  δύο  δεκαδικών  ψηφίων  στον 

υπολογισμό της προσεγγιστικής τιμής του αριθμού  ( )1f , αρκεί να επιλέξουμε το  k  έτσι που 

να ικανοποιείται η ανισότητα: 

(4.k+2).(4.k+2)! ( ) ( ) 310
5
1!2424 ≥++ kk . 

  Προφανώς, η επιλογή  1=k  είναι αρμόζουσα, γι’ αυτό: 

∑∑ ==
−≤≤−

2

0

3

0 p p
p

p p
p bfb )1()1()1( . 
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Αλλά:  

( ) ( )
∫∫∫∫ +

−
+

+
=

+
−+

=
+

=+
++

+

1

0 2

21

0 2

221

0 2

22221

0 2

22

1 11
1

11
!22 td

t
ttd

t
tttd

t
ttttd

t
tbp

pppppp

p , 

 
δηλαδή: 

12
1)!()!()!22(

1

0

2

+
+−=+−=+ ∫+ p

bpdttbpbp p
p

pp 1 . 

και 

41
1

0 2

π
=

+
= ∫ t

dtb0 . 

Επομένως: 

)
4

1
3
1

5
1(

!6
1)

4
1

3
1(

!4
1 ),

4
1(

2
1 ,

4 31 και 
ππππ

−+−=+−=−== bbbb 20 , 

και άρα: 
( ) 68305.016829315.0 << f , 

απ’ όπου έπεται ότι: 
683.0)1( ≈f  

κατά προσέγγιση δύο δεκαδικών ψηφίων.  

  Κατά τον ίδιο τρόπο, κανείς μπορεί να βρει τις ακόλουθες τιμές, κατά προσέγγιση δύο 

δεκαδικών ψηφίων, για την  f :  

x  0  0,5  1  1,5  2  2,5  3  3,5 4 4,5 5 5,5 6 6,5 7 7,5 8 8,5  9  9,5  10

f(x)  4
π

  0,76  0,68  0,57  0,43  0,28  0,15  0,04 ‐0,04 ‐0,08 ‐0,09 ‐0,07 ‐0,03 7.103 0,04 0,06 0,062 0,05  0,03  1,7.103  ‐2,2.103

και να κατασκευάσει την ακόλουθη γραφική αναπαράσταση της  f : 
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π/4

0,7

0,6

0,5

0,4

0,3

0,2

0,1
                                                                         4                    6

                                      1            2            3                5                        7             8            9

■  
 

V.1.8. ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 
Επιλέγοντας την ακολουθία βημάτων: 

0h , 
21
0h

h = , 
22
1h

h = ,... 

να  δώσετε  τον  αυθεντικό  αλγόριθμο  Romberg.  Στην  συνέχεια,  να  εφαρμόσετε  αυτόν  τον 

αλγόριθμο, προκειμένου να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: 

∫
3

1 x
dx

. 

Λύση. Ο αυθεντικός αλγόριθμος Romberg (, που συνιστά μία ειδική περίπτωση μίας γενικής 

μεθόδου, η οποία είναι γνωστή με το όνομα μέθοδος προέκτασης του Richardson) δίνεται ως 

εξής: 
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Βήμα 1ο: Εάν  ∫=
β

a
dxxfI )( είναι το προς υπολογισμό ολοκλήρωμα, θέτουμε: 

( ) ∑ −

=
+++==

12

120 :
n

n i n
nn hiaffaf

h
RT )](2)()([

2
β , για κάθε  ,...2,1,0=n  

Βήμα 2ο: Κατασκευάζουμε τα στοιχεία  ( )n
kT  με την βοήθεια του Τύπου: 

( )
( ) ( )

14
4

1

11

−
−

= +

++

+ k

n
k

n
k

k
n

k
TT

T :1 , 

για κάθε  0≥n  και για κάθε  nk ,...,2,1,0= . 

(Παρατηρήστε ότι, κατόπιν απλής αντικατάστασης των διαφόρων τιμών, επαληθεύεται ότι: 

)(
2
1

11 −− += nnn MRR
222

,    ,...3,2,1=n  

όπου: 

))()((
20 ββ fafaR +
−

=
2

 

και  

∑
−

− = −− −+=
1

1

2

1 112

n

n i nn h)(iafhM )
2
1( . 

  Το  12 −nM δίνει το γινόμενο του  1−nh  επί το άθροισμα των τιμών της συνάρτησης στα 

νέα σημεία, δηλαδή στα σημεία της διαμέρισης που χρησιμοποιούμε για τον υπολογισμό του 

nR2
,  τα  οποία  όμως  δεν  ανήκουν  στα  σημεία  της  διαμέρισης  που  χρησιμοποιούμε  για  τον 

υπολογισμό του  1−nR
2

.)  

  Τις τιμές  ( )n
kT  μπορούμε να τοποθετήσουμε σ’ ένα τριγωνικό πίνακα, σύμφωνα με την 

ακόλουθη διάταξη: 
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         k 

n 
0  1  2  3  4  5  . . .  

0  ( )0
0T              

1  ( )1
0T   ( )1

1T            

2  ( )2
0T   ( )2

1T   ( )2
2T          

3  ( )3
0T   ( )3

1T   ( )3
2T   ( )3

3T        

4  ( )4
0T   ( )4

1T   ( )4
2T   ( )4

3T   ( )4
4T      

5  ( )5
0T   ( )5

1T   ( )5
2T   ( )5

3T   ( )5
4T   ( )5

5T    

M   M   M   M   M   M   M   M  

 

  Ιδιαίτερα, για την περίπτωση του υπολογισμού του ολοκληρώματος: 

∫
3

1 x
dx

 (όπου 
x

xf 1)( = ,  1=a  και  3=β ),  

η κατασκευή του παραπάνω πίνακα επιτυγχάνεται ως εξής: 

  Για την πρώτη στήλη: 

( )
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2
2)

2
()()

2
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0 ≈≈+= MTT  

( ) ,066667.1
5
2

3
2)

4
)(3()

4
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≈+=
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+
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=

aafaafaM βββ
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( ) ( ) 103211.1)(
2
1 2

0 ≈+= 22
3
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  Για την δεύτερη στήλη: 

( )
( ) ( )

,111111.1
3

41
1 ≈

−
=

0
0

1
0 TT

T  

( )
( ) ( )

,100000.1
3
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TT
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2
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3
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1
TT
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  Για την τρίτη στήλη: 

( )
( ) ( )

,099259.1
15

16 1
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2 ≈
−

=
TTT

2
1  

( )
( ) ( )

,098641.1
15

16 2
1

3
1 ≈

−
=

TTT 3
2  

  Για την τέταρτη στήλη: 

( )
( ) ( )

.098631.1
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≈

−
=

2
2

3
23

3
TTT  
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  Έτσι, διαμορφώνεται ο εξής πίνακας της μεθόδου Romberg: 

 

            k 

n 

0  1  2  3 

0  1.333333       

1  1.166667  1.111111     

2  1.116667  1.100000  1.099259   

3  1.103211  1.098726  1.098641  1.098631 

 

  Άρα, εάν θεωρήσουμε σαν προσεγγιστική τιμή του ολοκληρώματος: 

∫
3

1 x
dx

. 

την τιμή  ( )3
3T , τότε θα έχουμε: 

098631.1
3

≈∫1 x
dx

, 

που πρόκειται για μία αρκετά ικανοποιητική προσέγγιση, δεδομένου ότι η αληθής τιμή του, εν 

προκειμένω, ολοκληρώματος είναι: 

0986123.13
3

≈=∫ n
x

dx
l

1
.■  
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V.1.9. ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 
Να βρεθούν προσεγγιστικές τιμές του ολοκληρώματος 

279)0.74682413(  
1 2

=∫ − dxe x

0
, 

(α). με την σύνθετη μέθοδο τραπεζίων, με ακρίβεια 5  δεκαδικών ψηφίων, 

(β). με την σύνθετη μέθοδο Simpson, με ακρίβεια 5  δεκαδικών ψηφίων, 

(γ). με την μέθοδο Romberg, με ακρίβεια 6  δεκαδικών ψηφίων και 

(δ). με την μέθοδο Gauss. 

Λύση.  (α).  Υπενθυμίζουμε  ότι  ο  μαθηματικός  τύπος  της  σύνθετης  μεθόδου  τραπεζίων,  για 

έναν ομοιόμορφο διαμερισμό του διαστήματος ολοκλήρωσης  [ ]β,a  μίας συνάρτησης  ( )xf  με 

( )1+m  κόμβους, δίνεται από την έκφραση: 

)(]
2

)())1((...)(
2

)([)( fRfhmafhafafhdxxf
a

++−+++++=∫
ββ

, 

με: 

m
ah −

=
β

 και  )(
.12

)()( 2

2

2

3

ξβ
dx

fd
m
afR −

−= , για κάποιο  ][ βξ ,a∈ , 

και κάτω από την προϋπόθεση ότι η συνάρτηση  f  είναι δύο φορές συνεχώς διαφορίσιμη μέσα 

σε μία ανοικτή περιοχή του διαστήματος  [ ]β,a .  

  Στην παρούσα άσκηση, εάν θέσουμε  

2

)( xexf −= ,  0=a  και  1=β , 

μπορούμε να επιτύχουμε την ακόλουθη εκτίμηση για την τιμή του σφάλματος: 

22

)12(sup
12

2)12(2
12

1)(
12

1)( 2
102

2
22

x
x ex

m
e

m
f

m
fR −

≤≤
− −≤−=′′≤ ξξξ  
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     26
1           
m

≤ , γιατί  1)12(sup
22

10 =− −
≤≤

x
x ex . 

  Επομένως,  για να εξασφαλισθεί ακρίβεια προσέγγισης  5  δεκαδικών ψηφίων,  αρκεί ο 

αριθμός m να επιλεγεί έτσι ώστε: 

183105
6

1 6
2 >⇔×= − m

m
. 

  Με άλλα λόγια, ο σύνθετος τύπος τραπεζίων με περισσότερους από 184  ομοιόμορφα 

κατανεμημένα κομβικά σημεία δίνει, στην προκειμένη περίπτωση, το αποτέλεσμα με ακρίβεια 

τουλάχιστον πέντε δεκαδικών ψηφίων. Στην πραγματικότητα, αυτός ο  ισχυρισμός είναι μόνον 

ικανός  (και όχι αναγκαίος), αφού η ζητούμενη από την άσκηση ακρίβεια επιτυγχάνεται και με 

λιγότερα κομβικά σημεία. Ενδεικτικά, αναφέρουμε τα επόμενα αποτελέσματα: 

πλήθος κόμβων 

m+1  100  110  120  130  140  150  160  170 

Προσεγγιστική 

τιμή ολοκληρώ‐

ματος με την 

σύνθετη μέθοδο 

τραπεζίων 

0.74681771  0.74681908  0.74681973 0.74682051 0.74682111 0.74682111 0.74682194  0.74682254 

(β).  Οπως  είναι  γνωστό,  ο  μαθηματικός  τύπος  της  σύνθετης  μεθόδου  Simpson,  για  έναν 

ομοιόμορφο  διαμερισμό  του  διαστήματος  ολοκλήρωσης  [ ]β,a   μίας  συνάρτησης  ( )xf   με 

( )1+m  κομβικά σημεία (m =άρτιος), δίνεται από την έκφραση: 

)(
90

)]()(4)([
3

)( 1)2(

0 4

45
1)2(

0 j
m

j

m

j jjja dx
fdhyfyfyfhdxxf ξ

β

∑∑∫
−

=

−

= ++ −++= 22122 , 

όπου: 

m
ah −

=
β

, 
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β=<<<<<<<<= +− mjjj yyyyyyya ...... 12212210   είναι  τα  ( )1+m   κομβικά  σημεία 

της διαμέρισης  ][ 222 +∈ jjj yyξ , , και κάτω από την προϋπόθεση ότι η συνάρτηση  ( )xf  είναι 

τέσσερις φορές συνεχώς διαφορίσιμη μέσα σε μία ανοικτή περιοχή του διαστήματος  [ ]β,a . 

  Θέτοντας πάλι  

2

)( xexf −= ,  0=a  και  1=β , 

μπορούμε να οδηγηθούμε στην παρακάτω εκτίμηση του σφάλματος της προσέγγισης: 

∑∑ −

=
≤≤

−

=
≤−=

1)2(

0 4

4

10
5

1)2(

0 4

45

)(sup
90

1)(
90

)( m

j x

m

j j x
dx

fd
mdx

fdhfR ξ  

)3464(4sup
290

1 23
105 +−−≤ ≤≤ xxxm

m x  

)
2

71()
2

71()
2
1(8sup

180
1

104

+
−

−
−−≤ ≤≤ xxx

m x  

)
2

711()
2

711()
2
11(8

180
1

4

+
+

−
++≤

m
 

44 30
16

180
1

mm
=≤ . 

  Έτσι,  για  να  εξασφαλισθεί  ακρίβεια  5   δεκαδικών  ψηφίων,  αρκεί  ο  άρτιος  m   να 

επιλεγεί έτσι ώστε: 

10105
30

1 6
4 ≥⇔×< − m

m
. 

  Με άλλα  λόγια,  ο  σύνθετος  τύπος  Simpson,  με  περισσότερα από  11  κομβικά  σημεία 

ομοιόμορφης  διαμέρισης,  δίνει  αποτέλεσμα  με  ακρίβεια  πέντε  δεκαδικών  ψηφίων.  Στην 

πραγματικότητα , αυτός ο ισχυρισμός είναι μόνον ικανός (και όχι αναγκαίος), αφού η ζητούμενη 

από την άσκηση ακρίβεια επιτυγχάνεται και με λιγότερους κόμβους. Για του λόγου το αληθές, 
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παραθέτουμε τα επόμενα αποτελέσματα: 

 

πλήθος κόμβων 

m+1 
3  5  7  9  11  13  15 

προσεγγιστική 

τιμή ολοκληρώ‐

ματος με την 

σύνθετη 

μέθοδο 

Simpson 

0.74718046  0.74685544 0.74683034 0.74682611 0.74682492 0.74682456  0.74682438 

(γ). Όπως είναι γνωστό, η μέθοδος Romberg, για τον προσεγγιστικό υπολογισμό του ορισμένου 

ολοκληρώματος  μίας  πραγματικής  συνάρτησης  ( )xf   επί  ενός  κλειστού  διαστήματος  [ ]β,a , 

συνοψίζεται σε τρία βασικά στάδια: 

• Σ’  ένα πρώτο στάδιο,  επιλέγουμε αυθαίρετα μήκη  των διαστημάτων  των διαμερίσεων  του 

[ ]β,a : 

,...,...,,,, 3210 nhhhhh . 

• Σ’  ένα  δεύτερο  στάδιο,  για  κάθε  μήκος  nh   βρίσκουμε  την  αντίστοιχη  προσεγγιστική  τιμή 

( )nT0  του ζητούμενου ολοκληρώματος  

∫
β

a

dxxf )(  

χρησιμοποιώντας την σύνθετη μέθοδο τραπεζίων. 

• Στο τελευταίο στάδιο, συμπληρώνουμε τα στοιχεία: 

( )   n
kT ( )1>k  

μέσα στον πίνακα: 
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( )0
0T        

( )1
0T   ( )0

1T      

( )2
0T   ( )1

1T   ( )0
2T    

      ( )3
0T        ( )2

1T        ( )1
2T       ( )0

3T  

    M       M      M     M  

σύμφωνα με τον ακόλουθο Τύπο: 

( )
( ) ( )

22

22

nkn

n
kn

n
kknn

k hh
ThTh

T
−
−

=
+

−−+ 11: . 

  Στις  πρακτικές  εφαρμογές,  κατά  το  πρώτο  στάδιο,  το  μήκος  nh   συναρτάται  προς  το 

μήκος  0h , σύμφωνα με την σχέση  02 hh n
n

−=  και συνήθως λαμβάνουμε: 

10 =h  ή 
2
1

0 =h  ή 
3
1

0 =h  ή 
4
1

0 =h , 

οπότε, αντίστοιχα, θα είναι: 

n
nh −= 2  ή  12 −−= n

nh  ή   11 2)2( −+ += n
nh   ή  12 −−= n

nh . 

  Είναι  φανερό  πως  η  επιλογή  της  σχέσης  02 hh n
n

−=   επισύρει  και  κάποιες 

διευκολυντικές αλλαγές στην έκφραση του βασικού Τύπου του τελευταίου σταδίου, ο οποίος σε 

μία τέτοια περίπτωση απλοποιείται και διαμορφώνεται ως εξής: 

( )
( ) ( )

  
2

2
12

1
1

12

−

−
= +

−
+

−
+

k

n
k

n
k

k
n

k h
TT

T 1 ( )1>k . 

  Έτσι, εάν  10 =h , οι τέσσερις πρώτοι όροι της ακολουθίας  n
nh −= 2( N∈n: )  είναι οι 

ακόλουθοι: 

10 =h , 
2
1

0 =h , 
4
1

2 =h , 
8
1

3 =h , 
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και  για  κάθε  μήκος  nh   ( 3,2,1,0=n )  βρίσκουμε  την  αντίστοιχη  προσεγγιστική  τιμή  ( )nT0   του 

ζητούμενου ολοκληρώματος με την σύνθετη μέθοδο τραπεζίων, όπως ακολούθως: 

 
για  10 =h :  ( ) ,68393970.0)

2
)1()0((10

0 =
+

=
ff

h
T

0

 

 
για 

2
1

1 =h :  ( ) ,73137027.0))
2
1(

2
)1()0((1

=+
+

= fff
h

T
1

1
0  

 
για 

4
1

2 =h :  ( ) ,74298412.0))
4
3()

4
2()

4
1(

2
)1()0((1

=+++
+

= fffff
h

T
2

2
0  

 
για 

8
1

3 =h :  ( ) .74586564.0))
8
7(...)

8
2()

8
1(

2
)1()0((1

=++++
+

= fffff
h

T
3

3
0  

  Εφαρμόζοντας τώρα τον Τύπο  

( )
( ) ( )

2
2

12

112

−

−
= +

−
+

−
+

k

n
k

n
k

k
n

k h
TT

T 11
, 

διαδοχικά για  1=k ,  2=k  και  3=k , βρίσκουμε: 

( ) 74718046.00
1 =T  

( ) 74685544.01
1 =T  

( ) 7468217.02
1 =T  

( ) 74683380.00
2 =T  

( ) 74682420.01
2 =T  

( ) 74682403.00
3 =T . 

  Σχηματικά, η πεπερασμένη αυτή εφαρμογή της μεθόδου Romberg αναπαρίσταται στον 

ακόλουθο πίνακα: 



Ν. ΔΑΡΑΣ 
ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

ΤΟΜΟΣ ΙΙΙ 

 

ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  55 

 

    9214982.0  

    7451193.0   6863263.0  

    6324862.0   5949418.0   5888495.0  

    6322119.0   6321204.0   6345989.0   6353252.0  

  Το παράδειγμα αυτό δείχνει την συμπτωματικότητα της προηγούμενης ικανοποιητικής 

προσέγγισης  74682403.0 . Εν τούτοις, σε κάθε περίπτωση, η μέθοδος Romberg έχει αποδειχθεί 

πολύ ταχύτερη από τις σύνθετες μεθόδους τραπεζίων και Simpson. 

(δ). Εάν είναι γνωστός ο τύπος τετραγωνισμού Gauss σ’ ένα διάστημα, τότε εύκολα μπορούμε 

να προσδιορίσουμε τον τύπο Gauss με ίδιο πλήθος κομβικών σημείων σε ένα άλλο διάστημα, 

υπό την προϋπόθεση ότι η συνάρτηση  ( )xw  είναι ίση με 1 μέσα και στα δύο διαστήματα.  

  Πραγματικά, ας υποθέσουμε ότι: 

( ) )(
0 i

n

i
n

i xfA∑=
 

είναι ένας τύπος τετραγωνισμού Gauss στο διάστημα  [ ]1,1− . Εάν η συνάρτηση  f  ορίζεται και 

μέσα σε μία ανοικτή περιοχή του διαστήματος  [ ]β,a , τότε, με την αλλαγή μεταβλητής: 

a
axt

−
+−

=
β
β )(2

, 

έχουμε: 

dxaxafadxxf
a

)
22

(
2

)(
1

1

−
+

−−
= ∫∫ −

ββββ
. 

  Στην  προκειμένη  περίπτωση  γνωρίζουμε  τον  Τύπο  τετραγωνισμού  Gauss 

( ) )(
0 i

n

i
n

i xfA∑ =
 στο διάστημα  [ ]1,1− , αφού: 

( )

)()1(
)1(2

22

2

in

in
i xPn

x
A

+
−

=  για  ni ,...,1,0= , 
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όπου  ix   είναι  οι  ρίζες  του  πολυωνύμου  Legendre  ( )xPn 1+ .  Μπορούμε  εύκολα  να 

επαληθεύσουμε τις παρακάτω ενδεικτικές αλλά χρήσιμες πληροφορίες: 

 όταν  0=n , τότε  ( ) 10 =xP  και  ( ) 20
0 =A .

 

 όταν  1=n , τότε  ( ) xxP =1  και η μοναδική ρίζα του  ( )xP1  είναι η  

00 =x , 

ενώ  ( ) ( ) 11
1

1
0 == AA .

 

 όταν  2=n , τότε  ( ) ( )13
2
1 2

2 −= xxP  και οι δύο ρίζες του  ( )xP2  είναι οι 

3
1

0 −=x  και 
3

1
1 =x , 

ενώ  ( ) ( )

9
52

2
2

0 == AA  και  ( )

9
82

1 =A .
 

 όταν  3=n , τότε  ( ) ( )xxxP 35
2
1 3

3 −=  και οι τρεις ρίζες του  ( )xP3  είναι οι  

5
3

0 −=x ,  01 =x  και 
5
3

2 =x , 

ενώ  ( ) ( )

36
30

2
13

3
3

0 −== AA  και  ( ) ( )

36
30

2
13

2
3

1 +== AA . 

  Κατ’ αντιστοιχία, ο Τύπος τετραγωνισμού Gauss στο διάστημα  [ ]1,0  θα είναι: 

( ) )
2
1

2
(

2
1

+∑ =
in

i
n

i
x

fA
0

. 

  Παραθέτουμε τώρα μερικά αποτελέσματα που δίνουν οι τύποι αυτοί για  4,3,2,1,0=n : 
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n   ( ) )
2
1

2
(

2
1

+∑ =
in

i
n

i
x

fA
0

 

0   1 

1  77880079.0  

2   74659467.0  

3   74681461.0  

4   74682450.0  

  Παρατηρούμε ότι, λόγω της υψηλής τάξης ακρίβειας, των Τύπων τετραγωνισμού Gauss, 

τα  αποτελέσματα  είναι  εξαιρετικά  καλά,  ακόμα  και  όταν  το  πλήθος  των  κόμβων  είναι  πολύ 

μικρό. Για παράδειγμα, ο Τύπος  τετραγωνισμού Gauss με τέσσερις μόνον κόμβους δίνει, στην 

προκειμένη  περίπτωση,  καλύτερη  προσέγγιση  από  τον  σύνθετο  τύπο  τραπεζίων  με  170  

ομοιόμορφα  κατανεμημένους  κόμβους.  Επί  πλέον,  συγκριτικά  με  την  μέθοδο  Romberg,  τα 

κομβικά  σημεία  ενός  τύπου  τετραγωνισμού  Gauss  είναι  ορισμένα  κατά  μοναδικό  τρόπο,  σε 

αντίθεση  με  την  μέθοδο  Romberg,  όπου  η  επιλογή  του  συστήματος  των  ομοιόμορφων 

κατανομών των κομβικών σημείων είναι απολύτως ελεύθερη. ■  

 

V.1.10. ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 
  Έστω μία ομοιόμορφη διαμέριση, με βήμα ίσο με  h : 

β=<<<<<<<<<<<<<= ++++−−−− niiiiiiiii xxxxxxxxxxxxa ...... 4321123410  

του διαστήματος  [ ]β,a . Εάν η συνάρτηση: 
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[ ] R→β,: af  

είναι  τέσσερις  φορές  συνεχώς  διαφορίσιμη  μέσα  σε  μία  ανοιχτή  περιοχή  του  [ ]β,a ,  να 

δοθούν οι Tύποι των μέχρι και τάξης  4  αριθμητικών παραγώγων της  f  στο σημείο  ix : 

)( ixf ′ ,  )( ixf ′′ ,  )( ixf ′′′  και  ( ) )(4
ixf , 

χρησιμοποιώντας: 

(α). προς τα εμπρός διαφορές, 

(β). προς τα πίσω διαφορές και 

(γ). κεντρικές διαφορές. 

Λύση. (α). ΤΥΠΟΙ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗΣ ΜΕ ΠΡΟΣ ΤΑ ΕΜΠΡΟΣ ΔΙΑΦΟΡΕΣ: 

h
xfxfxf ii

i
)()()( 1 −

≈′ + , 

2
12 )()(2)(

)(
h

xfxfxf
xf iii

i
+−

≈′′ ++ , 

3
123 )(2)(3)(3)(

)(
h

xfxfxfxf
xf iiii

i
++−

≈′′′ +++ , 

4
1234)4( )()(4)(6)(4)(

)(
h

xfxfxfxfxf
xf iiiii

i
+−+−

≈ ++++ . 

(β). ΤΥΠΟΙ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗΣ ΜΕ ΠΡΟΣ ΤΑ ΕΜΠΡΟΣ ΔΙΑΦΟΡΕΣ: 

h
xfxfxf ii

i
)()()( 1−−

≈′ , 

( ) ( ) ( ) ( )
2

212
h

xfxfxf
xf iii

i
−− +−

≈′′ , 

3
321 )()(3)(3)(

)(
h

xfxfxfxf
xf iiii

i
−−− ++−

≈′′′ , 
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4
4321)4( )()(4)(6)(4)(

)(
h

xfxfxfxfxf
xf iiiii

i
−−−− +−+−

≈ . 

(γ). ΤΥΠΟΙ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗΣ ΜΕ ΠΡΟΣ ΤΑ ΕΜΠΡΟΣ ΔΙΑΦΟΡΕΣ: 

h
xfxf

xf ii
i 2

)()(
)( 11 −+ −
≈′ , 

( ) ( ) ( ) ( )
2

22

4
2

h
xfxfxf

xf iii
i

−+ +−
≈′′ , 

3
3113

8
)()(2)(2)(

)(
h

xfxfxfxf
xf iiii

i
−−++ −+−

≈′′′ , 

4
4224)4(

16
)()(4)(6)(4)(

)(
h

xfxfxfxfxf
xf iiiii

i
−−++ +−+−

≈ . 

  Στις δύο πρώτες περιπτώσεις, δηλαδή σ’ αυτές των προς τα εμπρός και προς τα πίσω 

διαφορών, το σφάλμα των τύπων της αριθμητικής παραγώγισης είναι πάντα της μορφής: 

( )hΟ  

(υπό την έννοια ότι υπάρχει μια θετική σταθερά  C , ανεξάρτητη από την επιλογή του βήματος 

h , τέτοια ώστε: 

( ) hC
h
h

∀<
Ο

). 

  Αντίθετα, στην περίπτωση των κεντρικών διαφορών, το σφάλμα της προσέγγισης της 

αληθινής τιμής της παραγώγου της  f  στο σημείο  2
ix  είναι της μορφής: 

( )2hΟ  

(υπό την έννοια ότι υπάρχει μία θετική σταθερά  K , ανεξάρτητη από την επιλογή του βήματος 

h , τέτοια ώστε: 

( ) hK
h
h

∀<
Ο

2

2

).■  
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V.1.11. ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 

  Να βρεθούν προσεγγιστικές τιμές της παραγώγου της συνάρτησης: 

1.20.250.50.150.1)( 234 +−−−−= xxxxxf  

στο σημείο  0,51 =x  χρησιμοποιώντας τις μεθόδους των προς τα εμπρός,  των προς τα πίσω 

και των κεντρικών διαφορών, λαμβάνοντας ομοιόμορφη διαμέριση του διαστήματος  [ ]1,0  με 

σταθερό βήμα  0.25=h .  

  Στην συνέχεια,  να βελτιωθεί η ακρίβεια των προσεγγίσεων αυτών εφαρμόζοντας  το 

σχήμα  Neville‐Aitken  στα  αποτελέσματα  δύο  ομοιόμορφων  διαμερίσεων  του  [ ]1,0   με 

αντίστοιχα βήματα  0.50 =h  και  0.251 =h . 

Λύση. Κατ’ αρχάς επισημαίνουμε ότι η ακριβής τιμή  )5,0(f ′  της παραγώγου της συνάρτησης 

f  στο σημείο  5.0  ισούται με  9125.0− . 

  Θεωρούμε  τώρα  την  παρακάτω  διαμέριση  του  διαστήματος  [ ]1,0   με  σταθερό  βήμα 

0,25=h : 

212 ++−− =<=<=<=<= iiiii xxxxx 175.05.025.00 1 . 

  Είναι εύκολο να επαληθευτούν οι ακόλουθοι ισχυρισμοί: 

0.2000.)(
0.6360)(
0.9250)(
1.1035)(
1.2000)(

2

1

1

2

=
=
=
=
=

+

+

−

−

i

i

i

i

i

xf
xf
xf
xf
xf

 

  Έτσι, χρησιμοποιώντας την μέθοδο των προς τα εμπρός διαφορών, βρίσκουμε: 

156.1
25.0

9250.06360.0)()(
)( −=

−
=

−
≈′ +

h
xfxf

xf ii
i

1 , 
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ενώ με την μέθοδο των προς τα πίσω διαφορών: 

714.0
25.0

1035.16360.0)()(
)( 2 −=

−
=

−
≈′ −

h
xfxf

xf ii
i

1  

και με την μέθοδο των κεντρικών διαφορών: 

935.0
5.0

1035.16360.0
2

)()(
)( 1 −=

−
=

−
≈′ −+

h
xfxf

xf ii
i

1 . 

  Προφανώς,  τα  σφάλματα  των  προσεγγίσεων  είναι  μεγάλα,  ειδικά  στις  δύο  πρώτες 

περιπτώσεις.  

  Στην προσπάθεια υπολογισμού προσεγγιστικών παραγώγων μεγαλύτερης ακρίβειας θα 

αναπτύξουμε τον παρακάτω αλγόριθμο που βασίζεται στο σχήμα Neville‐Aitken.  

  Προς τούτο, επιλέγουμε μία ακολουθία: 

0h ,  21
0hh = ,  2

1
2

hh = ,..., 

Βήμα  1ο:  Εάν  )(xf ′   είναι  η  προς  υπολογισμό  τιμή  της  παραγώγου  της  συνάρτησης  f   στο 

σημείο  x , θέτουμε: 

( )

n

nnn

h
hxfhxf

T
2

)()( −−+
=:0 , 

για κάθε  ,...2,1,0=n  

Βήμα 2ο: Κατασκευάζουμε τα στοιχεία  ( )n
kT  με την βοήθεια του Τύπου: 

( )
( ) ( )

14
4

1

11

−
−

= +

−+

+ k

n
k

n
k

k
n

k
TT

T :1 , 

για κάθε  1≥n  και για κάθε  1,...,2,1,0 −= nk . 

  Σύμφωνα μ’ αυτόν τον αλγόριθμο, η προέλευση και η αλληλεξάρτηση των στοιχείων  

( )n
kT  

αποδίδεται στον ακόλουθο παραστατικό πίνακα: 
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      k 

n 
0  1  2  3  4  5  . . .  

0  ( )0
0T              

1  ( )1
0T   ( )0

1T            

2  ( )2
0T   ( )1

1T   ( )0
2T          

3  ( )3
0T   ( )2

1T   ( )1
2T   ( )0

3T        

4  ( )4
0T   ( )3

1T   ( )2
2T   ( )1

3T   ( )0
4T      

5  ( )5
0T   ( )4

1T   ( )3
2T   ( )2

3T   ( )1
4T   ( )0

5T    

M   M M   M M M M   M  

  Στο συγκεκριμένο Παράδειγμα, θα περιοριστούμε στο πεπερασμένο σχήμα: 

            k 

n 
0  1 

0  ( )0
0T    

1  ( )1
0T   ( )0

1T  

με  0.50 =h  και  0.251 =h .Προφανώς: 

( ) 1
5.02

)5.0()5.0(
−=

×
−−+

= ii xfxf
T 0

0  και  ( ) 934375.0
25.02

)25.0()25.0(
−=

×
−−+

= ii xfxf
T 1

0 . 
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  Εφαρμόζοντας το δεύτερο βήμα του αλγορίθμου, συνάγουμε ότι: 

( ) 9125.0
14

)1()934375.0(4
−=

−
−−−×

=0
1T , 

και, κατά συνέπεια, ότι η προσέγγιση  ( )0
1T  είναι απόλυτα ακριβής. ■  

 

V.1.12. ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 
  Δίνεται το πρόβλημα αρχικών τιμών: 

  2xydd yx +=

1)0( −=y  

 

του οποίου η μοναδική λύση είναι η συνάρτηση  

22)( 2 −−−= xxexy x . 

  Εφαρμόζοντας την βελτιωμένη μέθοδο Euler, να βρεθούν προσεγγιστικές τιμές  ny  της 

λύσης  )(xy  στα σημεία  

nx =
10
n

  ( )10,...,1,0=n . 
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Λύση. Θέτοντας  
=0y 1)0(y −=  και  1.0=h  , 

o επαγωγικός Τύπος της βελτιωμένης μεθόδου Euler (ή Heun) σχηματίζεται ως εξής:  
  10 −=y  

])1(0.01)0.01(0.10.01[0.03 222
1 nnynyyy nnnn +++++=+  

 
ή 

  10 −=y  

]0.010.020.021[2.10.05 2
1 ++++=+ nnyyy nnn  

για κάθε  9,...,2,1,0=n .  

  Στον πιο κάτω πίνακα, παρουσιάζουμε τις προσεγγιστικές τιμές  ny  της λύσης  )(xy  και 

τις αντίστοιχες τιμές  22)( 2 −−−= nn
x

n xxexy n  στα επίμαχα σημεία 
10
nxn =  ( 10,...,1,0=n ):

n   nx   ny   22)( 2 −−−= nn
x

n xxexy n  

0  0  −1.0000  −1.0000 

1  0.1  −1.1045  −1.1048 

2  0.2  −1.2179  −1.2186 

3  0.3  −1.3391  −1.3401 

4  0.4  −1.4668  −1.4682 

5  0.5  −1.5995  −1.6013 

6  0.6  −1.7357  −1.7379 

7  0.7  −1.8736  −1.8762 

8  0.8  −2.0114  −2.0145 

9  0.9  −2.1469  −2.1504 

10  1  −2.2778  −2.2817 

■ 
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V.1.13. ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 

Εστω  ( )xy  η μοναδική λύση του προβλήματος αρχικών τιμών: 

2)(1 xydxdy −+=  

2
1)0( =y  

  Να  χρησιμοποιηθεί  η  μέθοδος  Euler  προκειμένου  να  βρεθεί  προσέγγιση  της  τιμής 

( )1y . Στην συνέχεια, να βελτιωθεί το αποτέλεσμα με την μέθοδο Runge‐Kutta. 

Λύση. Θεωρούμε μία ομοιόμορφη διαμέριση του κλειστού διαστήματος  [ ]1,0 :  

1...0 1210 =<<<<<= − NN xxxxx , 

τέτοια ώστε  hxx nn =−+1  για κάθε  1,...,1,0 −= Nn .  

  Θέτοντας 
2
1)0( =y , η μέθοδος Euler περιγράφεται από το ακόλουθο σχήμα: 

].)(1[
.............................................
])(1[

2
1)(

2
1

2
001

00

11

0

−−− −++=

−++=

==

NNNN xyhyy

xyhyy

xyy

 

  Προφανώς  

N
h 1
=  

και ακόμη η αναζητούμενη προσέγγιση του αριθμού  ( )1y  είναι η τιμή  Ny , δηλαδή  

)1(yyN ≈ . 

  Έτσι, εάν, για παράδειγμα, επιλέξουμε  10=N , τότε θα είναι: 

1.0=h , 

και τα αποτελέσματα που θα προκύπτουν από το παρακάτω σχήμα θα δίνονται στον ακόλουθο 
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συγκεντρωτικό πίνακα: 

 

nx   ny   nx   ny  

  0      5.0              6.0   29810115.1  

   1.0      625.0              7.0   44683567.1  

   2.0      7525625.0             8.0    60261202.1  

   3.0      88309503.0              9.0   76703063.1  

   4.0      01709501.1              1  94220484.1  

   5.0      15517564.1      

  Με δεδομένο ότι η ακριβής λύση του προβλήματος είναι η συνάρτηση: 

x
xxy

−
−=

2
1)(  , 

το σφάλμα της προσέγγισης  10y   είναι ίσο περίπου με  06.0 , επειδή  21)( =y .  

  Εάν  είχαμε  επιλέξει  20=N   ή  40=N ,  τότε  θα  βρίσκαμε  1.9685233920 =y   ή 

1.983510940 =y  και οι προσεγγίσεις της τιμής  21)( =y  θα ήταν βελτιωμένες.  

  Στην συνέχεια,  θα επιδιώξουμε να βελτιώσουμε  τα προσεγγιστικά αποτελέσματα που 

αναφέρθηκαν, εφαρμόζοντας την μέθοδο Runge‐Kutta τέταρτης τάξης.  

  Θεωρώντας πάλι μία ομοιόμορφη διαμέριση του διαστήματος  [ ]1,0 :  

1...0 1210 =<<<<<= − NN xxxxx  

τέτοια ώστε  hxx nn =−+1  για κάθε  1,...,1,0 −= Nn , και θέτοντας  

2
1

0 =y , 

θυμίζουμε ότι η πλήρης έκφραση του κλασσικού μαθηματικού Τύπου της μεθόδου Runge‐Kutta 
τέταρτης τάξης  σχηματίζεται από τις εξής σχέσεις: 
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)22(
6 43211 uuuuhyy nn ++++=+ , 

όπου: 
2

1 )(1 nn xyu −+=  

21
2 ])

2
[]

2
([1 hx

u
hyu nn +−++=  

22
3 ])

2
[]

2
([1 hx

u
hyu nn +−++=  

2
34 ])[]([1 hxuhyu nn +−++= , για κάθε  1,...,1,0 −= Nn . 

  Ενδεικτικά, εάν επιλέξουμε  10=N , τότε θα είναι: 

1.0=h , 

και  τα  αποτελέσματα  που  θα  προκύπτουν  από  τις  εφαρμογές  του  παραπάνω  Τύπου 

συνοψίζονται στον επόμενο πίνακα: 

nx   ny   nx   ny  

  0     5.0               6.0   31428555.1  

   1.0      62631578.0               7.0   4692305.1  

   2.0      75555536.0              8.0   6333329.1  

   3.0      88823526.0               9.0   8090902.1  

   4.0      02499993.1              1  9999988.1  

   5.0      16666656.1      

  Με δεδομένο ότι η ακριβής λύση του προβλήματος είναι η συνάρτηση: 

x
xxy

−
−=

2
1)( , 

και συνεπώς  21)( =y ,  το σφάλμα της προσέγγισης  10y  είναι  ίσο με  0000012.0 . Εάν είχαμε 

επιλέξει  20=N , τότε θα βρίσκαμε  1,9999999220 =y , ενώ εάν είχαμε επιλέξει  40=N , τότε 
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θα πετυχαίναμε απόλυτη ακρίβεια προσέγγισης, γιατί  240 =y . ■  

 

V.1.14. ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 
  Στο Παράδειγμα αυτό, θα συζητήσουμε ένα πρακτικό πρόβλημα που εγείρεται κατά τις 

απόπειρες επίλυσης διαφορικών εξισώσεων σε έναν υπολογιστή.  

  Συγκεκριμένα,  πρόκειται  για  το  πρόβλημα  της  εκτίμησης  του  σφάλματος  που 

σχηματίζεται.  

  Δεν  είναι  δύσκολο  να  δείξουμε  ότι  όταν  το  μέγεθος  των  βημάτων  της  ομοιόμορφης 

διαμέρισης,  που  χρησιμοποιείται,  ισούται  με  h ,  τα  σφάλματα  προσέγγισης  που  προκύπτουν 

κατά την εφαρμογή της μεθόδου Euler ή της βελτιωμένης μεθόδου Euler ή της μεθόδου Runge‐

Kutta δεν υπερβαίνουν τις ποσότητες  

hc1 ή  2
2 hc ή  4

3 hc , 

αντίστοιχα, όπου  1c , 2c και  3c  είναι κάποιες θετικές σταθερές.  

  Εν τούτοις, η αδυναμία αυτή δεν πρέπει να θεωρείται καθοριστική για την αποτίμηση 

της  επιτυχίας  των  προσεγγίσεων,  καθώς  οι  παραπάνω  εκτιμήσεις  ισχύουν  μόνον  όταν  οι 

απόπειρες  προσεγγίσεων  επιχειρούνται  σε  κοντινή  απόσταση  από  το  σημείο  0x   της  αρχικής 

συνθήκης  00 )( yxy =  και συνήθως το ενδιαφέρον μας αφορά σημεία  nx    της διαμέρισης που 

απέχουν αρκετά από το σημείο  0x .  Ετσι,  δεν μπορούμε να γνωρίζουμε,  εκ  των προτέρων,  το 

μέγεθος  του  βήματος  h  που  πρέπει  να  επιλεγεί  προκειμένου  να  είμαστε  σίγουροι  ότι  η 

προσέγγισή μας θα είναι ικανοποιητική. 

  Ενας τρόπος για να υπερκερασθεί αυτό το εμπόδιο είναι ο επόμενος. Χρησιμοποιώντας 

μία από τις παραπάνω μεθόδους, επιλέγουμε ένα τυχαίο μέγεθος βήματος  h  και υπολογίζουμε 

τις αντίστοιχες προσεγγιστικές τιμές  
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Ny,...,y,y 10 . 

Ακολούθως, συνεχίζουμε τους υπολογισμούς επιλέγοντας μέγεθος βήματος  

2
h  

και συγκρίνουμε τα αποτελέσματα.  

  Εάν  οι  μεταβολές  είναι  μεγαλύτερες  από  αυτές  που  είμαστε  διατεθειμένοι  να 

δεχθούμε,  τότε είναι απαραίτητο να επαναλάβουμε την  ίδια μέθοδο λαμβάνοντας μία ακόμη 

πιο μεγάλη υποδιαίρεση  h .  

  Στην αντίθετη περίπτωση, έχουμε επιτύχει τον στόχο μας.  

  Για παράδειγμα, ας υποθέσουμε ότι πρέπει να επιλύσουμε το πρόβλημα αρχικών τιμών 

( )  ,0),,( 0yyyxFy ==′  

στο σημείο  1=x  με ακρίβεια τεσσάρων δεκαδικών ψηφίων.  

  Επιλέγουμε το μέγεθος βήματος  

100
1=h  

και  υπολογίζουμε  τις  τιμές  10010 y,...,y,y .  Ακολούθως,  επαναλαμβάνουμε  τους  ίδιους 

υπολογισμούς με νέο μέγεθος βήματος  

200
1=h  

και λαμβάνουμε νέες προσεγγιστικές τιμές  20010 z,...,z,z . Εάν οι τιμές  

100y  και  200z  

συμπίπτουν  μέχρι  και  το  ο4   μετά  την  υποδιαστολή  δεκαδικό ψηφίο  τότε αποδεχόμαστε  την 

τιμή  200z  σαν μία ικανοποιητική προσέγγιση της πραγματικής τιμής  )1(y .  

  Εάν  δεν  συμβαίνει  αυτή  η  σύμπτωση,  τότε  προχωρούμε  σε  νέα  επανάληψη  των 

υπολογισμών χρησιμοποιώντας την ίδια μέθοδο με μικρότερο μέγεθος βήματος  h : 
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400
1=h , κ.ο.κ. 

  Προκειμένου να γίνουμε πιο κατανοητοί, ας λύσουμε την παρακάτω άσκηση, η οποία, 

εκτός  των  άλλων,  φανερώνει  την  υπεροχή  της  μεθόδου  Runge‐Kutta  έναντι  των  άλλων 

συναφών μεθόδων: 

  Να βρεθεί η λύση του προβλήματος αρχικών τιμών: 

xy eeydx
dy ++= − )1(  

0)0( =y  

στο σημείο  1=x  με ακρίβεια τεσσάρων δεκαδικών ψηφίων.. 

Λύση. Εστω 

1...0 1210 =<<<<<= − NN xxxxx , 

μία ομοιόμορφη διαμέριση βήματος  

1)10(1 −=∀−= + N,..,,n  xxh nn  

του διαστήματος  [ ]1,0 .  

  Εφαρμόζοντας  τους μαθηματικούς Τύπους  των μεθόδων Euler, Heun  και Runge‐Kutta, 

για διαφορετικά  N , και κατά συνέπεια  h , βρίσκουμε τα ακόλουθα αποτελέσματα. 

(i). Με την μέθοδο Euler: 

N   h   ny  

10   1.0   76183168.2  

20   05.0   93832741.2  

40   025.0   03202759.3  

80   0125.0   08034440.3  

160   00625.0   10488352.3  
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320   003125.0   11725009.3  

640   0015625.0   12345786.3  

 

  Παρατηρούμε ότι ακόμη και για μέγεθος βήματος  h  τόσο μικρό όσο και ο αριθμός  

640
1 , 

δεν μπορούμε παρά να εγγυηθούμε την ακρίβεια το πολύ ενός δεκαδικού ψηφίου. 

 (ii). Με την βελτιωμένη μέθοδο Euler: 

N   h   ny  

10   1.0   11450908.3  

20   05.0   12560685.3  

40   025.0   12868243.3  

80   0125.0   12941247.3  

160   00625.0   1296399.3  

320   003125.0   12964943.3  

  Παρατηρούμε ότι οι δύο τιμές  160y  και  320y  συμπίπτουν μέχρι και  το τέταρτο από τα 

αριστερά δεκαδικό ψηφίο. Για τον λόγο αυτό, η προσέγγιση  3.12964943320 =y  της τιμής της 

τιμής  )1(y  μπορεί να γίνει αποδεκτή. 

(iii). Με την μέθοδο Runge‐Kutta: 

N   h   ny  

10   1.0   1296517.3  

20   05.0   12967998.3  

40   025.0   1296819.3  
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80   0125.0   12968203.3  

160   00625.0   12968204.3  

320   003125.0   12968204.3  

  Παρατηρούμε  ότι  η  προσέγγιση  του  )1(y ,  που  επιδιώκουμε  με  την  μέθοδο  Runge‐

Kutta,  είναι  ακριβής  μέχρι  και  το  τέταρτο από αριστερά δεκαδικό ψηφίο  έχοντας  επιλέξει  το 

μικρότερο  μέγεθος  βήματος  1.0=h   ( 10=N ),  και  ότι  εάν  το  μέγεθος  βήματος  μικρύνει 

φθάνοντας το μήκος  00625.0=h  ( 160=N ) η ακρίβεια της προσέγγισης φθάνει μέχρι και το 

όγδοο από αριστερά δεκαδικό ψηφίο.■  
 

V.1.15. ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 
Ενας τρόπος σχηματισμού της μεθόδου Euler προκύπτει κατόπιν αποκοπής της σειράς 

Taylor: 

...))(,]([
2

))(,()()(
2

+
∂
∂

+
∂
∂

++=+ nnnnnn xyx
y
FF

x
FhxyxFhxyxy 1  

μετά  τον  δεύτερο  όρο,  έτσι  ώστε  να  διαμορφώνεται  ο  ακόλουθος  προσεγγιστικός  και 

επαγωγικός Tύπος: 

))(,()()( nnnn xyxFhxyxy +≈+1 . 

  Είναι φανερό πως μία  εύλογη πρωτοβουλία  για  την  επίτευξη  καλύτερης προσέγγισης 

της  τιμής  )x(y n 1+   έγκειται  στην  διεύρυνση  του  παραπάνω  Τύπου  έτσι  ώστε  να 

συμπεριλαμβάνεται μέσα σ’  αυτόν και ο  τρίτος όρος  της σειράς Taylor,  δηλαδή έτσι ώστε να 

εμφανίζεται το εξής νέο προσεγγιστικό και επαγωγικό αριθμητικό σχήμα: 
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),]([
2

),(
2

1 nnnnnn yx
y
FF

x
FhyxFhyy

∂
∂

+
∂
∂

++=+ , για κάθε  1,...,1,0 −= Nn   

με  00 )( yxy = . Το σχήμα αυτό καλείται μέθοδος της σειράς Taylor με τρείς όρους.   Αυτή  η 

μέθοδος  είναι  πιο  ακριβής  από  την  μέθοδο  Euler,  υπό  την  έννοια  ότι,  για  σταθερό  μέγεθος 

βήματος  h ,  οι  αριθμοί  ny   που  παράγονται  από  την  επαναληπτική  εξίσωση  της  μεθόδου 

συνιστούν  καλύτερες  προσεγγίσεις  της  πραγματικής  τιμής  )( nxy  απ’  ότι  οι  αριθμοί  ny   που 

παράγονται από το σχήμα Euler.  

  Πράγματι,  όπως  μπορεί  εύκολα  να  αποδειχθεί,  το  σφάλμα  nn y)x(y −   που 

προκαλείται από  την εφαρμογή  της μεθόδου  της σειράς Taylor  με  τρεις όρους  είναι ανάλογο 

προς  το  τετράγωνο  2h   του  μεγέθους  του  βήματος,  ενώ,  όπως  είναι  γνωστό,  το  αντίστοιχο 

σφάλμα που δημιουργείται από την εφαρμογή της μεθόδου Euler είναι ανάλογο μόνον προς το 

μέγεθος  h  του βήματος. Ετσι, η μέθοδος της σειράς Taylor με τρείς όρους μπορεί να θεωρείται 

σαν μία αξιομείωτη γενίκευση της μεθόδου Euler. 

 Προκειμένου να γίνουμε περισσότερο συγκεκριμένοι, ας δώσουμε δύο παραδείγματα 

εφαρμογής της νέας αυτής μεθόδου: 

(a). Χρησιμοποιώντας την μέθοδο της σειράς Taylor με τρείς όρους να βρεθούν προσεγγίσεις 

της λύσης του προβλήματος αρχικών τιμών: 

2)(1 xydx
dy −+=  

2
1)0( =y  

στα σημεία 
N
nxn = , όπου  Nn ,...,1,0= . 

(β). Na προσδιορισθεί η αριθμητική λύση του προβλήματος αρχικών τιμών: 
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( )2

2

1
2)(

2)0( x
xy

y
yxdx

dy

+
=⇔

=
−=  

στα σημεία 2.0=x  με προσέγγιση δύο δεκαδικών ψηφίων, 

  (i). εφαρμόζοντας την μέθοδο Euler 

  (ii). εφαρμόζοντας την μέθοδο της σειράς Taylor με τρείς όρους. 

Λύση. (α). Θέτουμε: 
2)(1),( xyyxF −+=: . 

Τότε: 

32 )](2])(1[)(2)()2( xyxyxyxy
y
FF

x
F

−=−+−+−−=
∂
∂

+
∂
∂

, 

και, συνεπώς, το σχήμα της μεθόδου της σειράς Taylor με τρείς όρους είναι: 

322 )(])(1[ nnnnnn xyhxyhyy −+−++=+1 , 

με: 

N
h 1
= ,

2
1

0 =y   και   1,...,1,0 −= Nn . 

 Ο επόμενος πίνακας συγκεντρώνει τα αποτελέσματα που θα προκύψουν από την εκτέλεση 

των παραπάνω υπολογισμών, εφόσον λάβουμε: 

10=N ,  00 =x   και  5.00 =y . 

nx   ny   nx   ny  

  0      5.0              6.0               31331931.1   

   1.0      625.0              7.0                4678313.1  

   2.0      7554013.0              8.0               63131465.1   

   3.0      88796161.0              9.0                80616814.1  
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  4.0       02456407.1              1               99572313.1  

  5.0       1660084.1      

 

  Αξίζει να σημειωθεί πως εάν, αντί για την μέθοδο της σειράς Taylor με τρεις όρους, είχε 

χρησιμοποιηθεί  η  μέθοδος  Euler,  με  10=N ,  00 =x   και  5.00 =y ,  τότε  θα  είχε  βρεθεί  η 

προσέγγιση  944.1  της τιμής  ( ) 21 =y , ενώ με  40=N ,  00 =x  και  5.00 =y  θα είχε βρεθεί η 

προσέγγιση  9835109.1 . 

(β). (i).Θέτουμε: 
2),( yxyxF −= ,  00 =x ,  20 =y   και  0.2=Nx . 

και θεωρούμε την ομοιόμορφη διαμέριση του κλειστού διαστήματος  [ ]2.0,0 : 

1...0 1210 =<<<<<= − NN xxxxx , 

      με 

      nn xxh −= +1  (για κάθε  1,...,1,0 −= Nn ). 

 Θυμίζουμε ότι, τότε, το σχήμα της μεθόδου Euler δίνεται από τον Tύπο: 
2),( nnnnnnn yxhyyxFhyy −=+=+1  ( 1,...,1,0 −= Nn ). 

  Έτσι,  εάν  1=N ,  τότε  2.0=h   και  το  παραπάνω  σχήμα  περιγράφει  μία  μόνον 

επανάληψη, σύμφωνα με την οποία 

( ) 20.20.22),( 2
0001 =−=+== yxFhyyyN  

και η  τιμή  2  αποτελεί μία προσέγγιση  της πραγματικής  λύσης  0,2)(y   του προβλήματος στο 

σημείο  0.21 =< xxN .  

  Εάν  2=N ,  τότε  1.0=h   και  το  παραπάνω  σχήμα  περιγράφει  δύο  επαναλήψεις, 

δηλαδή: 
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),( 1112 yxFhyyyN +==  

και 

),( 00011 yxFhyyyN +==− . 

Αυτό σημαίνει ότι  
2
00000010002 ))),(,(),( yxhyyxFhyxFhyxFhyy −=+++=   

)( 2
0001 yxhyxh −− ,

όπου  0.11 =x , και άρα: 

1.962 =y . 

  H  τιμή  1.96   αποτελεί  μία  νέα  προσέγγιση  της  πραγματικής  λύσης  ( )2.0y   του 

προβλήματος στο σημείο  0.22 == xxN .  

  Ομοίως, εάν  4=N , τότε  05.0=h  και η τιμή: 

1.9414 =y  

συνιστά μία προσεγγιστική λύση του προβλήματος  0,2xxN == 2 .  

  Τέλος, εάν  8=N  και  16=N , τότε οι τιμές: 

1.9328 =y  και  1.92716 =y  

αντίστοιχα  συνιστούν  δύο  προσεγγιστικές  λύσεις  του  προβλήματος  στο  σημείο  2.0=x . 

Επειδή: 

210
2
1005.0 −≤=− 168 yy , 

μπορούμε  να  εκλάβουμε  την  τιμή  1.92716 =y   σαν  μία  προσεγγιστική  λύση  που 

ανταποκρίνεται στις αξιώσεις της Άσκησης. 

(ii).  Διατηρώντας  τους  βασικούς  συμβολισμούς  του  πρώτου  μέρους  της  άσκησης, 

υπενθυμίζουμε  ότι  το  σχήμα  της  μεθόδου  της  σειράς  Taylor  με  τρεις  όρους  δίνεται  από  τον 

Τύπο: 
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         ),]([
2

),(
2

nnnnnn yx
y
FF

x
FhyxFhyy

∂
∂

+
∂
∂

++=+1  

      3222
2

2

2 nnnnnn yxhyhyxhy −−−=  ,  

για κάθε  1,...,1,0 −= Nn , με  2)( 00 == xyy .  

  Έτσι,  εάν  1=N ,  τότε  2.0=h   και  το  παραπάνω  σχήμα  απαρτίζεται  από  μία  μόνον 
επανάληψη, σύμφωνα με την οποία: 

1.92
2

3
0

2
0

22
0

2
2
0001 =−−−== yxhyhyxhyyyN , 

και ο αριθμός  92.1  είναι μία προσέγγιση της πραγματικής λύσης  ( )2.0y  του προβλήματος στο 

σημείο  0.21 == xxN . 

  Εάν  πάλι  2=N ,  τότε  1.0=h   και  το  πιο  πάνω  σχήμα  εξαντλείται  σε  δύο  μόνον 

επαναλήψεις, δηλαδή: 

    1.922
2

3
1

2
1

22
1

2
2
1112 =−−−== yxhyhyxhyyyN  και 

    1.98
2

3
0

2
0

22
0

2
2
00011 =−−−==− yxhyhyxhyyyN . 

Αυτό σημαίνει ότι η τιμή  922.1  αποτελεί μία νέα προσέγγιση της πραγματικής λύσης  ( )2.0y  

του προβλήματος  στο σημείο  0.22 == xxN   με  2)( 00 == xyy . Με άλλα  λόγια,  εάν  1=N  

και  2=N  τότε οι αριθμοί: 

1.921 =y  και  1.9222 =y  

αντίστοιχα  συνιστούν  δύο  προσεγγιστικές  λύσεις  του  προβλήματος  στο  σημείο  2.0=x . 
Επειδή: 

2
21 10

2
1002.0 −≤=− yy , 

μπορούμε  να  θεωρήσουμε  την  τιμή  1.9222 =y   σαν  μία  προσεγγιστική  λύση  που 

ανταποκρίνεται  στις  προδιαγραφές  της  άσκησης.  (Παρατηρήστε  ότι  η  πραγματική  τιμή  της 

λύσης του προβλήματος στο σημείο  2.0=x  είναι ίση με  ( ) 92.12.0 =y .) ■  
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V.2. ΘΕΜΑΤΑ ΓΕΝΙΚΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ 

V.2.1. ΘΕΜΑΤΑ ΑΣΚΗΣΕΩΝ ΕΠΙ ΤΟΥ 1ΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 
 

V.2.1.1. 

  Εάν  A  και  B  είναι τετραγωνικοί πίνακες τέτοιοι ώστε: 

Ι=⋅ BA , 

Τότε δείξτε ότι αμφότεροι είναι αντιστρέψιμοι και ότι ο ένας είναι αντίστροφος του άλλου. 
 

V.2.1.2. 

  Έστω  A  ένας τετραγωνικός πίνακας τέτοιος ώστε  Ο=kA  για κάποιον θετικό ακέραιο  k . 

  Δείξτε  ότι  ο  πίνακας  A−Ι   είναι  αντιστρέψιμος  και  ότι  ο  αντίστροφος  αυτού  είναι  ο 

πίνακας  

12 ... −++++Ι kAAA . 
 

V.2.1.3. 

  Έστω  f  η απεικόνιση του χώρου C στον χώρο R τέτοια ώστε: 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=+
ab
ba

ibaf . 

  Δείξτε  ότι  η  απεικόνιση  f   είναι  γραμμική  και  αμφιμονοσήμαντη  (υπό  την  έννοια  ότι 

( ) ( ) 2121 zzzfzf =⇒= ) και επί πλέον ότι 

( ) ( ) ( )2121 zfzfzzf =  για κάθε  ∈1z C και  ∈2z C. 
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V.2.1.4. 

  Το μέγιστο πλήθος των γραμμικά ανεξαρτήτων γραμμών ενός  nm×  μιγαδικού πίνακα  A  

καλείται τάξη γραμμών του  A  και συμβολίζεται με  ( )Aγ . 

  Ομοίως,  Το  μέγιστο  πλήθος  των  γραμμικά  ανεξαρτήτων  στηλών  ενός  nm×   πίνακα  A  

καλείται τάξη στηλών του  A  και συμβολίζεται με  ( )Aσ . 

(i). 

(i).a. Δείξτε ότι η τάξη γραμμών  ( )Aγ   του  nm×  πίνακα  A   ισούται με την τάξη στηλών 

( )TAσ  του αναστρόφου του  TA : 

( )Aγ ( )TAσ= . 

(i).b. Αν  B  είναι ένας  ln×  μιγαδικός πίνακας, τότε δείξτε ότι 

 ( ) TTT BABA +=+ , 

 ( ) TT AA ⋅=⋅ λλ  για κάθε  ∈λ C, 

 ( ) TTT ABBA ⋅=⋅ . 

 (i).c. Δείξτε  ότι  εάν  ο  πίνακας  A   είναι  αντιστρέψιμος,  τότε  και  ο  ανάστροφός  του  TA  

είναι επίσης αντιστρέψιμος. 

 

  Δύο  nm×   πίνακες  A   και  B   καλούνται  ισοδύναμοι  εάν  και  μόνον  εάν  υπάρχουν 

αντιστρέψιμοι πίνακες  P  και Q  τέτοιοι ώστε  

QAPB ⋅⋅= . 

(ii). Δείξτε ότι εάν  A  είναι ένας  nm×  πίνακας, τότε υπάρχουν αντιστρέψιμοι πόνακες  P  και 

Q  τέτοιοι ώστε 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛Ι
=⋅⋅

00
0rQAP  

όπου  ( )Ar γ=  είναι η τάξη γραμμών του  A . 
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(iii). Δείξτε ότι δύο  nm×  πίνακες  A   και  B   είναι  ισοδύναμοι εάν και μόνον εάν έχουν την 

ίδια τάξη γραμμών. 

(iv).   Δείξτε  ότι  η  τάξη  γραμμών  ( )Aγ   ενός  nm×   πίνακα  A   ισούται  με  την  τάξη  στηλών 

( )Aσ  του  A : 

( ) ( )AA σγ = . 

  Την κοινή τιμή  ( ) ( )AA σγ =  καλούμε τάξη του πίνακα  A . 
 

V.2.1.5. 

  Έστω  A nn×∈  Μ   ένας  αντιστρέψιμος  nn×   συμμετρικός  (δηλαδή  AAT = )  πίνακας  ο 

οποίος αναλύεται στην μορφή  ULA ⋅= , όπου  L  είναι ένας κάτω τριγωνικός πίνακας και U  

είναι ένας άνω τριγωνικός πίνακας. 

(i). Δείξτε ότι  

( )( )
njiji

T uLDU
≤≤

=⋅=
,1,  

όπου  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

Ο

Ο

=

nnd

d
d

D

,

2,2

1,1

O
 

είναι διαγώνιος πίνακας τέτοιος ώστε 

iiii ud ,, = . 

  Η ανάλυση αυτή ενός συμμετρικού πίνακα λέγεται και Ανάλυση Crout. 

(ii). Δώστε έναν αλγόριθμο για τον υπολογισμό των στοιχείων των πινάκων  D  και  L . 
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V.2.1.6. 

(i). Μία κατηγορία πινάκων  ( )jiaA ,= nn×∈  Μ   για τους οποίους η ανάλυση  LU  μπορεί να 

γίνει χωρίς εναλλαγές γραμμών (δηλαδή για τους οποίους η σχέση  ULAP ⋅=⋅  συνεπάγεται 

ότι  Ι≡P ) είναι οι πίνακες  ( )jiaA ,=  των οποίων οι κύριες ορίζουσες  

1,11 a=δ ,
2,21,2

2,11,1
2 aa

aa
=δ ,…,

nnn

n

n

aa

aa

,1,

,11,1

L

MOM

L

=δ  

είναι όλες διάφορες του μηδενός. 

  Εάν  A  είναι ένας τέτοιος πίνακας, δείξτε με μαθηματική επαγωγή, ότι 

0, ≠iia , ni ≤≤∀1  

χωρίς εναλλαγές γραμμών. 
  Να συμπεράνετε ότι  

Ι=P . 

(ii). Έστω ότι ο πίνακας  ( )jiaA ,= nn×∈  Μ  έχει γνήσια απόλυτη διαγώνια κυριαρχία, δηλαδή 

ότι ισχύουν οι ανισότητες του Θεωρήματος ΙΙΙ.4.7.4: 

),,2,1(      1 ,, niaa n

ij
j jiii K=> ∑
≠
= . 

(ii).a.  Δείξτε ότι το ομογενές σύστημα  
0=xA  

έχει μόνον την τετριμμένη λύση  0=x , δηλαδή ότι ο πίνακας  A  είναι αντιστρέψιμος. 

(ii).b. Χρησιμοποιώντας το αποτέλεσμα του Ερωτήματος (i), να αποδείξετε ότι η διάσπαση 

LU  του πίνακα  A  μπορεί να επιτευχθεί χωρίς εναλλαγές γραμμών. 

  Επί  πλέον,  να  αποδείξετε  ότι  όλα  τα  στοιχεία  jiu ,   του  πίνακα  ( )jiuU ,=   που 

προκύπτει από την διάσπαση  LU  του πίνακα  A  ικανοποιούν τις ανισότητες: 

{ }njniau jiji ,...,2,1,,...,2,1:max2 ,, ==≤  

για κάθε  ni ,...,2,1=  και  nj ,...,2,1= . 
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V.2.1.7. 

  Έστω  ένας  πίνακας  ( )jiaA ,= nn×∈  Μ   συμμετρικός  και  θετικά  ορισμένος  με  στοιχεία 

πραγματικούς αριθμούς. 
(i).  Δείξτε ότι όλοι οι κύριοι υποπίνακές του, δηλαδή όλοι οι πίνακες  

( )
mkjijia

,...,,, =
 (με  nmk ≤≤≤1 ) 

είναι επίσης συμμετρικοί και θετικά ορισμένοι. 

(ii). Δείξτε ότι, για κάθε  k  τέτοιο ώστε  nk ≤≤1 , ισχύει η σχέση  

jinjiiini aa ,,1,1 maxmax ≤≤≤≤ = . 
 

V.2.1.8. 

  Δείξτε ότι οποιοσδήποτε τριδιαγώνιος πίνακας  ( )jiaA ,= nn×∈  Μ  τέτοιος ώστε 

2, ≥= αiia  και  11, =±iia  

είναι θετικά ορισμένος. 
 

V.2.1.9. 

(i). Δείξτε ότι η ανισότητα Gerschgorin‐Hadamard 

≤− iia ,λ ∑
≠
=

n

ij
j jia1 ,   για  ni ,...,2,1=  

του Θεωρήματος Ι.5.5.1 ισχύει εάν αντικαταστήσουμε το δεξιό της μέρος με την παράσταση  

∑
≠
=

n

ji
i jia1 , . 

(ii).   Χρησιμοποιώντας την ανισότητα Gerschgorin‐Hadamard του Θεωρήματος Ι.5.5.1, καθώς 

και το συμπέρασμα του Ερωτήματος (i) δείξτε απ’ευθείας ότι 

ρ ( ) ( ) ( ){ }ASASA HH 1
,min

∞
≤  

για κάθε πίνακα  ( )jiaA ,=  με στοιχεία  jia ,  μιγαδικούς αριθμούς, όπου 

∑ =≤≤=
∞

n

j jiniH aAS
1 ,1max)(  και  ∑ =≤≤=

n

i jinjH aAS
1 ,1max)(

1
 

(Για τον ορισμό των  )(
1
LHS  και  )(L

∞HS , βλέπε το Παράδειγμα ΙΙΙ.2.4.2 της σελίδας 206). 
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V.2.2. ΘΕΜΑΤΑ ΑΣΚΗΣΕΩΝ ΕΠΙ ΤΟΥ 2ΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 
 

V.2.2.1. 

  Να υπολογιστούν ακριβώς οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα του πίνακα: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

21
45

A . 

  Να εκτελεστούν πέντε(5) επαναλήψεις της μεθόδου των Δυνάμεων για να βρεθεί η κατ’ 

απόλυτη τιμή μεγαλύτερη ιδιοτιμή  λ  του πίνακα  A  και ένα αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα  ( )1u  με 

( ) 1
2

1 =u  (αρχικό διάνυσμα  ( )T1,1 ). 

 

V.2.2.2. 

  Δίνεται ο πίνακας 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

33
31

A . 

  Να  εκτελεστούν  δύο  επαναλήψεις  της  μεθόδου  ( )QR   για  να  βρεθούν  οι  ιδιοτιμές  του 

πίνακα  A . 
 

V.2.2.3. 

  Να υπολογιστούν οι ιδιοτιμές και οι φασματικές ακτίνες των πινάκων: 

[ ]
[ ] ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

021
210

,
10
11

BA και ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

21
12

C . 
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V.2.2.4. 

  Να υπολογιστούν οι ιδιοτιμές και οι φασματικές ακτίνες των πινάκων: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

300
021
012

M και
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

221
232
112

N . 

 

V.2.2.5. 

  Δίνεται ο πίνακας   

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

010
100
010

A . 

  Να βρεθούν με την μέθοδο των Δυνάμεων, και με αρχικό διάνυσμα το διάνυσμα  ( )T1,1,1 , 

η ιδιοτιμή του  A  που είναι κοντά στον αριθμό  2  καθώς και το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα. 
 

V.2.2.6. 

  Δίνεται ο συμμετρικός πίνακας 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

010
101
010

A . 

  Να εφαρμοσθεί η μέθοδος  του Εσωτερικού Γινομένου προκειμένου να προσδιορισθεί η 

μεγαλύτερη κατ’ απόλυτη τιμή ιδιοτιμή του πίνακα  A . 

  Στη  συνέχεια,  να  χρησιμοποιηθεί  η  μέθοδος  της  Ύφεσης  για  να  βρεθεί  η  αμέσως 

μικρότερη κατ’απόλυτη τιμή ιδιοτιμή του πίνακα  A . 
 



Ν. ΔΑΡΑΣ 
ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

ΤΟΜΟΣ ΙΙΙ 

 

ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  85 

 

V.2.2.7. 

  Δίνεται ο πίνακας 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

+

=

ii

i
ii

A

403
0820
30721
3301

. 

  Να  εφαρμόσετε  την  μέθοδο  Souriau  προκειμένου  να  εκφράσετε  το  χαρακτηριστικό 

πολυώνυμο του πίνακα  A . 
 

V.2.2.8. 

  Δίνεται ο πίνακας 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

3403
0820
3021
5301

M . 

  Να  εφαρμόσετε  την  (κατά  Durand)  μέθοδο  Lanczos  προκειμένου  να  μετατρέψετε  τον 

πίνακα M  σε συμμετρικό τριδιαγώνιο όμοιο πίνακα. 

  Στην συνέχεια, να δώσετε το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του πίνακα  M . 
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V.2.3. ΘΕΜΑΤΑ ΑΣΚΗΣΕΩΝ ΕΠΙ ΤΟΥ 3ΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 
 

V.2.3.1. 

  Να δειχθεί ότι η εξίσωση  

013 =−− xx  

έχει ακριβώς μία ρίζα στο διάστημα  [ ]2,1 . Να προσεγγισθεί η ρίζα αυτή χρησιμοποιώντας 

(i). αρχικά τον αλγόριθμο της διχοτόμησης και μετά τον αλγόριθμο της μεθόδου Newton, 

(ii).  αρχικά  τον  αλγόριθμο  της  διχοτόμησης  και  μετά  τον  αλγόριθμο  της  μεθόδου  της 

τέμνουσας, 

(iii). την επαναληπτική μέθοδο που εισάγεται από την συνάρτηση  ( ) 13 −−= xxxF , 

(iv). την μέθοδο Steffensen. 
 

V.2.3.2. 

  Να  χρησιμοποιηθεί  η  επαναληπτική  μέθοδος  του  σταθερού  σημείου  προκειμένου  να 

υπολογισθεί προσέγγιση της κυβικής ρίζας  3 25  με ακρίβεια τεσσάρων δεκαδικών ψηφίων. 
 

V.2.3.3. 

  Να προσεγγισθούν με ακρίβεια  410−  οι ρίζες της εξίσωσης 

8.0cos2.0 =− xx  
μέσα στο διάστημα  ( )[ ]2,0 π  χρησιμοποιώντας 

(i). την επαναληπτική μέθοδο Newton με αρχική προσέγγιση (ρίζας) το σημείο 

7854.00 =ξ  

(ii). την επαναληπτική μέθοδο της τέμνουσας με αρχικές προσεγγίσεις τα σημεία 

785.00 =ξ  και  78.01 =ξ . 
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V.2.3.4. 

  Έστω  

222 +++= Lna  

όπου στο δεξιό μέρος εξάγονται  n  τετραγωνικές ρίζες.  

  Χρησιμοποιώντας μία κατάλληλη επαναληπτική μέθοδο, δείξτε ότι  

2lim =∞→ nn a  

και ότι  

4
1

2
2

lim 1 =
−
−+

∞→
n

n
n a

a
. 

 

V.2.3.5. 

  Έστω  :ϕ R→R μία συνάρτηση, ∗x  ένα σταθερό σημείο της και έστω ότι η ϕ  είναι  2≥p  

φορές συνεχώς διαφορίσιμη σε μία περιοχή του  ∗x . 

  Έστω ότι 

( ) ( ) ( ) ( ) 01 ===′′=′ ∗−∗∗ xxx pϕϕϕ L  
αλλά ότι  

( ) ( ) 0≠∗xpϕ . 
  Θεωρήστε την ακολουθία  

( )( ),...2,1,0,:: 1 ==+ nxxx nnn ϕ . 

  Να δείξετε ότι επιλέγοντας το  0x  καταλλήλως αρκετά κοντά στο  ∗x , η ως άνω ακολουθία 

συγκλίνει στο  ∗x  και ότι  

( )
( ) ( )∗

∗

∗
+

∞→ =
−

−
x

pxx

xx p
p

n

n
n ϕ

!
1lim 1 , 

δηλαδή ότι η τάξη σύγκλισης της ακολουθίας είναι ακριβώς  p . 
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V.2.3.6. 

  Να επιλυθεί η εξίσωση  

03.35.03.21.1 234 =+++− xxxx  

(i). με την μέθοδο Bairstow 

(ii). με την μέθοδο Lin. 
 

V.2.3.7.  ΗΛΕΚΤΡΙΚΑ  ΦΟΡΤΙΑ (βλ.  Λαζ.Βρυζίδη:  “ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑ 
ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ ΚΑΙ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ” , Εκδόσεις ΙΩΝ, 1992)  
 

  Στον Ηλεκτρισμό, Φίλτρο ονομάζεται κάθε δικτύωμα παθητικών ή ενεργών στοιχείων 

που  ενεργεί  επιλεεκτικά  και  επιτρέπει  τη  διέλευση  ενός  σήματος  σε  μία  ορισμένη 

συχνότητα ή σε ορισμένη περιοχή συχνοτήτων. 

  Κλασσική περίπτωση φίλτρων είναι τα φίλτρα Butterworth. 

  Για  την  συμπεριφορά  ενός  φίλτρου  μεγάλο  ρόλο  παίζει  η  συνάρτηση  μεταφοράς.  Η 

συνάρτηση μεταφοράς  ( )sH  ορίζεται ως ο λόγος της διέγερσης  ( )sV0  προς την απόκριση 

( )sVi : 

( ) ( )
( )sV
sV

sH
i

0= . 

  Οι  συναρτήσεις  μεταφοράς  είναι  ρητά  κλάσματα  και  για  την  μελέτη  του  φίλτρου 

χρειάζεται να γνωρίζουμε τους πόλους και τα μηδενικά αυτής. Μηδενικά είναι οι τιμές που 

μηδενίζουν  την  ( )sH ,  ενώ  πόλοι  είναι  οι  τιμές  που  μηδενίζουν  τον  παρονομαστή  της 

( )sH . 
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  Ο πίνακας συναρτήσεων μεταφοράς των κάτω διαβατών φίλτρων Butterworth έχει ως 

ακολούθως: 

( )

( )

( )

( )

( )

...
1236.3236.5236.5236.3

15

1613.2414.3613.2
14

122
13

141.1
12

1
11

2345

234

23

2

πλκ
+++++

=⇒=

++++
=⇒=

+++
=⇒=

++
=⇒=

+
=⇒=

sssss
sHn

ssss
sHn

sss
sHn

ss
sHn

s
sHn

 

  Έτσι,οι πόλοι των συναρτήσεων μεταφοράς είναι 

 Για  1=n , οι πόλοι των συναρτήσεων μεταφοράς είναι  

1−=s  

 Για  2=n , οι πόλοι των συναρτήσεων μεταφοράς είναι 

707.0707.0 is ±−=  

  Χρησιμοποιήστε  τις  μεθόδους  Lin  και  Bairstow  για  να  προσδιορίσετε  τους  πόλους  των 

συναρτήσεων μεταφοράς όταν 

4,3 == nn και 5=n . 
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V.2.3.8.  ΔΙΚΤΥΑ  ΣΩΛΗΝΩΣΕΩΝ  ΚΑΥΣΙΜΩΝ  ΑΕΡΙΩΝ (βλ.  Λαζ.Βρυζίδη: 
“ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑ  ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ  ΑΝΑΛΥΣΗΣ  ΚΑΙ  ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ”  ,  Εκδόσεις 
ΙΩΝ, 1992)  

 

  Ο υπολογισμός των δικτύων σωληνώσεων καυσίμων μέχρι το 1988  γινόταν σύμφωνα 

με τις Οδηγίες της ΔΕΦΑ και τους ισχύοντες διεθνείς κανονισμούς. 

  Μετά  την  έκδοση  της  Τεχνικής  Οδηγίας  86/2471ΤΟΤΕΕ   του  ΤΕΕτο  1988 , 

υιοθετήθηκε και στην Ελλάδα μία διαφορετική μεθοδολογία υπολογισμού και κατασκευής 

των δικτύων αυτών. 

  Για  την  επίλυση προβλημάτων ροής  καυσίμων αερίων σε δίκτυα,  η ανωτέρω  τεχνική 

Οδηγία  είναι  χρήσιμη  αλλά  δεν  είναι  υποβοηθητική  στην  εύρεση  της  εκάστοτε 

οικονομοτεχνικής λύσης.  

  Για παράδειγμα, ένα βασικό μέγεθος που πρέπει να υπολογίζεται είναι ο συντελεστής 

τριβής  l  ο οποίος δίνεται από τον Τύπο: 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=

d
k

lRl e 3700
51.2log21

 

όπου  k   είναι  μέτρο  της  ταχύτητας  του  αερίου  και  eR , d είναι  δεδομένες  παραμετρικές 

τιμές. 

  Η επίλυση ως προς  l  της σχέσης αυτής χωρίς Ηλεκτρονικό Υπολογιστή είναι αδύνατη. 

  Χρησιμοποιήστε  την  μέθοδο  της  Τέμνουσας  για  να  επιλύσετε  την  σχέση  του  ανωτέρω 

Τύπου όταν 

 3.0=k , 097.3=eR  και  4.20=d ,(με αρχικές τιμές του  l  τους αριθμούς 

03.00 =l  και  04.01 =l ) 

 3.0=k , 66.4738=eR  και  6.25=d ,(με αρχικές τιμές του  l  τους αριθμούς 
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02.00 =l  και  03.01 =l ). 

(Να σημειωθεί πως και η εφαρμογή της μεθόδου Newton παρουσιάζει δυσκολία ως προς τον 

υπολογισμό της παραγώγου.) 

 

V.2.3.9.  ΗΛΙΑΚΟΣ  ΣΥΛΛΕΚΤΗΣ (βλ.  Λαζ.Βρυζίδη:  “ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑ 
ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ ΚΑΙ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ” , Εκδόσεις ΙΩΝ, 1992)  
 

  Σε μελέτες για την συλλογή ηλιακής ενέργειας, συγκεντρωμένης σε επίπεδη επιφάνεια 

κατόπτρου, πάνω σε κεντρικό συλλέκτη παρήχθει η εξίσωση: 

( )
( )AAD

FA
h

C
cos5.0sin15.0

cos
2

2

−+
=

π

π
 

όπου  

A :η γωνία που σχηματίζεται ανάμεσα στον συλλέκτη και το επίπεδο κάτοπτρο, 

F :η κλασματική κάλυψη πάνω στο επίπεδο με καθρέπτες, 

D :η διάμετρος του συλλέκτη, 

h :το ύψος του συλλέκτη, 

C :η τριβή συγκέντρωσης. 

  Να χρησιμοποιηθεί η μέθοδος Newton με αρχική τιμή  

o200 =A , 

προκειμένου να επιλυθεί ως προς  A  η ανωτέρω εξίσωση, όταν γνωρίζουμε ότι: 

8.0=F ,  14=D ,. 300=h  και  1200=C . 
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V.2.3.10. 

  Έστω το γραμμικό σύστημα  

β=⋅ xA  

με λύση  x ∈R n . 

  Υποθέτουμε ότι ο πίνακας  A nn×∈  Μ  είναι αντιστρέψιμος, με αντίστροφο  1−A . 

  Ας διατηρήσουμε τον  A  σταθερό και ας μεταβάλουμε το  β  σε  ββ Δ+ , όπου  ∈Δβ R n . 

  Εάν  xx Δ+  είναι η λύση του διαταραγμένου συστήματος 

( ) ( )ββ Δ+=Δ+⋅ xxA , 

τότε, αφαιρώντας κατά μέλη τις δύο πινακικές εξισώσεις, λαμβάνουμε την σχέση 

βΔ=Δ⋅ xA  

δηλαδή την σχέση 

βΔ⋅=Δ −1Ax . 

  Συμβολίζοντας  λοιπόν  με  ( )Lφ   μία  νόρμα  στον  R n   καθώς  και  την  αντίστοιχη 

παραγόμενη φυσική νόρμα  

)(
)(sup)(

z
zAAS

nz φ
φ

φ
⋅

=
−∈ {0}

:
K

 

πίνακα, έχουμε 

( ) ( ) ( )βφφ φ Δ≤Δ −1ASx . 

  Υποθέτουμε τώρα ότι  0≠β  (και κατά συνέπεια  0≠x ).  

  Επειδή  ( ) ( ) ( )xAS φβφ φ≤ , από την τελευταία ανισότητα συνεπάγεται η εκτίμηση 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )βφ
βφ

φ
φ

φφ
Δ

≤
Δ −1ASAS
x
x

. 
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  Ο αριθμός  

( ) ( ) ( )1−= ASASA φφφκ   

είναι  ένας  “συντελεστής  ευαισθησίας”  που  προσδιορίζει  την  μέγιστη  δυνατή  σχετική 

μεταβολή  της  λύσης  ( ) ( )xx φφ Δ ,  δεδομένης  μιας  διαταραχής  του  β   με  σχετικό  μέγεθος 

( ) ( )βφβφ Δ .  Ο  ( )Aκ   ονομάζεται  δείκτης  κατάστασης  του  πίνακα  A   ως  προς  την  νόρμα 

( )Lφ . 

  Λέμε ότι ο πίνακας  A  (ή ότι το σύστημα  β=⋅ xA ) έχει κακή κατάσταση, εάν 

( ) 1>>Aφκ . 

Σε μία τέτοια περίπτωση, μία μικρή μεταβολή του  β  μπορεί να προκαλέσει μεγάλη μεταβολή 

στην λύση. 

  Αντιθέτως, λέμε ότι ο πίνακας  A  (ή ότι το σύστημα  β=⋅ xA ) έχει καλή κατάσταση, εάν 

ο δείκτης κατάστασης  ( )Aφκ  δεν είναι πολύ μεγάλος. 

(i).  Προσδιορίστε τον δείκτη κατάστασης των πινάκων: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

659.0913.0
563.0780.0

A , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

20001.1
21

B  και  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

7.32154.5
09.58002.1

C  

αν στον  22Μ ×  θεωρήσουμε  

 την νόρμα  )(
1
LHS , 

 την νόρμα  )(L
∞HS . 

(Για τον ορισμό των  )(
1
LHS  και  )(L

∞HS , βλέπε το Παράδειγμα ΙΙΙ.2.4.2 της σελίδας 206). 

(ii). Έστω BA, nn×∈  Μ  με  A  αντιστρέψιμο. 

(ii).a. Εάν  

)(
)(sup)(

z
zAAS

nz φ
φ

φ
⋅

=
−∈ {0}

:
K
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είναι μία φυσική νόρμα πινάκων τέτοια ώστε 

( ) ( )1

1
−<−

AS
BAS

φ
φ , 

τότε δείξτε ότι και ο πίνακας  B  είναι αντιστρέψιμος. 

(ii).b. Να συμπεράνετε ότι εάν ο  B  δεν είναι αντιστρέψιμος, τότε ισχύει  

( )
( )
( )AS

BAS
A φ

φ

φκ
−

≤
1

. 

(ii).c. Εάν ο πίνακας  B  είναι αντιστρέψιμος, τότε δείξτε ότι ισχύει  

( )
( ) ( ) ( )

( )AS
BAS

A
BS

ABS

φ

φ
φ

φ

φ κ
−

≤
−
−

−−

1

11

. 

 

(ii).d. Εάν η ποσότητα  ( )BAS ⋅= −1: φα  είναι μικρότερη της μονάδας: 

( ) 1: 1 <⋅= − BASφα  

τότε δείξτε ότι  

( )( ) ( )111

1
−−−

−
≤−+ ASABAS φφ α

α
. 

(iii).  Ας  υποθέσουμε  τώρα  ότι  ο  πίνακας  A nn×∈  Μ   είναι  αντιστρέψιμος  και  (άνω  ή  κάτω) 

τριγωνικός. 

(iii).a. Δείξτε  ότι  για  τον  δείκτη  κατάστασης  ( )A∞κ του  A  ως  προς  την  νόρμα  )(L
∞HS  

ισχύει η ανισότητα: 

( ) ( )
iini

H

a
AS

A
,1min ≤≤

∞
∞≥κ . 

(iii).b.  Χρησιμοποιήστε  το  αποτέλεσμα  του  ανωτέρω  Υποερωτήματος  (ii).b  (για  κάποιο 

κατάλληλο μη αντιστρέψιμο πίνακα  B ) προκειμένου, χωρίς να υπολογίσετε τον  1−A , να 
δείξετε ότι για τον πίνακα  
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

01.199.0
99.001.1

A  

ισχύει η ανισότητα  
( ) 100≥∞ Aκ . 

(iv).  Αν  ο  πίνακας  A nn×∈  Μ   είναι  αντιστρέψιμος  και  συμμετρικός,  τότε  δείξτε  ότι  για  τον 

δείκτη κατάστασης  ( )A2κ του  A  ως προς την νόρμα  )(
2
LHS  ισχύει η ανισότητα: 

( ) ( )
( )A
A

A
jnj

ini

λ

λ
κ

≤≤

≤≤=
1

1
2 min

max
 

όπου  ( )Aiλ   ( )ni ,...,2,1=  είναι οι ιδιοτιμές του  A . 

(v). Αν ο πίνακας  ( )jidD ,= nn×∈  Μ  είναι αντιστρέψιμος και συμμετρικός, τότε δείξτε ότι για 

τον  δείκτη  ( )Dκ   της  κατάστασής  του ως προς  κάθε μία  των  νορμών  )(
1
LHS , )(

2
LHS   και 

)(L
∞HS  ισχύει η σχέση 

( )
iinj

iini

d

d
D

,1

,1

min

max

≤≤

≤≤=κ . 

(vi).  

(vi).a. Έστω  A nn×∈  Μ  ένας αντιστρέψιμος πίνακας και  ( )Lφ  μία νόρμα στον R n  τέτοια 

ώστε 

∈∀x R n ( ) ( )xxA φφ =⋅⇒ . 

  Δείξτε ότι ο δείκτης κατάστασης  ( )Aφκ  του  A  ως προς την αντίστοιχη φυσική νόρμα 

( )LφS  ισούται με την μονάδα. 

(vi).b. Έστω U nn×∈  Μ  ένας αντιστρέψιμος πίνακας τέτοιος ώστε  Ι=⋅UU T . Δείξτε ότι  

( ) 12 =Uκ . 
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V.2.3.11. 

  Να υπολογίσετε με την μέθοδο Gauss την λύση των γραμμικών συστημάτων:  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

0
1

7
4

2331
3522
3252
1221

4

3

2

1

x
x
x
x

 και 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⋅
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

6.5
1.8
3.1

311
140
102

3

2

1

x
x
x

. 

 

V.2.3.12. 

  Να λυθεί με την μέθοδο Gauss με μερική οδήγηση το σύστημα: 

834
623
32

432

321

21

=++
=++
=+

xxx
xxx

xx
 

954 43 =+ xx . 

 

V.2.3.13. 

  Εφαρμόστε την μέθοδο Cholesky  για να παραγοντοποιήσετε στη μορφή  TLL ⋅   τους δύο 

παρακάτω συμμετρικούς πίνακες:  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−
=

210
121

012
A  και 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

+

2011
0211
1131
1114

B . 
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V.2.3.14. 

  Να επιλυθεί με την μέθοδο Cholesky το γραμμικό σύστημα: 

32
32

321

21

−=−+−
=−

xxx
xx

 

12 32 =+− xx . 

 

V.2.3.15. 

  Να προσεγγισθεί η λύση του συστήματος 

6102
7210
910

32

321

21

=+−
=−+−
=−

xx
xxx

xx
 

με την επαναληπτική μέθοδο Jacobi και αρχική προσέγγιση το διάνυσμα  

( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
==

0
0
0

00X . 

  Η μέθοδος να τερματισθεί όταν  ( ) ( ) 31 10−

∞

+ <− kk XX  για κάποιο  k . 

 

V.2.3.16. 

    Να προσεγγισθεί η λύση του συστήματος 

5633
562
66

321

321

321

−=++
=−+
=++

xxx
xxx
xxx

 

με την επαναληπτική μέθοδο Jacobi και αρχική προσέγγιση το διάνυσμα  
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( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
==

0
0
0

00X . 

  Η μέθοδος να τερματισθεί όταν  ( ) ( ) 21 10−+ <− kk XX  για κάποιο  k . 
 

V.2.3.17. 

  Να προσεγγισθεί η λύση του συστήματος 

6102
7210
910

32

321

21

=+−
=−+−
=−

xx
xxx

xx
 

με την επαναληπτική μέθοδο Gauss‐Seidel και αρχική προσέγγιση το διάνυσμα  

( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
==

0
0
0

00X . 

  Η μέθοδος να τερματισθεί όταν  ( ) ( ) 31 10−

∞

+ <− kk XX  για κάποιο  k . 

 

V.2.3.18. 

  Δείξτε  ότι  η  μέθοδος  Gauss‐Seidel  συγκλίνει  όταν  εφαρμοσθεί  για  την  επίλυση  33×  

γραμμικών συστημάτων  β=⋅ XA  με πίνακες της μορφής: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

22550
1410
128

A  και 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

602
242
012

A . 
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V.2.3.19. 

  Να προσεγγισθεί η λύση του συστήματος 

232
324
2252

024

43

432

321

21

−=+
=++−
=−+−
=−

xx
xxx

xxx
xx

 

με την επαναληπτική μέθοδο SOR για  2.1=ω . 
 

V.2.3.20. 

  Δίνεται ο πίνακας 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−−

=
411
141
114

A . 

(i).  Υπολογίστε και συγκρίνετε τις φασματικές ακτίνες 

ρ ( )JG  και ρ ( )GSG   

των πινάκων  επανάληψης  των  μεθόδων  Jacobi  και Gauss‐Seidel  αντιστοίχως,  για  γραμμικά 

συστήματα με πίνακα τον  A . 

(ii). Θεωρήστε την μέθοδο SOR για τον  A  και υπολογίστε την αντίστοιχη φασματική ακτίνα  

ρ ( )ωG . 

  Προσδιορίστε μία τιμή της παραμέτρου ω  στο διάστημα  ] [2,0  που να ελαχιστοποιεί την 

ρ ( )ωG . 
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V.2.3.21.  ΜΕΓΙΣΤΑ  ΚΑΙ  ΕΛΑΧΙΣΤΑ  ΣΗΜΕΙΑ  (ΑΚΡΟΤΑΤΑ)  ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
ΠΟΛΛΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ ΧΩΡΙΣ ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΥΣ 
 

  Μία πραγματική συνάρτηση  ( )nxxxf ,...,, 21  έχει μέγιστο ή ελάχιστο στο σημείο  

( ) ∈= ∗∗∗∗ T
nxxxX ,...,, 21 R n , 

όταν ισχύουν οι ακόλουθες συνθήκες:  

 1ο)ΣΥΝΘΗΚΕΣ ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΗΣ: 

( ) ( ) ( ) 0...21 ==== ∗∗∗ XfXfXf n  

όπου 

( ) ( ) ( )niX
x
fXf

i
i ,...,2,1: =

∂
∂

= ∗∗ . 

(Όταν το σύστημα των εξισώσεων 

( ) 01 =∗Xf  

( ) 02 =∗Xf  

………….. 

( ) 0=∗Xfn  

είναι  γραμμικό  και μεγάλο,  τότε  επιλύεται  χρησιμοποιώντας μία από  τις μεθόδους 

του Τρίτου Κεφαλαίου.) 
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 2ο)ΣΥΝΘΗΚΕΣ ΔΕΥΤΕΡΗΣ ΤΑΞΗΣ: Συμβολίζοντας με  

H  

την τιμη της ορίζουσας  fHdet  του Εσσιανού (Hessian) πίνακα της  ( )nxxxf ,...,, 21  

στο σημείο  ∗X : 

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

∗∗∗

∗∗∗

∗∗∗

∗

XfXfXf

XfXfXf
XfXfXf

XH

nnnn

n

n

f

,2,1,

,22,21,2

,12,11,1

:

L

MOMM

L

L

 

όπου  

( ) ( ) ( )njniX
xx
fXf

ji
ji ,...,2,1,,...,2,1:

2

, ==
∂∂

∂
= ∗∗ , 

καθώς και με 

1H , 2H ,…, nH  

τις κύριες ελάσσονες της ορίζουσας  H :  

( )( )∗= XfH 1,11 det , 

( ) ( )
( ) ( )⎟⎟⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∗∗

∗∗

XfXf
XfXf

H
2,21,2

2,11,1
2 det , 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )⎟

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
∗∗∗

∗∗∗

∗∗∗

XfXfXf
XfXfXf
XfXfXf

H

3,32,31,3

3,22,21,2

3,12,11,1

3 det , 

………………………………………………... 

HH n = , 

τότε 

• η  ( )nxxxf ,...,, 21  μεγιστοποιείται στο σημείο  ∗X   

όταν 

01 <H , 02 >H , 03 <H ,… 

• η  ( )nxxxf ,...,, 21  ελαχιστοποιείται στο σημείο  ∗X   

όταν 

01 >H , 02 >H , 03 >H ,… 

 

  ΕΦΑΡΜΟΓΗ 

  Να προσδιορισθεί το μέγιστο σημείο της συνάρτησης 

( ) 22 654140100, yxyxyxyxf −−−+=  

χρησιμοποιώντας για την επίλυση των συνθηκών πρώτης τάξης την μέθοδο Gauss. 
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V.2.3.22.  ΜΕΓΙΣΤΑ  ΚΑΙ  ΕΛΑΧΙΣΤΑ  ΣΗΜΕΙΑ  (ΑΚΡΟΤΑΤΑ)  ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
ΠΟΛΛΩΝ  ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ  ΜΕ    ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΥΣ:  Η  ΜΕΘΟΔΟΣ  ΤΩΝ 
ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΤΩΝ LAGRANGE 

Ι).  Θα  συζητήσουμε  πρώτα  την  περίπτωση  κατά  την  οποία  ο 

περιορισμός είναι μόνον ένας. 

  Μία πραγματική συνάρτηση  ( )nxxxf ,...,, 21  έχει μέγιστο ή ελάχιστο στο σημείο  

( ) ∈= ∗∗∗∗ T
nxxxX ,...,, 21 R n , 

κάτω από τον περιορισμό ότι στο εν λόγω σημείο πρέπει να ικανοποιείται η εξίσωση  

( ) Cxxxg n =∗∗∗ ,...,, 21  

(όπου C  είναι μία δεδομένη σταθερή τιμή), όταν ισχύουν οι ακόλουθες συνθήκες:  

 1ο)ΣΥΝΘΗΚΕΣ ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΗΣ: Συμβολίζοντας με  

( ) ( ) ( )[ ]nnn xxxgCxxxfxxxL ,...,,,...,,:,,...,, 212121 −−= λλ  

την αντίστοιχη συνάρτηση Lagrange, έχουμε  

( ) ( ) ( ) ( ) 0,,...,, 21 ===== ∗∗∗∗∗∗∗∗ λλλλ λ XLXLXLXL n  

όπου 

( ) ( ) ( )niX
x
LXL

i
i ,...,2,1,:, =

∂
∂

= ∗∗∗∗ λλ  και  ( ) ( )∗∗∗∗

∂
∂

= λ
λ

λλ ,:, XLXL  

για κάποιες κατάλληλες τιμές  ∗λ  της παραμέτρουλ .  

  Η παράμετρος  

λ  

ονομάζεται πολλαπλασιαστής Lagrange. 

(Όταν το σύστημα των εξισώσεων των συνθηκών πρώτης τάξης:  
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( ) 0,1 =∗∗ λXL  

( ) 0,2 =∗∗ λXL  

………….. 

( ) 0, =∗∗ λXLn  

( ) 0, =∗∗ λλ XL  

είναι  γραμμικό  και μεγάλο,  τότε  επιλύεται  χρησιμοποιώντας μία από  τις μεθόδους 

του Τρίτου Κεφαλαίου.) 

 2ο)ΣΥΝΘΗΚΕΣ ΔΕΥΤΕΡΗΣ ΤΑΞΗΣ: Συμβολίζοντας με  

H~  

την τιμη της ορίζουσας  LH~det  του περιορισμένου Εσσιανού (Hessian) πίνακα της 

( )λ,,...,, 21 nxxxL  στο σημείο  ( )∗∗ λ,X : 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

∗∗∗∗∗∗

∗∗∗∗∗∗

∗∗∗∗

∗∗

λλλ

λλλ
λλ

λ

,,,

,,,
,,0

det,~

,1,

,11,11

1

XLXLXg

XLXLXg
XgXg

XH

nnnn

n

n

L

L

MMMM

L

L

 

όπου  

( )njni
xx
LL

ji
ji ,...,2,1,,...,2,1:

2

, ==
∂∂

∂
=  και  ( )ni

x
gg

i
i ,...,2,1: =

∂
∂

=  

καθώς και με 

2
~H , 3

~H ,…, nH~  

τις κύριες περιορισμένες ελάσσονες της ορίζουσας  H~ :  

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )⎟

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
∗∗∗∗∗∗

∗∗∗∗∗∗

∗∗∗∗

λλλ
λλλ
λλ

,,,
,,,
,,0

det~

2,21,22

2,11,11

21

2

XLXLXg
XLXLXg
XgXg

H , 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )⎟

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

∗∗∗∗∗∗∗∗

∗∗∗∗∗∗∗∗

∗∗∗∗∗∗∗∗

∗∗∗∗∗∗

λλλλ
λλλλ
λλλλ
λλλ

,,,,
,,,,
,,,,
,,,0

det~

3,32,31,33

3,22,21,22

3,12,11,11

321

3

XLXLXLXg
XLXLXLXg
XLXLXLXg
XgXgXg

H , 

……………………………………………………………………………………………………. 

HH n
~~ = , 

τότε 

• η  ( )nxxxf ,...,, 21  μεγιστοποιείται στο σημείο  ∗X   

όταν 

0~
2 >H , 0~

3 <H , 0~
4 >H ,… 

• η  ( )nxxxf ,...,, 21  ελαχιστοποιείται στο σημείο  ∗X   

όταν 

0~
2 <H , 0~

3 <H , 0~
4 <H ,… 

 

ΙΙ).  Θα  συζητήσουμε  τώρα  την  περίπτωση  κατά  την  οποία  οι 

περιορισμοί είναι δύο. 

  Μία πραγματική συνάρτηση  ( )nxxxf ,...,, 21  έχει μέγιστο ή ελάχιστο στο σημείο  

( ) ∈= ∗∗∗∗ T
nxxxX ,...,, 21 R n , 

κάτω από την αξίωση ότι στο εν λόγω σημείο πρέπει να ικανοποιούνται οι περιορισμοί 

( ) 1211 ,...,, Cxxxg n =∗∗∗  

και 

( ) 2212 ,...,, Cxxxg n =∗∗∗  

(όπου  1C  και  2C  είναι δεδομένες σταθερές τιμές), όταν ισχύουν οι ακόλουθες συνθήκες:  
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 1ο)ΣΥΝΘΗΚΕΣ ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΗΣ: Συμβολίζοντας με  

( ) ( ) ( )[ ]
( )[ ]n

nnn

xxxgC
xxxgCxxxfxxxL

,...,,
,...,,,...,,:,,,...,,

21222

21111212121

−−
−−=

λ
λλλ

 

την αντίστοιχη συνάρτηση Lagrange, έχουμε  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) 0,,,,

,,...,,,,

2121

21212211

21
===

===
∗∗∗∗∗∗

∗∗∗∗∗∗∗∗∗

λλλλ

λλλλλλ

λλ XLXL

XLXLXL n
 

όπου 

( ) ( ) ( )niX
x
LXL

i
i ,...,2,1,,:,, 2121 =

∂
∂

= ∗∗∗∗∗∗ λλλλ  

 και  

( ) ( )∗∗∗∗∗∗

∂
∂

= 2121 ,,:,, λλ
λ

λλλ XLXL  

για κάποιες κατάλληλες τιμές  ∗
1λ  και  ∗

2λ των παραμέτρων  1λ  και  2λ , αντιστοίχως.  

  Η παράμετροι 

1λ  και  2λ  

ονομάζονται πολλαπλασιαστές Lagrange. 
(Όταν το σύστημα των εξισώσεων των συνθηκών πρώτης τάξης:  

( ) 0,, 211 =∗∗∗ λλXL  

( ) 0,, 212 =∗∗∗ λλXL  

………….. 

( ) 0,, 21 =∗∗∗ λλXLn  

( ) 0,, 211
=∗∗∗ λλλ XL  

( ) 0,, 212
=∗∗∗ λλλ XL  

είναι  γραμμικό  και μεγάλο,  τότε  επιλύεται  χρησιμοποιώντας μία από  τις μεθόδους 

του Τρίτου Κεφαλαίου.) 
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 2ο)ΣΥΝΘΗΚΕΣ ΔΕΥΤΕΡΗΣ ΤΑΞΗΣ: Συμβολίζοντας με  

H~  

την τιμή της ορίζουσας  LH~det  του περιορισμένου Εσσιανού (Hessian) πίνακα της 

( )2121 ,,,...,, λλnxxxL  στο σημείο  ( )∗∗∗
21 ,, λλX : 

( ) ( )∗∗∗∗∗∗

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= 21

,2,1,,2,1

,22,21,22,22,1

,12,11,11,21,1

,22,21,2

,12,11,1

21 ,,

00
00

det,,~ λλλλ X

LLLgg

LLLgg
LLLgg
ggg
ggg

XH

nnnnnn

n

n

n

n

L

L

MOMMMM

L

L

L

L

 

όπου  

( )njni
xx
LL

ji
ji ,...,2,1,,...,2,1:

2

, ==
∂∂

∂
= ,  ( )ni

x
g

g
i

i ,...,2,1: 1
,1 =

∂
∂

=   και 

( )ni
x
g

g
i

i ,...,2,1: 2
,2 =

∂
∂

=  

καθώς και με 

2
~H , 3

~H ,…, nH~  

τις κύριες περιορισμένες ελάσσονες της ορίζουσας  H~ :  

( )∗∗∗

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= 21

2,21,22,22,1

2,11,11,21,1

2,21,2

2,11,1

3 ,,
00
00

det~ λλX

LLgg
LLgg
gg
gg

H , 
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( )∗∗∗

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= 21

3,32,31,33,23,1

3,22,21,22,22,1

3,12,11,11,21,1

3,22,21,2

3,12,11,1

4 ,,
00
00

det~ λλX

LLLgg
LLLgg
LLLgg
ggg
ggg

H  

…………………………………………………………………………. 

HH n
~~ = , 

τότε 

• η  ( )nxxxf ,...,, 21  μεγιστοποιείται στο σημείο  ∗X   

όταν 

0~
3 >H , 0~

4 <H , 0~
5 >H ,… 

ή 

0~
3 <H , 0~

4 >H , 0~
5 <H ,… 

• η  ( )nxxxf ,...,, 21  ελαχιστοποιείται στο σημείο  ∗X   

όταν 

0~
3 >H , 0~

4 >H , 0~
5 >H ,… 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 

  Η ρύπανση  Z  της ατμόσφαιρας από κάποιο εργοστάσιο δίνεται από την συνάρτηση 

( ) 22 22,, wywxyxwyxZZ +++==  

όπου  x , y  και  w  είναι ποσότητες από τρία είδη υλών που χρησιμοποιεί το εργοστάσιο αυτό. 

  Έστω ότι οι τιμές των υλών αυτών ανά μονάδα βάρους είναι  

2=xP ,  1=yP  και  1=wP , 

αντιστοίχως. 
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  Εάν το εργοστάσιο διαθέτει  24  νομισματικές μονάδες για την αγορά υλών ανά χρονική 

περίοδο,  και  εάν  είναι  απαραίτητο  για  την  καλή  λειτουργία  του  εργοστασίου  να 

καταναλίσκονται  8  μονάδες βάρους από τις ποσότητες  x  και  w ,  να ευρεθεί  το βέλτιστο 

επίπεδο από τις ποσότητες  x , y  και  w  που πρέπει να χρησιμοποιεί το εργοστάσιο αυτό, έτσι 

ώστε να επιτυγχάνεται η ελαχιστοποίηση της ρύπανσης της ατμόσφαιρας. 

 

(ΥΠΟΔΕΙΞΗ  

  Στο Πρόβλημα αυτό έχουμε τον περιορισμό του κόστους:  

242)( =++=++ wyxwPyPxP wyx  

και τον περιορισμό καλής λειτουργίας:  

8=+ wx . 

  Σύμφωνα με τους περιορισμούς αυτούς, το Πρόβλημα γράφεται υπό την μορφή:  

( )22
,, 22),,(min wywxyxwyxZZwyx +++==  

όταν 

( ) 242,,1 =++= wyxwyxg  

( ) 8,,2 =+= wxwyxg  

  Η συνάρτηση Lagrange είναι  

( ) [ ] [ ]wxwyxwywxyxwyxL −−−−−−−+++= 822422,,,, 22 μλμλ . 

  Άρα, το σύστημα των εξισώσεων των συνθηκών πρώτης τάξης έχει ως εξής:  

022
0222
8
242

=−+

=−−+

−=−−

−=−−−

∗∗∗

∗∗∗∗

∗∗

∗∗∗

λ

μλ

wx
yx

wx
wyx

 

022 =−−+ ∗∗∗∗ μλwy . 

Να λυθεί το ως άνω σύστημα χρησιμοποιώντας την μέθοδο Gauss.) 
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V.2.3.23.  ΜΙΑ  ΜΕΘΟΔΟΣ  ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ  ΕΠΙΛΥΣΗΣ  ΣΥΝΗΘΩΝ 
ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ 2ης ΤΑΞΗΣ 

 

  Δίνεται η Διαφορική Εξίσωση 2ης τάξης 

( ) ( ) ( )tRytQ
dt
dytP

dt
yd

++=2

2

 

με αρχικές συνθήκες 

( ) 0yay =  και  ( ) 0yay ′=′ . 

  Ζητείται ο προσδιορισμός της τιμής  ( )by  της λύσης  y  στο σημείο b . 

(  Προς  τούτο,  θέτουμε  at =:0 ,  btn =:   και  διαμερίζουμε  το  διάστημα  [ ]ba,   σε  n   ίσα 

υποδιαστήματα μήκους  h :  

[ ]1, +ii tt  με 
n

abh −
= ( )1,...,2,1,0 −= ni  

__________________________________________________ 

0ta =     1t     2t     3t                                                 1−nt     btn =  

  Ακολούθως, αντικαθιστώντας στην δοθείσα εξίσωση τις θεωρητικές εκφράσεις  των δύο 

παραγώγων: 

2

2

dt
yd

 και 
dt
dy

 

με τις αντίστοιχες προσεγγιστικές εκφράσεις των παραγώγων: 



Ν. ΔΑΡΑΣ 
ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

ΤΟΜΟΣ ΙΙΙ 

 

ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  111 

 

2
11 2

h
yyy iii −+ +−

 και 
h

yy ii 11 −+ − ( )1,...,2,1 −= ni , 

οδηγούμαστε στο παρακάτω σύστημα γραμμικών εξισώσεων:  

( ) ( ) ( ) ( )1,...,2,122242 1
2

1 −==−+−−++ +− niRhyhPyQhyPh iiiiiii , 

όπου χρησιμοποιήσαμε τους συμβολισμούς:  

( )ii tPP = ,  ( )ii tQQ =  και  ( )ii tRR = ( )1,...,2,1 −= ni .) 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 

  Εφαρμόζοντας την ανωτέρω μέθοδο επίλυσης Διαφορικών Εξισώσεων για  5=n ,  0=a , 

5.0=b  και  1.0=h , να επιλύσετε την Διαφορική Εξίσωση:  

( )ty
dt
dy

dt
yd 200sin200002000004002

2

−−−= , 

χρησιμοποιώντας  

(i).  την μέθοδο Gauss 

(ii). την μέθοδο Jacobi. 
 

V.2.3.24.  ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ  ΕΠΙΛΥΣΗ  ΤΗΣ  ΜΟΝΟΔΙΑΣΤΑΤΗΣ  ΕΞΙΣΩΣΗΣ 
ΔΙΑΔΟΣΗΣ ΤΗΣ ΘΕΡΜΟΤΗΤΑΣ: Η ΜΕΘΟΔΟΣ CRANK‐NICOLSON 

  Θεωρούμε μία (ομοιόμορφη) ράβδο, μήκους L  και με μικρή διατομή σ  και τέτοια ώστε 

να μην μεταφέρεται θερμότητα στην επιφάνειά της. 

  Παίρνουμε  ως  άξονα  των  x   την  διεύθυνση  της  ράβδου  και  δίνουμε  στη  θερμοκρασία 

( )txu ,  μία αυθαίρετη αρχική κατανομή  

( ) ( )xfxu =0, . 

  Ο ρυθμός με τον οποίο η θερμότητα διαδίδεται στην ράβδο είναι  
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tu ∂∂ , 

ενώ  η  θερμότητα  κινείται  προς  την  διεύθυνση  της  πτώσης  της  θερμοκρασίας  κατά  τέτοιον 

τρόπο ώστε:  

( ) ( ) ( )
2

2,,
x

dxu
x

txu
x

tdxxu
∂

∂
+

∂
∂

=
∂
+∂

. 

  Προκύπτει η εξίσωση:  

 

2

2
2

x
u

t
u

∂
∂

=
∂
∂ α (: Εξίσωση Θερμότητας). 

 

  Θέτοντας  12 =α , η εξίσωση αυτή γίνεται:  

2

2

x
u

t
u

∂
∂

=
∂
∂

.     (1) 

  Θα  δώσουμε  την  λύση  της  τελευταίας  γνωρίζοντας  κάποιες  αρχικές  συνθήκες  με  την 

Μέθοδο Crank‐Nicolson. 

(  Πριν προχωρήσουμε,  θα υπενθυμίσουμε  τον ορισμό μερικών εννοιών με πεπερασμένες διαφορές, 

όπως αυτές είχαν θεωρηθεί αρχικά στην σελίδα  25  του δεύτερου Τόμου και εφαρμοσθεί αργότερα στην 

σελίδα  161155 −  του ιδίου Τόμου. 

ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΕΣ ΔΙΑΦΟΡΕΣ 

  Όπως  είναι  γνωστό  οι  συναρτήσεις  ( )hsv +   και  ( )hsv −   αναπτύσσονται 

κατά Taylor ως εξής:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4
32

!3!2!1
hsuhsvhsvhsvhsv Ο+′′′+′′′+′′+=+ (2) 

και  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4
32

!3!2!1
hsvhsvhsvhsvhsv Ο+′′′−′′+′−=− .      (3) 
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ΚΕΝΤΡΙΚΕΣ ΔΙΑΦΟΡΕΣ 

  Αφαιρώντας κατά μέλη τις (2) και (3), λαμβάνουμε 

( ) ( ) ( ) ( )32 hsvhhsvhsv Ο+′=−−+  

οπότε κατά προσέγγιση μπορούμε να γράψουμε  

( ) ( ) ( )
h

hsvhsvsv
2

−−+
=′ .      (4) 

  Προσθέτοντας τις (2) και (3), έχουμε 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2
h

hsvsvhsvsv −+−+
=′′ .      (5) 

Οι ανωτέρω Σχέσεις (4) και (5) δίνουν προσεγγιστικούς Τύπους για τον υπολογισμό των 

παραγώγων 1ης και 2ης τάξης με Κεντρικές Διαφορές. 

ΠΡΟΣ ΤΑ ΕΜΠΡΟΣ ΔΙΑΦΟΡΕΣ 

Από την Σχέση (2), παίρνουμε 

( ) ( ) ( )[ ] ( )hsvhsv
h

sv Ο+−+=′ 1
 

και προσεγγιστικά 

( ) ( ) ( )[ ]xvhxv
h

xv −+=′ 1
.      (6) 

Η Σχέση αυτή δίνει προσεγγιστικό Τύπο για τον υπολογισμό των παραγώγων 1ης τάξης 

με προς τα Εμπρός Διαφορές.  

ΠΡΟΣ ΤΑ ΠΙΣΩ ΔΙΑΦΟΡΕΣ 

Από την Σχέση (3), παίρνουμε 

( ) ( ) ( )[ ] ( )hhxvxv
h

xv Ο+−−=′ 1
 

και προσεγγιστικά 

( ) ( ) ( )[ ]hxvxv
h

xv −−=′ 1
.      (7) 

Η Σχέση αυτή δίνει προσεγγιστικό Τύπο για τον υπολογισμό των παραγώγων 1ης τάξης 

με προς τα Πίσω Διαφορές.) 
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Η Αριθμητική Μέθοδος Grank‐Nicolson. 

  Έστω η Διαφορική Εξίσωση της Μονοδιάστατης Διάδοσης της Θερμότητας:  

2

2

x
u

t
u

∂
∂

=
∂
∂

, 

με αρχικές συνθήκες 

( ) ( )
( ) ( ) 0,

0,0
≥∀=
≥∀=

tthtLu
ttgtu

 

          και 

( ) ( ) [ ]Lxxfxu ,00, ∈∀= . 

  Ζητείται να προσεγγισθεί η τιμή  

( )NM txu ,  

της λύσης στο σημείο  ( )LxM ≤  κατά την χρονική στιγμή  Nt . 

  Προς τούτο, διαμερίζουμε το διάστημα  

[ ]Mx,0  

σε  M  μικρότερα υποδιαστήματα  

[ ] ( )Mixx ii ,...,2,1,1 =−  

εκάστου μήκους  h , καθώς και το χρονοδιάστημα  

[ ]Nt,0  

σε  N  μικρότερα  

[ ] ( )Nitt ii ,...,2,1,1 =−  

υποδιαστήματα εκάστου μήκους  k . 

  Ζητείται να προσεγγισθούν οι τιμές  

( )ii txu ,  

της λύσης στα σημεία  ( )Lxi ≤  κατά τις χρονικές στιγμές  it . 

  Συμβολισμός: Στην συνέχεια, εάν  hixi =  και  kjy j = , τότε θα συμβολίζουμε με 

jiu ,  
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την τιμή  ( )kjhiu ,  της συνάρτησης  ( )ii txu ,  στο σημείο  ( ) ( )kjhitx ii ,, = . 

  Αντικαθιστώντας τις παραγώγους 1ης και της 2ης τάξης  

tu ∂∂  και  22 xu ∂∂  

στην  δοθείσα  Διαφορική  Εξίσωση  με  τις  αντίστοιχες  προσεγγίσεις  τους,  όπως  αυτές 

καθορίσθηκαν ανωτέρω με χρήση των εμπρός διαφορών, λαμβάνουμε την εξίσωση:  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +−
+

+−
=

− +−++++−+
2

,1,,1
2

1,11,1,1,1, 22
2
1

h
uuu

h
uuu

k
uu jijijijijijijiji

, 

οπότε,  θέτοντας  ( )2hkr = ,  οδηγούμαστε  στο  ακόλουθο  αριθμητικό  σχήμα  που  είναι 

γνωστό ως Μέθοδος Crank‐Nicolson: 

Για κάθε  Nj ,...,2,1,0= , να επιλυθεί το σύστημα:  

( ) ( ) jjjj urururur ,2,11,21,1 2222 +−=−+ ++  

( ) ( )
)1,...2(

2222 ,1,,11,11,1,1

−=

+−+=−++− +−++++−

Mi

urururururur jijijijijiji
 

( ) ( ) jMjMjMjM urururur ,,11,1,1 2222 −+=++− −++−  

με αρχικές συνθήκες  

( )jj tgu =,0 ,  ( )jjL thu =,  και  ( )ii xfu =0,  

για κάθε  Mi ,...2,1=  και  Nj ,...,2,1,0= . 
 

  Είναι  σαφές  ότι  για  κάθε  Nj ,...,2,1,0=   προκύπτει  ένα  τριδιαγώνιο  σύστημα  M  

εξισώσεων με  M  αγνώστους:  



ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

ΤΟΜΟΣ ΙΙΙ 
Ν.ΔΑΡΑΣ 

 

116  ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  

 

( )
( )
( )

( ) ⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−+=

+−+=
+−+=
+−=

=
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⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞
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⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−
−+−Ο

Ο−+−
−+

−

+

+

+

+

jMjMM

jjj

jjj

jj

jM

j

j

j

urrud

ruurrud
ruurrud
ruurd

u

u
u
u

rr
rrr

rrr
rr

,,1

,4,3,23

,3,2,12

,2,11

1,

1,3

1,2

1,1

)22(

)22(
)22(
)22(

22
22

22
22

M

M

OOO

 

Το σύστημα αυτό μπορεί να επιλυθεί ως προς  

( )Nj

u

u
u
u

jM

j

j

j

,...,1,0

1,

1,3

1,2

1,1

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

+

+

+

M

 

χρησιμοποιώντας  μία  κατάλληλη  μέθοδο  επίλυσης  συστημάτων  γραμμικών  εξισώσεων, 

όπως αυτές που περιγράφηκαν στο τρίτο Κεφάλαιο του Βιβλίου. 

Παρατήρηση.  Η  μέθοδος  Crank‐Nicolson  είναι  ευσταθής  όταν  η  παράμετρος  r   παίρνει 

τιμές οι οποίες βρίσκονται κοντά στον αριθμό 1. ■ 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 
  Εφαρμόζοντας την ανωτέρω μέθοδο επίλυσης, να επιλύσετε την διαφορική εξίσωση:  

2

2

x
u

t
u

∂
∂

=
∂
∂

, 

με βήματα  1.0=h ,  01.0=k  και  1=r , όταν  

( ) ( ) 00,1,00,0 ≥∀=≥∀= ttuttu  και  ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈∀=

2
1,020, xxxu . 
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V.3. ΕΠΙΛΕΓΜΕΝΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 

V.3.1. ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΠΡΩΤΟ: 

ΣΥΣΤΗΜΑ  ΓΕΝΝΗΤΟΡΑΣ  ΤΗΣ  ΟΜΑΔΑΣ  ΤΩΝ  ΠΙΝΑΚΩΝ  ΜΕ 
ΟΡΙΖΟΥΣΑ ΙΣΗ ΜΕ 1. ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΟΡΙΖΟΥΣΑΣ ΠΙΝΑΚΑ 

  Σε ό,τι ακολουθήσει, θα συμβολίζουμε  

 με K  το R  ή το C ,  

 με  )(n KM  το σύνολο των τετραγωνικών πινάκων τάξης n και με στοιχεία αριθμούς του 

K , και  

 με  Ι  τον μοναδιαίο πίνακα του  )(n KM . 

Μέρος 1ο 

  Μέχρι και το Ερώτημα Ι.4, θα υποθέσουμε ότι  2≥n . 

Ι.1.(α). Συμβολίζουμε με  j,iE   τον  nn×  πίνακα του οποίου όλα τα στοιχεία  ισούνται με  0  

εκτός  από  το  στοιχείο  που  βρίσκεται  στην  τομή  της  −i γραμμής  και  της  −j στήλης  και  που 

είναι ίσο με 1.  

  Δείξτε ότι: 

rjqkrqkj EEE ,,,, ⋅=⋅ δ , 

όπου  q,kδ  είναι το σύμβολο Krönecker: 

⎩
⎨
⎧

≠
=

=
.,0

,1
, qkav

qkav
qkδ  
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(β). Έστω  )(A n KM∈ .  

  Δείξτε ότι το άθροισμα μίας γραμμής του  A  και ενός αριθμητικού πολλαπλασίου μίας 

άλλης  γραμμής  του  A   μπορεί  να  πραγματοποιηθεί  μετά  από  ένα  πολλαπλασιασμό  από  τα 

αριστερά  του  πίνακα  A   με  έναν  κατάλληλα  επιλεγμένο  πίνακα.  Δείξτε  ότι  μπορούμε  να 

πραγματοποιήσουμε  μία  ανάλογη  πράξη  με  τις  στήλες  του  A ,  χρησιμοποιώντας  ένα 

πολλαπλασιασμό από τα δεξιά.  

Ι.2. Υποθέτουμε ότι η πρώτη γραμμή του  )(A n KM∈  περιέχει τουλάχιστον ένα μη μηδενικό 

στοιχείο.  

  Δείξτε  ότι  υπάρχουν  πίνακες  P   και  Q ,  που  είναι  γινόμενα  πινάκων  της  μορφής 

jiE ,⋅+ λI  ( K∈λ  και  ji ≠ ), τέτοιοι ώστε ο πίνακας  QAP ⋅⋅  να είναι της μορφής:  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

==⋅⋅

0

0
001

B
BQAP

   
   

M

L

 

Ι.3.Υποθέτουμε ότι η τάξη  rangA  του πίνακα  )(A n KM∈  είναι  0>r .  

  Να δειχτεί  ότι υπάρχουν πίνακες  P   και  Q ,  που είναι  γινόμενα πινάκων  της μορφής 

jiE ,⋅+ λI  ( K∈λ  και  ji ≠ ), τέτοιοι ώστε:  

  B′  
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⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
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⎜
⎜

⎝

⎛

==⋅⋅

0

0
0

1

1
1

O

O

dBQAP  

με το στοιχείο  0≠d  να βρίσκεται στην  −r θέση πάνω στην διαγώνιο.  

  Επί πλέον, να δειχτεί ότι εάν  nr <  τότε μπορούμε να επιλέξουμε  1=d . 

Ι.4. Να συμπεράνετε ότι η ομάδα  )(Sn K , των τετραγωνικών πινάκων τάξης ίσης με  n  και με 

ορίζουσα ίση με 1, παράγεται από πίνακες της μορφής  jiE ,⋅+ λI  ( K∈λ  και  ji ≠ ). 

Ι.5. Στην συνέχεια του Προβλήματος θα υποθέτουμε ότι  3≥n .  

  Δείξτε ότι κάθε πίνακας της μορφής  jiE ,⋅+ λI  ( K∈λ  και  ji ≠ ) γράφεται σαν ένας 

μεταθέτης πινάκων της ίδιας μορφής:  

][:I BABABAE ji ,11
, =⋅⋅⋅=⋅+ −−λ , 

όπου  jiji EBEaA ,, , ⋅+=⋅+= βII  ( KK ∈∈ β,a και  ji ≠ ). 

Μέρος 2ο 

Υπενθυμίζουμε πως έχουμε υποθέσει ότι  3≥n . 

O 

O 
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Έστω φ  μία απεικόνιση του  )(n KM  μέσα στο  K , που ικανοποιεί τις ακόλουθες δύο 

συνθήκες: 

(*)  ( ) ( ) ( )BABA φφφ =⋅ ,  )(A n KM∈∀  και  )(B n KM∈∀ , 

(**)  για  κάθε  διαγώνιο  πίνακα  D ,  η  εικόνα  ( )Dφ   είναι  το  γινόμενο  των 

διαγώνιων στοιχείων του  D . 

ΙI.1. Για κάθε ζεύγος δεικτών  ( )ji,ι , διάφορων μεταξύ τους και τοποθετημένων ανάμεσα στο 

1 και το  n , θέτουμε:  

)()( , jiEttf ⋅+= I: φ  ( K∈t ). 

  Δείξτε ότι  1)( =tf  για κάθε  K∈t . 

ΙΙ.2. Να δειχτεί ότι  )det()( XX =φ  για κάθε πίνακα  X  του  )(n KM . 

Μέρος 3ο 

Υποθέτουμε πάντα ότι  3≥n . Έστω ψ  μία απεικόνιση του  )(n KM  μέσα σ’ ένα σύνολο 

E , τέτοια ώστε: 

( ) ( )YZXZYX ⋅⋅=⋅⋅ ψψ  

για κάθε τριάδα πινάκων  X , Y  και  Z  του  )(n KM . 

ΙΙΙ.1. Αποδείξτε ότι, για κάθε πίνακα  )(X n KM∈  και για κάθε πίνακα  )(KMK nn )(SU ⊂∈ , 

ισχύει ότι: 
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)()() XUXU(X ⋅==⋅ ψψψ  

ΙΙΙ.2. Για κάθε  }{ 1n,...,2,1r −∈ , θέτουμε: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

OO

OI
:

r

rX  

όπου  rI  είναι ο μοναδιαίος πίνακας που έχει  r  γραμμές και  r  στήλες. 

(α). Δείξτε ότι για  )(A n KM∈  και  )(B n KM∈ , τέτοιους ώστε: 

nrrangBrangA <+= , 

ισχύει ότι: 

)() B(A ψψ = . 

(β). Να δειχτεί ότι υπάρχει ένας πίνακας Y  τάξης  r  τέτοιος ώστε : 

rr XYX ⋅=−1  και  YXY r ⋅= . 

(γ). Να συμπεράνετε ότι η απεικόνιση ψ   παίρνει  την  ίδια  τιμή για όλους  τους πίνακες που 

έχουν τάξη μικρότερη από  n . 

ΙΙΙ.3. Καταλήξτε διαπιστώνοντας την αλήθεια της συνεπαγωγής: 

)())det()det( Y(XYX ψψ =⇒=  

για κάθε  )(X n KM∈  και  )(Y n KM∈ . 
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V.3.2. ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΔΕΥΤΕΡΟ:

ΣΥΓΚΡΙΣΗ  ΤΩΝ  ΙΔΙΟΤΗΤΩΝ  ΤΩΝ  ΔΑΚΤΥΛΙΩΝ  )(RM 2   ΚΑΙ 

)(CM 2 .  Ο  ΠΙΝΑΚΑΣ  a∙I  ΕΙΝΑΙ ΜΕΤΑΘΕΤΗΣ  ΤΗΣ  ΟΜΑΔΑΣ 

),n(GL C  ΕΑΝ ΚΑΙ ΜΟΝΟΝ ΕΑΝ an=1 

Σε ό,τι ακολουθήσει, θα συμβολίζουμε  

 με K  το R  ή το C ,  

 με  )(n KM   το  σύνολο  των  τετραγωνικών  πινάκων  τάξης  n   και  με  στοιχεία αριθμούς 

του K , και  

 με  Ι  τον μοναδιαίο πίνακα του  )(n KM .  

  Ακόμη, συμβολίζουμε  

 με  ),( KnGL την ομάδα των αντιστρέψιμων πινάκων του  )(n KM  και  

 με  ),( KnSL  την υποομάδα όλων των πινάκων του  ),( KnSL  που έχουν ορίζουσα ίση 

με 1.  

  Εάν  )(A n KM∈ , τότε το σύμβολο  TA  αναπαριστά τον ανάστροφο πίνακα του Α, ενώ 

το  σύμβολο  ( )Atr   είναι  το  ίχνος  του  A ,  δηλαδή  το  άθροισμα  των  στοιχείων  του  Α  που 

βρίσκονται πάνω στην κύρια διαγώνιό του.  

  Ονομάζουμε μεταθέτη  κάθε πίνακα  της μορφής  VUVU ⋅⋅⋅ −1 ,  όπου  ),( KnGLU ∈  

και  ),( KnGLV ∈ .  

  Μία  υποομάδα  H   μίας  ομάδας  G   λέγεται  κανονική,  εάν:  Hh∈   και 

HghgGg ∈⋅⋅⇒∈ −1 . 
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Μέρος 1ο 

Ι.1. Στο Eρώτημα αυτό θα εξετασθεί η δυνατότητα χαρακτηρισμού  των ομοίων πινάκων του 

)(CM 2 . 

(α).  Έστω  )(A CM 2∈ .  Δείξτε  ότι  υπάρχει  πίνακας  )2,( CGLP∈ ,  τέτοιος  ώστε  ο  πίνακας 

1−⋅⋅= PAPB  να είναι της μορφής: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
λ

λ
0

1
 ή  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2

1

λ
λ
0

0
 

με  C∈21 λλλ ,, . 

(β). Από το προηγούμενο Υποερώτημα να συνάγετε ότι εάν τα στοιχεία  1A και  2A  του  )(CM 2  

δεν είναι της μορφής  Ι⋅a  ( C∈a ), τότε οι πίνακες  1A και  2A  είναι όμοιοι μεταξύ τους εάν και 

μόνον εάν: 

( ) ( )21 AtrAtr =  

και 

( ) ( )21 detdet AA =  

I.2. Στο Ερώτημα αυτό θα εξετασθεί η δυνατότητα χαρακτηρισμού των μεταθετών του  )(CM 2 . 

(α).  Να  επαληθεύσετε  το  γεγονός  ότι  εάν  ο  πίνακας  A   είναι  ένας  μεταθέτης,  τότε  και  ο 

πίνακας  1−⋅⋅ PAP  είναι μεταθέτης, για οποιοδήποτε  )2,( CGLP∈ . 

(β). Εάν U  και V  είναι οι δύο ακόλουθοι πίνακες του  )(CM 2 : 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

01
10

U  και  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0
0
i

i
V , 

όπου  C∈−= 1i , υπολογίστε το γινόμενο: 

11 −− ⋅⋅⋅ VUVU . 
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(γ). Έστω  a  ένας μιγαδικός αριθμός, που είναι διάφορος των  0  και  i± .  

  Για κάθε  C∈β , να βρεθεί το ίχνος  ( ))(βXtr  του πίνακα: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−+
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−

− 11
1

0
0

11
1

0
0

)(
1

1

ββ
β
β

β
a

a
a

a
X , 

και,  στην  συνέχεια,  να  δείξετε  ότι  εάν  I±≠A   είναι  ένας  πίνακας,  του  οποίου  η  ορίζουσα 

ισούται  με  1,  τότε  υπάρχει  ένας  αριθμός  C∈β   τέτοιος  ώστε  ο  A   να  είναι  όμοιος  με  τον 

( )βX ). 

(δ). Για κάθε  )(A CM 2∈ , να αποδείξετε ότι οι επόμενες δύο συνθήκες είναι ισοδύναμες: 

• 1det =A , 

• 11 −− ⋅⋅⋅= VUVUA , για κάποιους πίνακες  )2,(, CSLVU ∈ . 

Ι.3. Θα συζητήσουμε τώρα την δυνατότητα διάσπασης σε γινόμενο δύο συμμετρικών πινάκων 

μέσα στο σύνολο  )(CM 2 . 

(α). Να δειχθεί ότι για κάθε  )(A CM 2∈  υπάρχει  )2,( CGLP∈  τέτοιος ώστε: 

1−⋅⋅= PSPA  , 

για κάποιον συμμετρικό πίνακα  S . 

(β). Να εξηγήσετε γιατί κάθε πίνακας  )(A CM 2∈  μπορεί να γραφεί υπό την μορφή: 

21 SSA ⋅= , 

όπου οι πίνακες  1S και  2S  είναι συμμετρικοί και, ιδιαίτερα, ο  2S είναι αντιστρέψιμος. 

I.4. Στο Ερώτημα τούτο, θα ασχοληθούμε με τις κανονικές υποομάδες του  )2,( CSL .  

(α).  Έστω  H   μία  κανονική  υποομάδα  του  )2,( CSL .  Να  δείξετε  ότι  εάν  η  υποομάδα  H  

περιέχει  έναν πίνακα  I±≠A ,  τότε  θα περιέχει  οπωσδήποτε  έναν  πίνακα που θα  είναι  μίας 

από τις ακόλουθες δύο μορφές:  
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= −10

0
λ

λ
0X  με  12 ≠λ ,  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
11

1X . 

(β). Για κάθε  C∈a  και  }{0−∈Cc , τέτοια ώστε: 

122 =+ ca , 

να δειχθεί ότι ο πίνακας: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

10
11

10
11

)(
ac
ca

ac
ca

cZ  

είναι  διαγωνοποιήσιμος,  Από  αυτό  να  συνάγετε  ότι  η  υποομάδα  H   περιέχει  πάντοτε  έναν 

πίνακα της μορφής  0X . 

(γ). Να αποδείξετε ότι: 

)2,( CSLH = , 

και να προσδιορίσετε όλες τις κανονικές υποομάδες της ομάδας  ),2( CSL . 

Ι.5. Θα μελετήσουμε τώρα την διατύπωση ενός χαρακτηρισμού των ομοίων πινάκων μέσα στο 

σύνολο  )(RM 2 . 

(α).  Έστω  ένας  αναστρέψιμος  πίνακας  QiP +   του  )(CM 2 ,  όπου  P ,Q   είναι  στοιχεία  του 

)(RM 2  και όπου  1−=i .  

  Δείξτε ότι υπάρχει ένας πραγματικός αριθμός  λ , τέτοιος ώστε ο πίνακας  QP ⋅+ λ  να 

είναι αντιστρέψιμος. Από αυτό να συμπεράνετε πως εάν δύο πίνακες του  )(RM 2  είναι όμοιοι 

τότε οι ίδιοι πίνακες είναι επίσης όμοιοι μέσα στο  )(CM 2 .  

(β).  Αποδείξτε  ότι  για  κάθε  )(A RM 2∈ ,  υπάρχει  )2,( CGLP∈ ,  έτσι  ώστε  το  γινόμενο 

1−⋅⋅= PAPB  να είναι της μορφής: 
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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λ
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1
 ή  ⎟⎟

⎠

⎞
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⎝

⎛

2

1

λ
λ
0

0
 ή  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
a

a
β

β
, 

όπου οι αριθμοί  21 λ,λ,λ ,  a  και  β  ανήκουν στο R . 

(γ). Να δικαιολογήσετε γιατί εάν τα στοιχεία  1A και  2A  του  )(RM 2  δεν είναι της μορφής  Ι⋅a  

( R∈a ) τότε είναι όμοια μεταξύ τους όταν και μόνον όταν  

( ) ( )21 AtrAtr =  και   ( ) ( )21 detdet AA = . 

Ι.6. Στην συνέχεια, θα δώσουμε έναν χαρακτηρισμό του  )(RM 2 . 

(α). Ας υποθέσουμε ότι ο πραγματικός αριθμός  a  είναι διάφορος των αριθμών  1,1,0 +−  και 

ότι ο πίνακας  A  ανήκει στο σύνολο  I}{±−)2,( RSL .  

  Δείξτε ότι υπάρχει  R∈β  τέτοιο ώστε ο πίνακας  ( )βX  να είναι όμοιος με τον  A , και, 

μετά, ότι εάν  I}{−−∈ )2,( RSLA  τότε ο πίνακας  A  είναι της μορφής: 

11 −− ⋅⋅⋅= VUVUA , 

όπου  )2,( RSLU ∈  και  )2,( RSLV ∈ . 

(β). Έστωσαν  )2,( RSLU ∈  και  )2,( RSLV ∈  τέτοια ώστε: 

UVVU ⋅−=⋅ . 

  Αφού αποδείξετε ότι  ( ) 0=Utr  και ότι ο πίνακας U  είναι όμοιος με τον πίνακα: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
01
10

, 

να  διαπιστώσετε  ότι  ο  πίνακας  V   δεν  μπορεί  να  ανήκει  στην  υποομάδα  )2,( RSL   και  να 

προσδιορίσετε το σύνολο των μεταθετών της μορφής: 

11 −− ⋅⋅⋅ BABA , 

με  )2,( RSLA∈  και  )2,( RSLB∈ . 
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Ι.7.  Στο  Ερώτημα  αυτό  θα  πραγματευθούμε  το  ζήτημα  της  διάσπασης  σε  γινόμενο  δύο 

συμμετρικών πινάκων μέσα στο σύνολο  )(RM 2 .  

  Προς  τούτο,  ας  θεωρήσουμε  έναν  τυχαίο  πίνακα  )(A RM 2∈ .  Σύμφωνα  με  το 

Υποερώτημα Ι.3.(β), ο  A  μπορεί να γραφεί υπό την μορφή: 

21 SSA ⋅= , 

όπου οι πίνακες  1S και  2S  είναι μιγαδικοί, συμμετρικοί και ιδιαίτερα ο  2S είναι αντιστρέψιμος. 

Θέτουμε: 

21
-
2 : TiTS ⋅+=1 , 

211 : TiTS ′⋅+′= , 

όπου  1−=i  και όπου  121 T,T,T ′  και  2T ′  είναι πίνακες με στοιχεία πραγματικούς αριθμούς. 

(α). Να δείξετε ότι για κάθε  C∈λ  ισχύει: 

2121 TTTTA ′⋅+′=⋅+⋅ λλ )( . 

  Μετά, να δείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένας πραγματικός αριθμός  λ , τέτοιος ώστε 

ο πίνακας: 

21 TT ⋅+ λ  

να είναι αντιστρέψιμος. 

(β). Αιτιολογείστε  γιατί  κάθε  πραγματικός  πίνακας  A ,  που  έχει  τάξη  ίση  με  2 ,  μπορεί  να 

γραφεί υπό την μορφή: 

21 SSA ′⋅′= , 

όπου  οι  πίνακες  1S ′   και  2S ′   είναι  πραγματικοί  και  συμμετρικοί  και  ιδιαίτερα  ο  2S ′   είναι 

αντιστρέψιμος. 

Ι.8.  Στο  τελευταίο  αυτό  Ερώτημα  του  πρώτου  Μέρους  της  Άσκησης,  θα  επιχειρηθεί  ο 

χαρακτηρισμός των κανονικών υποομάδων της ομάδας  )2,( RSL . 
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(α). Έστω  H  μία κανονική υποομάδα αυτής της  )2,( RSL , που περιέχει έναν πίνακα  I±≠A . 

Δείξτε ότι η  H  περιέχει οπωσδήποτε έναν πίνακα με μία από τις ακόλουθες μορφές: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= −10

0
λ

λ
0X , με  12 ≠λ ,  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
11

1X , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

ac
ca

X 2 , με  0≠c  . 

(β).  Στην  συνέχεια,  εξηγήστε  γιατί  η  υποομάδα  H   περιλαμβάνει  πάντοτε  έναν  πίνακα  της 

μορφής  0X . 

(γ). Προσδιορίστε όλες τις κανονικές υποομάδες της ομάδας  )2,( RSL .  

Μέρος 2ο 

Έστω  E  ένας διανυσματικός χώρος διάστασης  1<n  υπεράνω του C  και έστω  1≠a  

ένας μιγαδικός αριθμός τέτοιος ώστε: 

1=na . 

Ας συμβολίσουμε με  p  τον πιο μικρό από τους ακεραίους  r , που έχουν την ιδιότητα: 

1=ra . 

ΙΙ.1. Δείξτε ότι ο αριθμός  p  διαιρεί τον αριθμό  n . 

ΙΙ.2. Θέτουμε  mpn =:  και θεωρούμε την πεπερασμένη ακολουθία: 

)10( −≤≤ piEi :   

των  p  διανυσματικών χώρων διάστασης m  που είναι τέτοιοι ώστε: 

i
p
i EE 1

0
−
=⊕= . 

  Ας ορίσουμε τον αυτομορφισμό  EEu →: , θέτοντας: 
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) ,(: 10  )( −≤≤∈⋅= piExxaxu i
i . 

  Δείξτε την ισοδυναμία των ακόλουθων συνθηκών, για έναν αυτομορφισμό ν του Ε: 

(i).  uvavu oo ⋅=  

(ii).  1+= ii EEv )(  για  20 −≤≤ pi   

         και 

          01 EEv p =− )( . 

ΙΙ.3. Έστω ένας μιγαδικός αριθμός  a  διάφορος του μηδενός.  

  Να αποδειχθεί ότι ο πίνακας  Ι⋅a  είναι ένας μεταθέτης της ομάδας  ),( CnGL  εάν και 

μόνον εάν: 

1=na . 

ΙΙ.4. Έστω τέλος μία πρωτεύουσα τρίτη ρίζα  a  της μονάδας.  

  Προσδιορίστε  επακριβώς  δύο  στοιχεία  U   και  V   της  ομάδας  ),3( CSL   που  είναι 

τέτοια ώστε: 

I⋅=⋅⋅⋅ −− aVUVU 11 . 
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V.3.3. ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΡΙΤΟ: 

ΜΕΛΕΤΗ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ:  

2x
xcosArcx a . 

ΜΕΘΟΔΟΣ NEWTON 

1.  Έστω  f   η  πραγματική  συνάρτηση,  που  ορίζεται  σε  κάθε  μη  μηδενικό  στοιχείο  x   του 

κλειστού διαστήματος  [ ]1,1−  σύμφωνα με τον Τύπο: 

2

cos)(
x

xArcxf = . 

  Προσδιορίστε τον τόπο παραγώγισης της  f  και υπολογίστε την παράγωγο  

)(xf ′ . 

2. Έστω  g  η πραγματική συνάρτηση που ορίζεται σε κάθε σημείο του  [ [1,0  από τον Τύπο: 

g(x)= 
)(3 xfx ′ ,    εάν  10 << x  

0 ,                εάν  0=x . 

(α). Μελετήστε την συνάρτηση  g . 

(β).  Από  την  παραπάνω  μελέτη  να  συνάγετε  ότι  μέσα  στο  ανοικτό  διάστημα  ] [1,0   η 

παράγωγος  f ′  της  f  έχει μοναδική ρίζα. Εάν  a  είναι αυτή η ρίζα, τότε να δείξετε ότι: 

1
2
2

<< a  . 

(γ). Κατασκευάστε τον πίνακα μεταβολών της  f . 
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3.(α).  Επαληθεύστε  το  γεγονός  ότι  η  f   είναι  δύο  φορές  συνεχώς  διαφορίσιμη  σε  κάθε 

σημείο του ανοικτού διαστήματος  ] [1,0  και υπολογίστε την δεύτερη παράγωγο  f ′′  της  f . 

(β). Μελετήστε την επόμενη συνάρτηση: 

[ [→1,0:h R ( ) ( )
⎩
⎨
⎧

=
<<′′

=
.00

10
::

4

xav
xavxfx

xhx a  

4. Θέτουμε:  

aArcsin:=β . 

  Πρόθεσή μας είναι η εύρεση μίας προσεγγιστικής τιμής του αριθμού  β , με ακρίβεια 

της τάξης του  810− , χρησιμοποιώντας μία επαναληπτική μέθοδο. 

(α). Δείξτε ότι, μέσα στο ανοικτό διάστημα  []
2

,0 π
,  ο αριθμός  β   είναι η μοναδική ρίζα  της 

εξίσωσης: 

yytg 2= , 

και δώστε μία προσεγγιστική τιμή του  β  με ακρίβεια της τάξης του  110− . 

(β). Ας θεωρήσουμε την επαναληπτική μέθοδο που αντιστοιχεί στην ακολουθία  )( N∈nun :  

η οποία ορίζεται από την επαγωγική σχέση: 

N∈=+ nutgu nn ),(
2
1

1  
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με αρχικό όρο  0u  που ανήκει στο ανοικτό διάστημα  []
2

,0 π
.  

  Εξηγήστε γιατί η μέθοδος αυτή δεν αρμόζει στους σκοπούς μας. 

(γ). Έστω η ακολουθία  )( N∈nvn :  που ορίζεται από τον επαγωγικό Τύπο: 

N∈=+ nvArctgv nn ),2(1  

με αρχικό όρο  2=0v .  

  Δείξτε ότι αυτή η ακολουθία συγκλίνει προς το  β  και βρείτε έναν πραγματικό αριθμό 

] [1,0∈k  τέτοιο ώστε: 

N∈∀−≤− nvkv n
n ,ββ 0 .  

  Στην  συνέχεια,  να  επισημάνετε  έναν  αριθμό  N   επαναλήψεων  που  μπορεί  να 

εξασφαλίσει  την ακρίβεια  της  τάξης  810−   και  προσδιορίστε μία προσέγγιση αυτής  της  τάξης 

του β . 

(δ). Μετά απ’ όσα προηγήθηκαν, εντοπίστε προσεγγιστικές τιμές των  a  και  ( )af . Ποιες είναι 

οι τάξεις της ακρίβειας των προσεγγίσεων αυτών; 

5.  Εκμεταλλευόμενοι  τα  παραπάνω  αποτελέσματα,  χαράξτε  επιμελώς  την  γραφική 

αναπαράσταση  της  συνάρτησης  f σε  επίπεδο  που  σχηματίζεται  από  ένα  ορθοκανονικό 

σύστημα αξόνων, στο οποίο η γραφική μονάδα θα ισούται με 10  cm.  
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6.  Πρόθεσή  μας  τώρα  είναι  η  εύρεση  μίας  προσεγγιστικής  τιμής  του  αριθμού  β , 

χρησιμοποιώντας την επαναληπτική μέθοδο Newton. 

(α). Μελετήστε την συνάρτηση: 

)2()(,0 tArctgttt −=→+∞ ::[[: φφ aR ,  

και δώστε την ασυμπτωτική συμπεριφορά του γραφήματός της.  

(β). Έστω ψ η συνάρτηση που ορίζεται από τον Τύπο: 

)(
)()(
t
ttt

φ
φψ
′

−= . 

  Δείξτε ότι η ψ  ορίζεται επί του διαστήματος  [[ +∞,1  και μετά ότι: 

[[ +∞∈∀≥ ,   )( ββψ tt . 

(γ). Να αποδείξετε ότι η επαγωγική ακολουθία: 

 
N∈=+ nww nn ),(ψ1   

2,1=0w  

είναι φθίνουσα και συγκλίνει προς τον αριθμό  β . 

(δ). Με  την  βοήθεια  του  αλγορίθμου  που  έχει  εισαχθεί  από  την  επαναληπτική  ακολουθία 

)( N∈nwn : , προσδιορίστε μία προσεγγιστική τιμή του αριθμού  β  με ακρίβεια τάξης ίσης με 

810− . (Προς τούτο, μπορείτε να εντοπίσετε έναν φυσικό αριθμό  n  τέτοιον ώστε: 

0)10( 8 <− −
nwφ .) 

7.(α). Εκφράστε, σαν συνάρτηση του  β , την ακριβή τιμή του ολοκληρώματος: 

∫=
1

)(
a

dttfI . 

(β). Δώστε μία προσεγγιστική τιμή του αριθμού Ι με ακρίβεια τάξης ίσης με  710− . 
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V.3.4. ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΕΤΑΡΤΟ: 

ΜΕΘΟΔΟΣ  NEWTON.  ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ  ΣΕ  ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΥΣ 
ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΕΩΝ 

Σε όλο το Πρόβλημα, το σύμβολο  a  θα αναπαριστά έναν σταθερό θετικό πραγματικό 

αριθμό. 

Μέρος 1ο 

Έστω η συνάρτηση: 

axxfxf −=→ 2)(a:: RR . 

Ι.1.  Εάν  [] +∞= ,0I , δείξτε ότι: 

(α). Η  f  είναι μία φορά συνεχώς διαφορίσιμη μέσα στο διάστημα  I . 

(β). Η  f  έχει μία και μοναδική ρίζα μέσα στο  I . 

(γ).  I∈∀≠′ x    0)(xf . 

Ι.2. Εισάγουμε  την ακολουθία  )( N∈vv :ξ   που ορίζεται  από  την μέθοδο Newton  συναφώς 

προς την συνάρτηση  f .  

  Προς τούτο, θεωρούμε την συνάρτηση: 

)( I∈
′

−= x
tf
tfxxF
)(
)()( , 

και επιβεβαιώνουμε ότι το διάστημα  I  παραμένει αμετάβλητο μέσω της  F , δηλαδή: 

II ⊂)(F . 

  Τότε,  η  μέθοδος  Newton  έγκειται  στην  κατασκευή  της  ακολουθίας  )( N∈vv :ξ  

σύμφωνα με τον Tύπο: 
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)( vv F ξξ =+1   

I∈0ξ  

(α). Για κάθε  }{0−∈Nv , υπολογίστε την ποσότητα: 

a
a

v

v

+
−

ξ
ξ

 . 

(β).  Να  συμπεράνετε  ότι  η  ακολουθία  )( N∈vv :ξ   συγκλίνει  για  οποιαδήποτε  τιμή  του 

0>0ξ . Ποιο είναι το όριό της; 

(γ). Δείξτε ότι, για οποιαδήποτε τιμή του  0>0ξ  που είναι τέτοια ώστε  aξ ≠0 , η σύγκλιση 

της ακολουθίας είναι τετραγωνική. 

Ι.3. Έστω  0>0ξ . 

(α). Να αποδείξετε ότι για κάθε  2≥v  ισχύει: 

( )vvv a ξξξ −≤−≤ −− 11 20 . 

(β). Από τον ισχυρισμό του προηγούμενου Yποερωτήματος να συνάγετε την επόμενη εκτίμηση 

του σφάλματος κατά την  −v οστή επανάληψη: 

vvv a ξξξ −≤−≤ 1-0   2)( ≥v . 

  Ποιο είναι το πρακτικό ενδιαφέρον αυτής της εκτίμησης του σφάλματος; 

Ι.4. Ας γράψουμε τον αριθμό a υπό την μορφή: 

βpa 2= , 

όπου  p  είναι ένας ακέραιος και ο  β  ένας πραγματικός αριθμός τέτοιος ώστε: 

1
2
1

<≤ β , 



ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

ΤΟΜΟΣ ΙΙΙ 
Ν.ΔΑΡΑΣ 

 

136  ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  

 

και ας υποθέσουμε ότι ο αρχικός όρος  0ξ  της ακολουθίας  )( N∈vv :ξ  είναι: 

][
0

22
p

=ξ , 

όπου το σύμβολο  ][ 2
p  αναπαριστά το ακέραιο μέρος του κλάσματος 

2
p
. 

(α). Δείξτε ότι: 

2)12( −<
+
−

a
a

0

0

ξ
ξ

 . 

(β). Στην συνέχεια, παρατηρώντας ότι 
5
1)12( 2 <−   , ν’ αποδείξετε την ακόλουθη εκτίμηση 

του σφάλματος: 

v
v a 2)

5
1(

8
250 0ξξ ≤−≤     1≥v . 

(γ). Ποιο είναι το πρόσθετο ενδιαφέρον που παρέχεται από αυτήν την εκτίμηση σε σχέση με 

εκείνη που επιτεύχθηκε στο Ερώτημα Ι.3; 

Ι.5. Θα δώσουμε τώρα μία αριθμητική εφαρμογή.  

  Προς  τούτο,  εφαρμόστε  τα  πιο  πάνω  αποτελέσματα  στον  υπολογισμό  του  αριθμού 

5 , απαιτώντας ακρίβεια όλο και περισσότερο πιο μεγάλη.  

  Είναι  ρεαλιστική  η  προσδοκία  μίας  μεγάλης  ακρίβειας  όταν  χρησιμοποιούμε  μία 

αριθμομηχανή χειρός;  

  Από πού προέρχεται η δυσκολία; 

Μέρος 2ο 

Θεωρούμε την συνάρτηση: 
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a
x

xgx,g −=→∞+
1)(0 a:[:] R  

και την επισυναπτόμενη προς αυτήν (σύμφωνα με την μέθοδο Newton) συνάρτηση: 

)(
)()(

xg
xgxxG
′

−= . 

ΙΙ.1.(α).  Δείξτε  ότι  το  μεγαλύτερο  διάστημα  J ,  που  είναι  ανοικτό,  περιέχεται  μέσα  στο 

[] +∞,0  και παραμένει αμετάβλητο μέσω της G , είναι το διάστημα: 

[]
a
2,0=J . 

(β). Ν’ αποδείξετε ότι: 

• Η  g  είναι μία φορά συνεχώς διαφορίσιμη μέσα στο διάστημα J . 

• Η  g  έχει μία και μοναδική ρίζα μέσα στο J . 

• J∈∀≠′ x    0)(xg . 

Ι.2. Εισάγουμε  την ακολουθία  )( N∈vv :ζ  που ορίζεται από  την μέθοδο Newton  συναφώς 

προς την συνάρτηση  g .  

(α).  Δείξτε  ότι  εάν  η  αρχική  τιμή  0ζ   επιλεγεί  μέσα  στο  διάστημα  J   τότε  η  ακολουθία 

)( N∈vv :ζ  συγκλίνει προς ένα όριο. 

(β). Ποιο είναι αυτό το όριο; 
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(γ). Δείξτε ότι εάν  }{0 a
1

−∈Jζ  τότε η παραπάνω σύγκλιση είναι τετραγωνική. 

ΙΙ.3.  Περιγράψτε  πώς  μπορούν  να  χρησιμοποιηθούν  τα  συμπεράσματα  του Μέρους  ΙΙ  του 

Προβλήματος  προκειμένου  να  βελτιώσουμε  την  ακρίβεια  του  αλγορίθμου  που  αναπτύχθηκε 

στο Μέρος Ι.  

  Ιδιαίτερα, επανεξετάστε την αριθμητική εφαρμογή του Ερωτήματος Ι.5. 

Μέρος 3ο 

Έστω  k   ένας  τυχαίος  αριθμός,  που  είναι  γνήσια  μεγαλύτερος  της  μονάδας  και  έστω 

[]a +∞∈ ,0  . Θεωρούμε την ακολουθία  )( N∈vwv :  που ορίζεται από τον επαναληπτικό Tύπο: 

N∈=+ vwHw vv    ),(1   

a0 =w  

όπου  H  είναι η συνάρτηση  ]
x
axk

k
xHx,H k 1)1[(1)(0 −+−=→∞+ a:[:] R . 

ΙΙΙ.1.(α). Αφού μελετήσετε την συνάρτηση  H , να δείξετε ότι η ακολουθία  )( N∈vwv :  είναι 

συγκλίνουσα και να υπολογίσετε το όριό της. 

(β). Αφού διαπιστώσετε ότι για κάθε  2≥v  ισχύει: 

)(0
1

vv
k

v- wwkaw −≤−≤ 1-1 , 

να συνάγετε ότι: 

)()1(0
1

vv
k

v wwkaw −−≤−≤ 1-   2≥∀v . 

(γ). Δείξτε ότι η ακολουθία  )( N∈vwv :   είναι εκείνη που προκύπτει από την εφαρμογή της 

μεθόδου Newton για μία ορισμένη συνάρτηση  h , που πρέπει να βρεθεί. 
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V.3.5. ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΠΕΜΠΤΟ: 

  ΕΠΙΛΥΣΗ  ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ  ΜΗ  ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ 
ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ.  

  ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΗΣ ΒΑΘΥΤΕΡΗΣ ΚΑΘΟΔΟΥ.  

  ΜΗ  ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ  ΜΕΘΟΔΟΙ  JACOBI,  GAUSS‐SEIDEL 
ΚΑΙ ΕΣΦΑΛΜΕΝΗΣ ΘΕΣΗΣ 

Στο Πρόβλημα αυτό θα επιχειρήσουμε να λύσουμε (προσεγγιστικά) ένα σύστημα m (όχι 

απαραίτητα γραμμικών) εξισώσεων με m  αγνώστους  mξξξ ,...,, 21 : 

.0),...,,(
.................................
0),...,,(
0),...,,(

21

212

211

=

=
=

mm

m

m

f

f
f

ξξξ

ξξξ
ξξξ

 

  Προφανώς ένα τέτοιο σύστημα μπορεί πάντα να γράφει ισοδύναμα υπό την μορφή: 

ξξ =)(F , 

για κάποια κατάλληλη απεικόνιση  mmF RR →:  και κάποιο  mξ R∈ .  

  Λέμε ότι το σημείο  ξ  είναι ένα σταθερό σημείο της απεικόνισης  F . Γενικότερα, εάν 

( )dE,  είναι ένας μετρικός χώρος και εάν  EEF →:  είναι μία απεικόνιση του  E  στον εαυτό 

του, θα λέμε ότι το  E∈ξ  είναι ένα σταθερό σημείο της  F  εάν: 

ξξ =)(F . 

  Επίσης, η  F  καλείται γνήσια συστολή εάν υπάρχει μία σταθερά  1<k  τέτοια ώστε: 

),())(),(( yxdkyFxFd ≤ , για κάθε  Ey,x ∈ .  
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  Η σταθερά  k  ονομάζεται συντελεστής συστολής της  F . Παρατηρήστε ότι η συνθήκη 

αυτή  της  γνήσιας  συσταλτικότητας  συνεπάγεται  ότι  η  απεικόνιση  F   είναι  μία  απεικόνιση 

Lipschitz και, συνεπώς, η  F  είναι ομοιόμορφα συνεχής. 

Μέρος 1ο 

Έστω  ( )dE,   ένας μετρικός χώρος και έστω  EEF →:  μία απεικόνιση  του  E  μέσα 

στον  E . 

Ι.1. Δείξτε  ότι  κάθε  γνήσια  συστολή  του  E   έχει  ένα  και  μοναδικό  σταθερό  σημείο  ξ ,  που 

προσδιορίζεται από το επαναληπτικό σχήμα: 

( ) ( ) )(1 vv F ξξ =+       )( N∈v , 

για οποιαδήποτε επιλογή του σημείου εκκίνησης  ( ) Eξ ∈0 . 

Ι.2. Εξηγήστε γιατί η ακολουθία: 
( ) ( ) ( ) ,...),,( 210 ξξξ  

του προηγουμένου Ζητήματος συγκλίνει γρήγορα προς το ξ . 

Ι.3. Η υπόθεση « 1<k » της γνήσιας συσταλτικότητας της  F , είναι πράγματι απαραίτητη για 

να εξασφαλίσει την ύπαρξη και την μοναδικότητα του σταθερού σημείου; 

Ι.4. Θέτουμε: 

.
..................

1

2

−=

=

pp FFF

FFF

o

o

:

:
 

  Η απεικόνιση  pF ονομάζεται επανάληψη τάξης  p  (ή επαναληπτική απεικόνιση τάξης 

p ) της  F .  

  Δείξτε ότι εάν κάποια επανάληψη της  F  είναι γνήσια συστολή, τότε η  F  έχει ένα και 

μοναδικό σταθερό σημείο. 
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Μέρος 2ο 

Έστω  Ε  ένας  διανυσματικός  χώρος  πεπερασμένης  διάστασης  υπεράνω  του  R , 

εφοδιασμένος με ένα εσωτερικό γινόμενο  ⋅〉〈⋅ /  στο οποίο αντιστοιχεί η νόρμα: 

2
1

/ 〉〈= xxx : ( Ex∈ ). 

Έστω ακόμα  EET →:  μία απεικόνιση του  E  στον εαυτό του. 

ΙΙ.1. Ας υποθέσουμε ότι η απεικόνιση T  είναι τέτοια ώστε: 

2]/[)]()([ yxcyxyTxT −≥〉−−〈  (για κάποια σταθερά  0>c ) 

και: 

yxMyTxT −≤− )()( , 

για κάθε  Ey,x ∈ .  

  Να δειχθεί ότι, για κάθε  Eβ∈ , η εξίσωση: 

βξ =)(T  

έχει  μία  και  μοναδική  λύση,  που  μπορεί  να  προσδιορισθεί  με  διαδοχικές  προσεγγίσεις  του 

τύπου: 

( ) ( ) ( ) ))((1 βξξξ −−=+ vvv Tp       )( N∈v , 

όπου: 
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2M
cp = . 

ΙΙ.2. Αιτιολογήστε γιατί ένα σημείο  Eξ ∈  είναι λύση της εξίσωσης: 

βξ =)(T     ( Eβ∈ ) 

εάν και μόνον εάν: 

〉−〈≥〉−〈 ]/[]/[)( ξβξξ yyT   

για κάθε  Ey∈ .  

ΙΙ.3. Ας  υποθέσουμε  ότι  η  απεικόνιση  T   είναι  Lipschitz  στα  φραγμένα  υποσύνολα  του  E , 

δηλαδή ότι: 

MxMDDM ≤=∃>∀ :)(0  και  yxDyTxTMy −≤−⇒≤ )()( . 

  Για κάθε  Eβ∈  θέτουμε: 

( ) }:{: ββ −≤∈= )0(1 T
c

yEyX c , 

όπου c είναι μία θετική σταθερά.  

  Δείξτε ότι, εάν το σημείο  ( )β
cXξ ∈  είναι λύση της ανισότητας: 

〉−〈≥〉−〈 ]/[]/[)( ξβξξ yyT     ( )β
cXy∈∀ , 

τότε το σημείο ξ  είναι λύση της εξίσωσης: 

βξ =)(T . 
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ΙΙ.4.(α). Εάν η απεικόνιση T  είναι Lipschitz στα φραγμένα υποσύνολα του  E  και, επί πλέον, 

επαληθεύει την πρώτη υπόθεση του Ζητήματος ΙΙ.1: 

2]/[)]()([ yxcyxyTxT −≥〉−−〈  (για κάποια σταθερά  0>c ), 

τότε εξηγήστε τον λόγο για τον οποίο, για κάθε  Eβ∈ , η αντίστοιχη εξίσωση: 

βξ =)(T  

έχει μία και μοναδική λύση  Eβ∈ .  

  Επί  πλέον,  διαπιστώστε  ότι  η  ακολουθία  ( ) ( ) ( ) ,...),,( 210 ξξξ   που  ορίζεται  από  τις 

επαναλήψεις: 

( ) ( ) ( ) ))((~
0

1 βξξξ −−=+ vvv Tp      ( ( )0ξ : ένα τυχαίο σημείο του  E ) 

συγκλίνει προς την λύση της παραπάνω εξίσωσης, όταν: 

β−== )0(1
0 T

c
MM ,  )M(DDD 000 ==  και  2D

cp~
0

0 = . 

(β). Να δείξετε ότι υπάρχει ένας συντελεστής συστολής  1<θ , τέτοιος ώστε: 

( ) ( ) ξξθξξ −≤−
+

+ 02
1

1
v

v , 

και να εξασφαλίσετε ότι, προκειμένου το σφάλμα προσέγγισης  ( ) ξξ v −+1  να γίνει μικρότερο 

από κάποιον αριθμό  a , αρκεί ο αριθμός  v  των επαναλήψεων να μην είναι μικρότερος από τον 

αριθμό: 

θln

)ln(
2 M

a
. 
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ΙΙ.5. Η επιλογή της σταθερής παραμέτρου  0p~ , που εγγυάται την σύγκλιση του επαναληπτικού 

σχήματος του Ζητήματος  ΙΙ.4,  γίνεται κατόπιν κάποιων τυπικών εκτιμήσεων που αφορούν την 

απεικόνιση  T .  Θα  μπορούσαμε  να  επιταχύνουμε  κατά  πολύ  την  ταχύτητα  σύγκλισης  του 

αλγορίθμου,  εάν  η  επιλογή  της  παραμέτρου  δεν  είχε  σταθερότητα  και  μεταβαλλόταν 

κατάλληλα.  

  Δείξτε ότι για τις επόμενες μεταβαλλόμενες τιμές της παραμέτρου  vp~  το επαναληπτικό 

σχήμα: 

( ) ( ) ( ) ))((~1 βξξξ −−=+ v
v

vv Tp , με  ( )0ξ : ένα τυχαίο σημείο του  E , 

συγκλίνει προς την μοναδική λύση ξ  της εξίσωσης: 

βξ =)(T , 

καθώς το  v  τείνει προς το άπειρο: 

(α). 
)N(D

cp~
v

2v = , με  ( ) ( )vv
v T

c
N ξβξ +−= )(1

, 

(β).  vp~ =
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 21

11

)()(

]/[)]()([
−

−−

−

〉−−〈
vv

vvvv

TT

TT

ξξ

ξξξξ
,  

με 
)(

~
0

20 ND
cp =  και  β−= )0(2

0 T
c

N , 

(γ).  vp~ =
( ) ( ) ( )

( ) 2

1

)(

]/[])([

βξ

ξξβξ

−

〉−−〈 −

v

vvv

T

T
,  

με 
)N(D

cp~ 2
0

0 =  και  β−= )0(2
0 T

c
N . 
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Μέρος 3ο 

Θα ορίσουμε τώρα κάποια μη γραμμικά επαναληπτικά σχήματα τύπου  Jacobi, Gauss‐

Seidel και εσφαλμένης θέσης. 

ΙΙΙ.1. Για κάθε απεικόνιση  mmF RR →: , η εξίσωση  ξξ =)(F  μπορεί να γραφεί ισοδύναμα 

υπό την μορφή: 

βξ =)(A , 

ή, ακόμα, υπό την μορφή: 

iii cBcB +=⇔+= )()( ξξξξ    ( m,...,,i 21= ), 

όπου  ),...,,( 21 mAAAA =   και  ),...,( 1 mBBB = είναι  κατάλληλες  απεικονίσεις  του  mR   στον 

εαυτό  του  και  όπου  T
mββββ ),...,,( 21=   και  T

mcccc ),...,,( 21=   είναι  κάποια  κατάλληλα 

στοιχεία του  mR . 

(α). Εάν Ω  είναι ένα κυρτό υποσύνολο του  mR , που περιέχει την λύση  T
mξξξξ ),...,,( 21=  

του συστήματος εξισώσεων: 

iii cB += )(ξξ    ( m,...,,i 21= ) 

και μέσα στο οποίο οι συναρτήσεις  iB  είναι τέτοιες ώστε: 

∑ =
<≤

∂
∂m

j
j

i d
x
B

1
1 , για κάθε  m,...,,i 21= , 

τότε,  ν’  αποδείξετε  ότι  για  κάθε  αρχικό  διάνυσμα  ( ) Ω∈0ξ ,  η  ακολουθία  διανυσμάτων  ( )vξ  

που ορίζεται από το επαναληπτικό σχήμα: 
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( ) ( ) cB vv +=+ )(1 ξξ       )( N∈v . 

συγκλίνει προς το ξ . 

(β).  Δικαιολογήστε  γιατί  το  σχήμα  αυτό,  που  είναι  γνωστό  υπό  το  όνομα  Μη  Γραμμική 

Μέθοδος Jacobi, αποτελεί γενίκευση της Γραμμικής Μεθόδου Jacobi που παρουσιάστηκε στην 

Παράγραφο ΙΙΙ.4.5. 

(γ). Κάτω από τις ίδιες υποθέσεις με αυτές του Ζητήματος ΙΙΙ.1.(α), δείξτε ότι, για οποιοδήποτε 

αρχικό  στοιχείο  ( )0ξ   του  Ω ,  η  επαναληπτική  ακολουθία  διανυσμάτων  ( )vξ( : )N∈v   που 

ορίζεται από τον Τύπο: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
i

v
m

v
i

v
i

v
i

v
i cB += +

−
++ ),...,,,( 1

1
1

1
1 ξξξξξ , για   m,...,i 1= , 

συγκλίνει προς το ξ . 

(δ). Το  σχήμα  που  περιγράφεται  από  τον  παραπάνω  τύπο  καλείται Μη  Γραμμική Μέθοδος 

Gauss‐Seidel. Δικαιολογήστε γιατί το σχήμα αυτό συνιστά μία ακριβή γενίκευση της Γραμμικής 

Μεθόδου Gauss‐Seidel που παρουσιάστηκε στην Παράγραφο ΙΙΙ.4.6. 

ΙΙΙ.2. Έστω ότι δίνεται προς επίλυση η εξίσωση: 

βξ =)(A , 

όπου  ),...,( 1 mAAA = : mm RR →   και  mT
m R∈= ),...,( 1 βββ .  Προφανώς,  η  εξίσωση  αυτή 

διασπάται σ’ ένα σύστημα m  εξισώσεων: 

iiA βξ =)( ,    m,...,,i 21= . 

  Θέτουμε: 
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j

i
ji x

xA
xa

∂
∂

=
)(

)(, :   ( mi ,...,2,1=  και  mj ,...,2,1= ), 

και συμβολίζουμε με:  

)(xΦ , 

τον πίνακα  mjmiji xa ≤≤≤≤ 1,1, )( )( . 

(α). Εάν υπάρχει ένα κυρτό υποσύνολο Ω  του  nR  που περιέχει την λύση ξ  της εξίσωσης: 

βξ =)(A , 

τέτοιο ώστε όλα τα στοιχεία  )(, ξjia  του πίνακα  )(ξΦ  να βρίσκονται μέσα στο Ω , και εάν: 

0))(det( ≠Φ ξ , 

τότε ν’ αποδείξετε ότι, για κάθε αρχικό διάνυσμα  ( ) Ω∈0ξ , που είναι αρκετά κοντά στο  ξ , η 

ακολουθία διανυσμάτων  ( ) )( N∈vv :ξ  που ορίζεται από το επαναληπτικό σχήμα: 

( ) ( ) ( )vvv H+=+ ξξ 1 , 

όπου  ( )vH  είναι το διάνυσμα‐λύση της εξίσωσης: 

( ) ( ) ( ) ))(()( βξξ −−=⋅Φ vvv AH , 

συγκλίνει προς το ξ . 

(β).  Αιτιολογήστε  γιατί  το  σχήμα  αυτό  συνιστά  μία  ευθεία  γενίκευση  της  Μεθόδου  της 

Εσφαλμένης Θέσης, που παρουσιάστηκε στην Υποπαράγραφο ΙΙΙ.1.2.(ii). 
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V.3.6. ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΕΚΤΟ: 

  ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ LAGRANGE.  

  ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΣΤΑ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΑ ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ 
  Για οποιοδήποτε φυσικό αριθμό  p , συμβολίζουμε με  

],[ βaC p  

το  σύνολο  όλων  των  πραγματικών  συναρτήσεων  του  ],[ βa   που  είναι  p   φορές  συνεχώς 

διαφορίσιμες μέσα σε ανοικτή περιοχή του  ],[ βa . Έστωσαν: 

nx,...,x,x 10 , 

( )1+n  το πλήθος πραγματικοί αριθμοί του  ],[ βa  που είναι ανά δύο διάφοροι μεταξύ τους. 

Μέρος 1ο 

  Έστω  f  μία συνάρτηση του  ],[ βa  στο R . Όπως στην Παράγραφο ΙV.1.2, θέτουμε: 

( ) ∏
≠
=

−

−
=

n

ij
j

ji

jn
i xx

xx
xL 0)( :       R∈∀x . 

Ι.1. Εάν  }{ ,...,nr,t 0,1,2∈∈R , τότε δείξτε ότι για κάθε  R∈x  ισχύει: 

( ) )()()(
0

xLtxtx n
i

n

i
r

i
r ∑ =

−=− . 

  Από τον Τύπο αυτό να συμπεράνετε πως για κάθε  R∈x  έχουμε: 

( ) 1)(
0

=∑ =

n

i
n

i xL  και  

( ) 0)()(
0

=−∑ =
k

i
n

i
n

i xxxL     n,...,,k 21=∀ , 

και στην συνέχεια να αιτιολογήσετε γιατί: 
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( ) ∏∑ =
+

=
−−=−

n

0i
1

0
)()1()()( i

nn
i

n

i
n

i xxxxxL     R∈∀x . 

Ι.2. Ας υποθέσουμε ότι  ],[ βaCf 1n+∈ . 

(α). Χρησιμοποιώντας τον Τύπο του Taylor, ν’ αποδείξετε ότι: 

( ) dttftx
n

xQxf n

a nn )(),(
!

1)()( 1+∫+=
β
φ     ],[ βax∈∀ , 

όπου:  

)()x(Q nn RP∈  

( )
⎩
⎨
⎧

≥
≤−

=→×
.0

),(),(,,
xtav
xtavtxtxtxaa

n

nn ::][][: φββφ aR  

(β). Για κάθε  ],[ βax∈ , θέτουμε: 

)()()( xpxfxE nn −=: , 

όπου  )(xpn  είναι το πολυώνυμο Lagrange της  f  στα σημεία  nx,...,x,x 10 .  

  Αφού διαπιστώσετε ότι: 

( ) ( ) ( ) ( ) dttftxKxE n

a nn
1, +∫=

β
, 

όπου: 

( ) )()],(),([
!

1),(),(,,
0

xLtxtx
n

txKtxaaΚ n
iinn

n

inn φφββ −=→× ∑ =
:][][: a  , 

να συμπεράνετε τον ακόλουθο Τύπο: 

( ) ( ) )())(),((
!

1)( 1
0

xLdttftx
n

xE n
i

nn
i

x

x

n

in

i

+
= ∫∑= . 

Ι.3. Έστω τώρα  1=n ,  10 xx <  και έστω  [] 10 ,xxx∈ .  
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  Να  γράψετε  την  ακριβή  μορφή  του  πυρήνα  ),(1 txK   και,  στην  συνέχεια,  να 

δικαιολογήσετε την ύπαρξη ενός σημείου  [] 10 ,xxzx ∈  τέτοιου ώστε: 

2
)()(

)()( 10
1

xxxx
zfxE x

−−
=′′= . 

Ι.4. Έστω  ][ β,0 aCh∈  και έστω ( 1A ) το ακόλουθο πρόβλημα: 

“Να βρεθεί συνάρτηση  ][ β,2 aCu∈  τέτοια ώστε:

           [] β,     )()( axxhxu ∈∀=′′  

           0()( == )uau β ” 

  Χρησιμοποιώντας τα συμπεράσματα του Ερωτήματος Ι.2, δείξτε ότι η απεικόνιση: 

( ) ∫=→
β

β
a

dtthtxKxuxau )(),(, 1a:][: R  

είναι λύση του προβλήματος ( 1A ). Μετά, βρείτε όλες τις λύσεις του ( 1A ). 

Μέρος 2ο 

  Θα  συμβολίζουμε  με  )(n RT   τον  διανυσματικό  χώρο  όλων  των  πραγματικών 

συναρτήσεων  nt  του R  για τις οποίες υπάρχουν  ( )1+n  πραγματικοί αριθμοί  

n,...,, aaa 10  

τέτοιοι ώστε για κάθε  R∈θ  να ισχύει: 

∑ =
+=

n

k kn kt
1

0 )cos(
2

)( θθ a
a

. 
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ΙΙ.1. Να δείξετε ότι, για κάθε  )(r nn RP∈ , η απεικόνιση: 

)(cosθθ nra:RR →  

ανήκει στον διανυσματικό χώρο  )(n RT . Μπορείτε λοιπόν να ορίσετε την απεικόνιση: 

)( nnnn rar)()(a a:: RTRP →  

όπου  )( nra  είναι η απεικόνιση: )(cos)( θθ nn rra a:: RR → . 

  Δείξτε ότι η απεικόνιση  a  είναι ένας ισομορφισμός μεταξύ  )(n RP  και  )(n RT . 

ΙΙ.2. Ας υποθέσουμε ότι : 

][ 1,11 −∈ +nCf  και  ( )nix ii ,...,1,0cos == θ , 

με: 

)1(2
)12(
+

+
=

n
i

i
πθ  

και ας θεωρήσουμε το ακόλουθο πρόβλημα ( 2A ): 

“Να βρεθεί  )(Τ nn RT∈  τέτοιο ώστε: 

)(cos)( iiin fΤ θθ =  για  ni ,...,1,0=  ” 

(α). Αποδείξτε ότι το πρόβλημα ( 2A ) έχει μία και μόνον μία λύση. 

(β). Aς συμβολίσουμε με  

nT  
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την μοναδική λύση του προβλήματος ( 2A ). Εάν: 

∑ =
+=

n

k kn kc
c

T
1

0 ).cos(
2

)( θθ , 

να εξηγήσετε γιατί το διάνυσμα: 

T
ncccC )( 10 ,...,,=  

αποτελεί την μοναδική λύση ενός συστήματος γραμμικών εξισώσεων: 

β=⋅CL , 

όπου: 

T
nfff )( 10 )(cos),...,(cos),(cos θθθβ = . 

  Δώστε την ακριβή μορφή του πίνακα  L , υπολογίστε το γινόμενο: 

LLT ⋅  

και μετά γράψτε τις τιμές των συνιστωστών του διανύσματος C .  

  Ολοκληρώστε,  παραθέτοντας  την  επεξηγηματική  έκφραση  της  λύσης  nT   του 

προβλήματος ( 2A ). 
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V.3.7. ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΕΒΔΟΜΟ:

  ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ HERMITE.

  ANAΠΤΥΓΜΑΤΑ ΣΕ ΔΥΝΑΜΟΣΕΙΡΕΣ 

  Το  Πρόβλημα  αυτό  συνίσταται  στον  προσδιορισμό  των  ιδιοτιμών  και  των 

ιδιοδιανυσμάτων  ενός  ενδομορφισμού  ενός  διανυσματικού  χώρου  συναρτήσεων.  Αυτός  ο 

προσδιορισμός θα επιτευχθεί στο τρίτο Μέρος  του Προβλήματος, αφού προηγουμένως,  κατά 

το  δεύτερο Μέρος,  η  μελέτη,  που  θα  γίνει,  θα  αφορά  την  ασυμπτωτική  συμπεριφορά  των 

λύσεων  μίας  διαφορικής  εξίσωσης  και  θα  επιτρέψει  την  απομόνωση  εκείνων  των 

ιδιοσυναρτήσεων που είναι αρκετά ομαλές στην περιοχή του απείρου. Στο πρώτο Μέρος  του 

Προβλήματος εξετάζονται ακολουθίες πολυωνύμων και συναρτήσεων που είναι χρήσιμες κατά 

την ροή της επίλυσης του Προβλήματος. 

Μέρος 1ο 

Για  κάθε  φυσικό  αριθμό  v ,  συμβολίζουμε  με  vH   την  συνάρτηση  που  έχει  πεδίο 

ορισμού ολόκληρο το σώμα R  των πραγματικών αριθμών και που ορίζεται από τον τύπο: 

)()( 22 t
v

v
t

v e
dt
detH −= . 

  Με το σύμβολο H θα αναπαριστάνουμε τον διανυσματικό χώρο όλων των συναρτήσεων 

f  που είναι της μορφής: 

)()( 2

2

tPetf
t

−
=  
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όπου  )(tP  είναι πολυωνυμική συνάρτηση με πραγματικούς συντελεστές. 

Θυμίζουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα, του οποίου δεν ζητείται καμία απόδειξη: 

π=∫
+∞

∞−

− dte t 2

. 

Ι.1. Για κάθε ζεύγος  ( )gf ,  στοιχείων του H , θέτουμε: 

〉〈 g/f ( ) ( ) dttgtf∫
∞

∞−
=: . 

  Επαληθεύστε  ότι  η  ποσότητα  〉〈 g/f   είναι  πάντοτε  πραγματικός  αριθμός  και  ότι  η 

απεικόνιση:  

:⋅〉〈⋅ /  H ×  H 〉〈→ f/gf,g a)(:R  

ορίζει καλώς ένα εσωτερικό γινόμενο επί του διανυσματικού χώρου H . 

Ι.2. Δείξτε ότι, για κάθε  N∈v , η συνάρτηση  )t(H v  είναι πολυωνυμική, βαθμού  v , και ότι ο 

συντελεστής του μεγιστοβάθμιου όρου του ισούται με  v)2(− . 

Ι.3. Για κάθε φυσικό αριθμό  v , θέτουμε: 

)()( 2

2

tHet v

t

ν

−
=:φ . 

  Δείξτε ότι εάν  kv ≠  τότε  0/ =〉〈 kv φφ  και υπολογίστε τον αριθμό  〉〈= kvv φφγ /: .  

  Στην συνέχεια, αιτιολογείστε γιατί η οικογένεια συναρτήσεων: 

N∈= vh v
v

v     1 :: φ
γ
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είναι μία ορθοκανονική οικογένεια συναρτήσεων του διανυσματικού χώρου H. 

Ι.4. Να συνάγετε ότι, για κάθε φυσικό αριθμό  v , η συνάρτηση: 

v

tv

dt
edt )( 2−

a  

είναι λύση μίας γραμμικής διαφορικής εξίσωσης δεύτερης τάξης, της οποίας η μορφή ζητείται 

να βρεθεί.  

  Μετά απ’ ό,τι προηγήθηκε δείξτε ότι: 

0=+′−′′ )(2)(2)( tHvtHttH vvv     N∈∀v . 

Μέρος 2ο 

Σε ό,τι ακολουθήσει, το σύμβολο μ  θα αναπαριστά έναν τυχαίο πραγματικό αριθμό.  

Στο Μέρος  αυτό  του Προβλήματος,  προτιθέμεθα  να  μελετήσουμε  τις  συναρτησιακές 

λύσεις  RR →  της γραμμικής διαφορικής εξίσωσης δεύτερης τάξης: 

0      )( =+′−′′ xxtxE μμ 22 . 

ΙΙ.1. Στο Ερώτημα αυτό θα εξετάσουμε τις λύσεις της εξίσωσης  )( μE  που αναπτύσσονται σε 

δυναμοσειρά. 

(α).  Να  αποδείξετε  ότι  η  )( μE   επιδέχεται  μίας  άρτιας  λύσης  )(tPμ ,  και  μόνον  μίας,  που 

αναπτύσσεται  κατά  μήκος  όλου  του  R ,  τέτοιας ώστε  1)0( =μP ,  και  μίας  λύσης  )(tIμ ,  και 

μόνον  μίας,  που  αναπτύσσεται  σε  δυναμοσειρά  κατά  μήκος  όλου  του  R ,  τέτοιας  ώστε 

1)0( =′μI . Θα γράφουμε τις δύο λύσεις  μP  και  μI  υπό την μορφή: 
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∑∞

=
=

0
2)()(

v
vtvtP μμ a  

και 

∑∞

=
+=

0
12)()(

v
vtvbtI μμ . 

(β).  Δείξτε  ότι  το  σύνολο  των  δύο  συναρτήσεων  )t(Pμ   και  )t(I μ   συνιστά  μία  βάση  του 

διανυσματικού χώρου των πραγματικών λύσεων, με πεδίο ορισμού το R , της εξίσωσης  )( μE .  

ΙΙ.2. Στο Ερώτημα τούτο θα εξετάσουμε τις πολυωνυμικές λύσεις της εξίσωσης  )( μE . 

(α). Προσδιορίστε όλες τις τιμές του μ για τις οποίες οι αντίστοιχες εξισώσεις  )( μE  έχουν (μη 

μηδενικές) πολυωνυμικές λύσεις και βρείτε αυτές τις λύσεις. 

(β). Ποιοι είναι οι συντελεστές του πολυωνύμου  )(tH v ; 

(γ).  Αιτιολογείστε  γιατί,  για  κάθε  πραγματικό  αριθμό  μ ,  τουλάχιστον  μία  από  τις  δύο 

συναρτήσεις  )t(Pμ  και  )(tIμ  δεν είναι πολυωνυμική. 

ΙΙ.3. Θα  μελετήσουμε  τώρα  την  ασυμπτωτική  συμπεριφορά  των  μη  πολυωνυμικών  λύσεων 

των εξισώσεων  )( μE . 

(α). Ας υποθέσουμε, για παράδειγμα, ότι η συνάρτηση  μP  δεν είναι πολυωνυμική.   Δείξτε 

ότι υπάρχει ένας φυσικός αριθμός  N  τέτοιος ώστε, για κάθε  Nv ≥  να είναι: 

4
3

)(
)1(

)1( ≥
+

+
v

v
v

μ

μ

a
a

, 

και απ’ αυτό να συμπεράνετε ότι: 
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+∞=
−

∞→ )(lim 2

2

tPe
t

t μ . 

(Παρατηρήστε  πως  από  τον  αριθμό  N   και  μετά  όλοι  οι  συντελεστές  )(vμa   έχουν  το  ίδιο 

πρόσημο.)  

N Ομοίως, μελετήστε το ακόλουθο όριο: 

)(lim 2

2

tPe
t

t μ

−

∞→ . 

(β). Να διατυπώσετε και να αποδείξετε ένα ανάλογο αποτέλεσμα για την συνάρτηση  μI . 

(γ). Προσδιορίστε τις τιμές του  μ  για τις οποίες η αντίστοιχη εξίσωση  )( μE  επιδέχεται μίας 

μη μηδενικής λύσης  )(tx , τέτοιας ώστε το ολοκλήρωμα: 

∫
∞

∞−

− dtetx t 22)]([  

να συγκλίνει, και, στην συνέχεια, βρείτε όλες αυτές τις λύσεις. (Προς τούτο, μπορεί κανείς να 

διασπάσει  κάθε  λύση  )(tx   σε  γραμμικό συνδυασμό  των στοιχείων  της βάσης  }{ )(),( tItP μμ  

του διανυσματικού χώρου των λύσεων της εξίσωσης  )( μE .) 

(δ).  Μελετήστε,  ομοίως,  την  ύπαρξη  λύσεων  )(tx   της  εξίσωσης  )( μE   τέτοιας  ώστε  η 

συνάρτηση: 

)(2

2

txet
t

−
a  

να είναι φραγμένη παντού στο R . 

 



ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

ΤΟΜΟΣ ΙΙΙ 
Ν.ΔΑΡΑΣ 

 

158  ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  

 

Μέρος 3ο 

Έστω  )(C R∞  ο διανυσματικός  χώρος όλων των πραγματικών συναρτήσεων, με πεδίο 

ορισμού  το  R   και  που  είναι  άπειρες  φορές  συνεχώς  διαφορίσιμες  και  έστω  u  ο 

ενδομορφισμός  του  )(C R∞   ο  οποίος,  σε  κάθε  στοιχείο  )(Cty R∞∈)( ,  αντιστοιχεί  την 

συνάρτηση  )(Ctz R∞∈)(  σύμφωνα με τον Τύπο: 

)()()( 2 tyttytz +′′−= . 

ΙΙΙ.1.  Πρόθεσή  μας  είναι  ο  προσδιορισμός  των  ιδιοσυναρτήσεων  του  u   των  οποίων  η 

ασυμπτωτική συμπεριφορά είναι επαρκώς ομαλή.  

  Πιο συγκεκριμένα, έστω  R∈λ  και ας υποθέσουμε ότι η εξίσωση: 

yyu λ=)( . 

έχει μία μη μηδενική λύση  )(ty  τέτοια ώστε το ολοκλήρωμα: 

∫
∞

∞−

dtty )(2  

να συγκλίνει.  

  Εφαρμόζοντας  κατάλληλα  τα αποτελέσματα  του  δεύτερου Μέρους  του Προβλήματος 

για την συνάρτηση: 

)()( 2

2

tyetx
t

=: , 

δείξτε ότι ο αριθμός λ  πρέπει αν είναι αναγκαστικά της μορφής: 
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12 += nλ  

για κάποιο φυσικό αριθμό  n .  

  Επίσης, να εκφράσετε όλες τις συναρτήσεις  )(ty  χρησιμοποιώντας τις συναρτήσεις  vh  

που ορίσθηκαν στο Eρώτημα Ι.3 του Προβλήματος. 

ΙΙΙ.2.(α). Δείξτε  ότι  ο  διανυσματικός  υποχώρος  H του  )(C R∞ ,  που  θεωρήσαμε  στο  πρώτο 

Μέρος  του Προβλήματος,  είναι αμετάβλητος μέσω  του  ενδομορφισμού  u   και ακόμη ότι  για 

κάθε ζεύγος  ( )gf ,  στοιχείων του H ισχύει: 

∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

′′+=〉〈=〉〈 dttgtfdttgtftgufgfu )()()()()(//)( 2 . 

(β).  Ξαναβρείτε,  έτσι,  χωρίς  υπολογισμούς  την  ορθογωνιότητα  των  συναρτήσεων  vh   μέσα 

στον διανυσματικό χώρο H . 

(γ). Να αποδείξετε ότι, για κάθε στοιχείο  β  του H, υπάρχει ένα και μόνον ένα στοιχείο  ∈x H 

τέτοιο ώστε: 

βxu =)( , 

και αποδείξτε μία μέθοδο που να επιτρέπει την επεξηγηματική και σαφή κατασκευή του x. 
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V.3.8. ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΟΓΔΟΟ: 

  ΜΕΛΕΤΗ  ΤΟΥ  ΦΑΣΜΑΤΟΣ  ΤΕΛΕΣΤΗ  ΕΝΟΣ  ΧΩΡΟΥ 
ΠΡΟHILBERT ΤΑΧΕΩΣ ΦΘΙΝΟΥΣΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ. 

  ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ HERMITE 

Μέρος 1ο 

  Για κάθε  RN ×−∈ )0(, }{)( xn , θέτουμε: 

)()1()( 22 x
n

n
xn

n e
dx
dexH −−=: . 

  Ακόμη, για κάθε  R∈x , ορίζουμε: 

1)( =:0 xΗ . 

Ι.1.  Δείξτε  ότι  κάθε  συνάρτηση  )(xH n ,  έτσι  όπως  αυτή  ορίσθηκε  πιο  πάνω,  είναι 

πολυωνυμική βαθμού  n . 

Ι.2. Για κάθε  }0{−∈Nn , να αποδειχθούν οι εξής τρεις σχέσεις: 

11 −+ += nnn HnHHx 22 , 

1+=− nn HH
dx
dx )2( , 

1−= nn HnH
dx
d 2 . 
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Ι.3. Για κάθε  }{1,2,3,4,5∈i , να υπολογίσετε την  )(xHi .  

  Δείξτε, επίσης, ότι η  )(xH n  είναι ένα πολυώνυμο με την ίδια αρτιότητα με αυτήν του 

n. Ποιος είναι ο συντελεστής του μεγιστοβάθμιου όρου του  )(xH n ; 

Ι.4. Να αποδειχθεί  ότι,  για  κάθε  N∈n ,  το  πολυώνυμο  nH   έχει  n   πραγματικές  και  απλές 

ρίζες. (Προς τούτο, μπορεί κανείς να χρησιμοποιήσει την μέθοδο της μαθηματικής επαγωγής, 

επιχειρώντας την μελέτη των διακυμάνσεων των διαδοχικών παραγώγων της συνάρτησης  

2xex −→ a:RR .) 

Ι.5. Να βρεθεί μία γραμμική διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης, που να ικανοποιείται από την 

πολυωνυμική συνάρτηση  )(xH n . 

Ι.6. Για κάθε  2x,s R∈)( , θέτουμε: 

)2exp(),( 2 xssxs +−=Ψ : . 

  Να δείξετε ότι: 

),0()( x
s

xH n

n

n ∂
Ψ∂

=     R∈x . 

 

Σε όλη  την συνέχεια  του Προβλήματος,  θα συμβολίζουμε με  E   το σύνολο όλων  των 

απεικονίσεων  RR →:f  με τις ακόλουθες δύο ιδιότητες: 

• η  f  είναι άπειρες φορές συνεχώς διαφορίσιμη σε κάθε σημείο του R , και 

• για κάθε  2, N∈)( pn , ισχύει: 
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+∞<∈ )(sup )( xfx np
x R . 

(Το σύμβολο  )(nf  αναπαριστά την παράγωγο τάξης  n  της  f . Ιδιαίτερα, όταν  0=n , θέτουμε 

ff =:)0( .) Ακόμη, θα συμβολίζουμε με +  την πρόσθεση επί του  E : 

gfgfEEE +→× a)(: ,  με  )()())(( xgxfxgf +=+ , 

με  ⋅  το αριθμητικό γινόμενο επί του  E : 

ffEE ⋅→× λλ a)(: ,R  με  )())(( xfxf λλ =⋅ , 

και με ×  τον πολλαπλασιασμό του  E : 

gfgfEEE ×→× a)(: ,  με  )()())(( xgxfxgf ×=× . 

Μέρος 2ο 

ΙΙ.1. Να αιτιολογήσετε  γιατί  το  σύνολο  E   εφοδιασμένο με  τις  πιο  πάνω πράξεις  + ,  ⋅   ,  ×  

συνιστά μία άλγεβρα, χωρίς μοναδιαίο στοιχείο ως προς τον πολλαπλασιασμό.  Μετά,  αφού 

θέσετε: 

21 1
1)(
x

xf
+

=: ,  xexf −=:)(2 ,  xexf −=:)(3  και 
2

)( xexf −=:4 , 

να εξετάσετε εάν  Efi ∈  ( {1,2,3,4}∈i ). 

ΙΙ.2.(α). Δείξτε ότι: 

∫
+∞

∞−

+∞<dxxfx
knp )()( , 

για κάθε  NN ××+∞×∈ [])( ,0,,, Epnkf . 
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(β). Δείξτε ότι η απεικόνιση: 

∫
∞

∞−

=〉〈→×〉〈 dxxgxfgfgfEE )()(/,  /  :)(:: aR  

ορίζει ένα εσωτερικό γινόμενο επί του  E . Θα συμβολίζουμε με: 

L  

την νόρμα που αντιστοιχεί σ’ αυτό το εσωτερικό γινόμενο, υπό την έννοια ότι: 

0/ 2
1

≥〉〈= fff :       )( Ef ∈ . 

IΙ.3.(α). Έστω  )E(L  το σύνολο των ενδομορφισμών από το  E  στο  E . Εάν  )E(L∈φ , ας 

υποθέσουμε ότι υπάρχει μία απεικόνιση u  από το  E  στο  E  τέτοια ώστε: 

>>=<⇒<×∈∀ gfugfEEgf //),( ooφ . 

  Να αποδείξετε ότι η απεικόνιση  u   (εφόσον υπάρχει)  είναι γραμμική και μοναδική. Η 

απεικόνιση u  ονομάζεται, τότε, ανάστροφη του ενδομορφισμού φ , και συμβολίζεται με  ∗φ .  

  Επαληθεύστε τις ακόλουθες ιδιότητες: 

φφ =∗∗ )( ,  ∗∗∗ +=+ ψφφ )( ψ  και  ∗∗∗ = φψφ oo )( ψ  

για κάθε  )E(L∈φ  και κάθε  )E(ψ L∈ . 

(β). Για κάθε  )E(L∈φ  και  )E(ψ L∈ , θέτουμε: 

φψφφ oo −= ψψ :],[  (: μεταθέτης των  ψ,φ ). 

 Να δειχθεί ότι: 
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ψψψ ooo ],[],[],[ χφχφχφ +=  και 

0]],[,,[,[]],,[ =++ ψψψ φχ[φ]χχ[φ , 

για κάθε  )E(L∈φ , κάθε  )E(ψ L∈  και κάθε  )E(χ L∈ . 

Μέρος 3ο 

Συμβολίζουμε με  id , X  και  D  τις εξής τρεις απεικονίσεις: 

.       )())](([
,     )())](([

,        )())](([

)(:
)(:

)(:

R
R

R

∈′=∈∀
∈⋅=∈∀
∈=∈∀

xxfxfDEf
xxfxxfXEf

xxfxfidEf
 

ΙΙΙ.1. Δείξτε ότι: 

2))((),( EDX L∈ . 

ΙΙΙ.2. Θέτουμε: 

)(
2

1 DXA +⋅=:  και  .: o
* AAN =  

  Δείξτε ότι οι απεικονίσεις: 

∗∗∗ A,D,X  και  ∗N  

υπάρχουν.  

  Υπολογίστε αυτές τις απεικονίσεις, καθώς επίσης και τους μεταθέτες: 

],[],,[],,[ ANAADX ∗  και  ],[ ∗AN . 
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ΙΙΙ.3. Εκμεταλλευόμενοι την τιμή του μεταθέτη  ],[ ∗AA , να δικαιολογήσετε γιατί η διάσταση 

του διανυσματικού χώρου  E  είναι άπειρη. 

 

Μέρος 4ο 

  Για κάθε  Ef ∈ , θέτουμε: 

))((
2
1)( 22 fDXfH −=: , 

όπου  XXX o=2   και  DDD o=2 .  Στο  Μέρος  αυτό  της  Άσκησης,  προτιθέμεθα  να 

αναζητήσουμε τις ιδιότιμές και τα ιδιοδιανύσματα της απεικόνισης  H . 

ΙV.1. Να βρεθεί μία απλή σχέση μεταξύ των  H , N και  id . 

ΙV.2. Έστω u  ένα ιδιοδιάνυσμα του τελεστή  N , που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ . 

(α). Δείξτε ότι η συνάρτηση u  είναι επίσης ιδιοδιάνυσμα του τελεστή  H .  

  Ποια είναι η αντίστοιχη ιδιοτιμή του; 

(β). Δείξτε ότι η συνάρτηση  ( )uA , εφόσον δεν είναι μηδενική, είναι ιδιοδιάνυσμα του τελεστή 

N , με αντίστοιχη ιδιοτιμή τον αριθμό  ( )1−λ .  

  Να ανακαλύψετε ένα ανάλογο αποτέλεσμα για την συνάρτηση  )(uA∗ . 

(γ). Χρησιμοποιώντας τον αριθμό  〉〈 u/)u(N  να αποδείξετε ότι: 

0≥λ . 

ΙV.3. Θα εξετάσουμε τώρα την ιδιαίτερη περίπτωση όπου  0=λ .  
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  Προς τούτο, θέτουμε: 

}:{: 0)(0 =∈= uNEuE  και  }:{: 0)(0 =∈= uAEuF .  

(α). Να δειχθεί ότι  00 EF ⊂ . 

(β). Έστω τώρα η μοναδική απεικόνιση  0u , που είναι τέτοια ώστε: 

0)0(, 000 >∈ uFu  και  10 =u . 

  Να υπολογίσετε την ποσότητα  )(0 xu , για κάθε  R∈x , και, κατόπιν, να προσδιορίσετε 

τελείως τα στοιχεία του διανυσματικού χώρου  0F . (Υπενθυμίζουμε πως: 

∫
+∞

∞−

=− πdtt )exp( 2 .) 

(γ). Να δείξετε  ότι  00 FE ⊂ .  (Προς  τούτο,  μπορείτε,  παραδείγματος  χάριν,  να  αναζητήσετε 

συναρτήσεις  0Ef ∈ ,  που  είναι  της  μορφής  0ugf ×= ,  μην  παραβλέποντας  το  γεγονός  ότι 

Ef ∈ .) 

ΙV.4.  Έστω  )( N∈nun :   η  ακολουθία  των  συναρτήσεων,  που  ορίζονται  σύμφωνα  με  τον 

ακόλουθο τρόπο: 

• η  0u  ορίζεται όπως στην Υποπαράγραφο IV.3.(β) της Άσκησης, 

• }{0       )()( 1
*2

1

−∈∀= −

−
NnuAnu nn . 

(α). Να αποδείξετε τις επόμενες Προτάσεις: 

• η  nu  είναι ιδιοδιάνυσμα του τελεστή  N , με αντίστοιχη ιδιοτιμή  n . 
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• {0}1 −∈∀= − NnunuA nn        )( . 

• N∈∀= nun        1 . 

(β). Για κάθε  N∈n , να δειχθεί ότι: 

}:{}:{ R∈⋅=⋅=∈ tutfnfNEf n)( . 

(γ). Για κάθε  N∈n , να δειχθεί ότι η οικογένεια: 

}{ 1 nuuu ,...,,0  

συνιστά ένα ανεξάρτητο σύστημα του  E . 

(δ). Εάν  }{0−∈Nk , προσδιορίσετε τον πυρήνα του τελεστή  kA . 

(ε).  Τεκμηριώστε  γιατί  ο  ισχυρισμός  ότι  ο  αριθμός  λ   είναι  ιδιοτιμή  του  τελεστή  N  

εξασφαλίζει την ιδιότητα του  λ  να είναι φυσικός αριθμός. (Προς τούτο, πρέπει να θεωρήσετε 

το ακέραιο μέρος του λ .) 

ΙV.5.(α). Μετά απ’ όλα όσα προηγήθηκαν, να βρείτε τις ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα του 

τελεστή  H . 

(β).  Εάν  nH   είναι  τα  πολυώνυμα  του  πρώτου  μέρους,  να  αποδειχθεί  ότι  για  κάθε  N∈n  

ισχύει η ακόλουθη σχέση: 

)()
2

exp()!2()(
2

2
1

xHxnxu n
n

n −=
−

π . 

(γ). Να αναπαραστήσετε, επί του ιδίου συστήματος αξόνων, τις γραφικές παραστάσεις των 

συναρτήσεων: 

10 u,u  και  2u . 
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V.3.9. ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΕΝΑΤΟ: 

ΜΙΑ ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΕΤΑΡΤΗΣ ΤΑΞΗΣ ΠΟΥ ΣΧΕΤΙΖΕΤΑΙ ΜΕ ΤΑ 
ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ  LEGENDRE  ΚΑΙ  ΠΟΥ  ΥΠΟΛΟΓΙΖΕΙ 
ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΤΙΚΕΣ ΤΙΜΕΣ ΤΩΝ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΩΝ 

Το Πρόβλημα συνίσταται στην μελέτη μίας μεθόδου υπολογισμού προσεγγιστικής τιμής 

ενός ορισμένου ολοκληρώματος  

∫
β

a

dttf )( . 

Η συγκεκριμένη μέθοδος είναι τέταρτης τάξης και αποτελεί μία ειδική περίπτωση των 

μεθόδων που στεοιχειοθετούνται στηριζόμενες στην θεωρία των πολυωνύμων Legendre. 

Θα  αναπαριστούμε  με  )(RP3   το  διανυσματικό  χώρο  υπεράνω  του  R   που  περιέχει 

αποκλειστικά  και  μόνον  όλα  τα  πολυώνυμα  με  πραγματικούς  συντελεστές  και  με  βαθμό 

μικρότερο ή ίσο με 3 . 

Για ένα κλειστό και φραγμένο διάστημα  )(][ ββ <aa   ,  , συμβολίζουμε με  ][ β,4 aC  

τον  διανυσματικό  χώρο  όλων  των  πραγματικών  συναρτήσεων  R→][: β,af   που  είναι 

τέσσερις  φορές  συνεχώς  διαφορίσιμες  μέσα  σε  μία  ανοικτή  περιοχή  του  ][ β,a .  Εάν 

][ β,4 aCf ∈ , τότε θέτουμε: 

)(sup)( 4

4

,4 t
dt

fdfM at ][: β∈=  και  ∫=
β

a

dttffI )()( : . 
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Μέρος 1ο 

Θα μελετήσουμε έναν Τύπο παρεμβολής ενός ολοκληρώματος. 

Ι.1.(α).  Ας  υποθέσουμε  ότι  0t   και  1t   είναι  δύο  σταθερά  σημεία  του  διαστήματος  ][ 1,1− , 

τέτοια ώστε  10 tt < .  

  Να δειχθεί ότι υπάρχει ένα ζεύγος  ( )μλ,  πραγματικών αριθμών (και μόνο ένα), τέτοιο 

ώστε για κάθε πολυώνυμο  ( )tp  βαθμού μικρότερου ή ίσου του 1 να ισχύει: 

)()()( 10

1

1

tptpdttp μλ +=∫
−

. 

(β). Να δείξετε ότι η παραπάνω σχέση παραμένει αληθής και για κάθε  )(p(t) RP3∈  εάν και 

μόνον εάν: 

3
3

01 =−= tt  και  1== μλ . 

Στα παρακάτω Ερωτήματα 2, 3 και 4 αυτού του μέρους της Άσκησης, το σύμβολο  f  θα 

αναπαριστά ένα στοιχείο του  ][ 1,14 −C . Για κάθε τέτοιο f, θέτουμε  

)
3
3()

3
3()( fffA +−=: . 

Προκειμένου να ελέγξουμε το σφάλμα που θα προκύψει μετά την αντικατάσταση του 

ολοκληρώματος  ( )fI   με  την  προσεγγιστική  τιμή  ( )fA ,  θα  προσπαθήσουμε  να 

προσδιορίσουμε ένα άνω φράγμα της παράστασης  

( ) ( )fAfI − . 
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Ι.2.(α). Να δείξετε ότι η απεικόνιση: 

)(: )
3
3(),

3
3(),

3
3(),

3
3()()( 4

3 pppptp −′−→ aRRP  και  1== μλ  

είναι ισομορφισμός, επί του  4R . 

(β). Από  το προηγούμενο  Υποερώτημα  να  συνάγετε  την  ύπαρξη  και  την  μοναδικότητα  ενός 

πολυωνύμου  )(tp f RP3)( ∈  τέτοιου ώστε: 

)
3
3()

3
3(),

3
3()

3
3( fpfp ff =−=−   

)
3
3()

3
3(),

3
3()

3
3( fpfp ff ′=′−′=−′  . 

(γ). Να αποδειχθεί η ανισότητα: 

( ) ( ) dttptffAfI
a

f∫ −≤−
β

)()(  

Ι.3. Συμβολίζουμε με  ( )tq  το πολυώνυμο  

( )
2

2

3
1
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −≡ ttq  . 

(α). Ας σταθεροποιήσουμε ένα σημείο  t  του συνόλου 

}{][
3
3,

3
31,1 −−− , 

στο οποίο επισυνάπτουμε την συνάρτηση  R→− ][: 1,1H  που ορίζεται από τον Τύπο: 
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][ 1,1     ,)(
)(

)()(
)()()( −∈

−
−= uuq

tq
tptf

ufupuH f
f . 

  Να επαληθεύσετε ότι: 

0)
3
3()

3
3()

3
3()

3
3()( =′=−′==−= HHpptH ff , 

και απ’ αυτό να συνάγετε την ύπαρξη ενός αριθμού  ][ 1,1−∈c  τέτοιου ώστε: 

0)(4

4

=c
du

Hd
.  

(β). Δείξτε, για κάθε  ][ 1,1−∈t , την ύπαρξη ενός αριθμού  ( ) ][ 1,1−∈= tcc  που είναι τέτοιος 

ώστε: 

)()(
4!
1)()( 4

4

tqc
dt

fdtptf f =− . 

(γ). Από το προηγούμενο Υποερώτημα να συνάγετε την ανισότητα: 

( ) ( ) ( )∫
−

≤−
1

1
4 )(

4!
1 dttqfMfAfI . 

Ι.4.(α). Χρησιμοποιώντας  τα  συμπεράσματα  των  Ερωτημάτων  Ι.2  και  Ι.3,  ν’  αποδείξετε  την 

ανισότητα: 

( ) ( )
135

)(
 4 fM

fAfI ≤− . 

(β). Πιστοποιήστε ότι η παραπάνω τελευταία εκτίμηση είναι η καλύτερη δυνατή, βρίσκοντας 

μία κατάλληλη συνάρτηση  
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)1,1(4 ][−∈Cf  

που υλοποιεί την ισότητα της εκτίμησης. 

Ι.5. Στο Ερώτημα αυτό,  επιθυμούμε να γενικεύσουμε  την εκτίμηση  του  ερωτήματος  Ι.4, που 

αφορούσε  το  διάστημα  ][ 1,1− ,  σ’  ένα  οποιοδήποτε  κλειστό  και  φραγμένο,  μη  τετριμμένο, 

διάστημα  ][ β,a  της πραγματικής ευθείας.  

  Προς τούτο, για κάθε  ][ β,4 aCf ∈ , θέτουμε: 

)]()([
2

)( dmfdmfafA ++−
−

=
β: , 

όπου: 

2
β+

=
am : είναι το μέσο του διαστήματος  ][ β,a , 

και:  

32 −
−

=
ad β

. 

  Ποια  εκτίμηση  του  σφάλματος  ( ) ( )fAfI −   μπορούμε  να  συμπεράνουμε  από  την 

αντίστοιχη του Ερωτήματος Ι.4; 

Μέρος 2ο 

Θα  εξετάσουμε  τώρα  μία  εφαρμογή  του  περιεχομένου  του  πρώτου  Μέρους  στην 

διαδικασία υπολογισμού προσεγγιστικών τιμών ενός ολοκληρώματος. 
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Ι.1. Σ’ αυτό το Ερώτημα, προτιθέμεθα να προσεγγίσουμε το ολοκλήρωμα  ( )fI .   Προς 

τούτο,  για  κάθε φυσικό αριθμό  1≥n ,  θα θεωρούμε  την διαμέριση  του διαστήματος  ][ β,a , 

που έχει σταθερό βήμα ίσο με  

n
ah −

=
β

, 

και θα συμβολίζουμε με  nm,...,m,m 21  τα μέσα των διαστημάτων της διαμέρισης αυτής.  

  Στην συνέχεια, θα προσεγγίζουμε κάθε ολοκλήρωμα: 

)][(       ),()( 4
2

2

βaCfdttf

hm

hm

j

j

∈∫
+

−

, 

σύμφωνα με την μέθοδο που περιγράφηκε στο Ερώτημα Ι.5.  

  Έστω  )( fAn  η προσεγγιστική  τιμή  του ολοκληρώματος  ( )fI , που θα προκύψει κατ’ 

αυτόν τον τρόπο. 

(α). Να εκφράσετε τον αριθμό  )( fAn  σαν συνάρτηση των  nm,...,m,m,m,f 321  και h, και να 

γράψετε έναν αλγόριθμο που να επιτρέπει τον υπολογισμό αυτού του αριθμού.  

(β). Ν’ αποδείξετε την ακόλουθη εκτίμηση: 

( ) ( ) )( fRfAfI n≤− , 

όπου: 
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4

54

4320
)()()(

n
afMfRn

−
=

β
. 

(γ). Τι συμπεραίνετε όταν  ∞→n ; 

ΙΙ.2. Ας θεωρήσουμε το ολοκλήρωμα: 

( )∫=
1

0

dttfI , 

με  

1
1 )1()( −+= ttf . 

(α). Ποια είναι η ακριβής τιμή του  I ; 

(β). Υπολογίστε, με ακρίβεια της τάξης του  -810 , μία δεκαδική προσεγγιστική τιμή του  I . 

(γ). Αφού βρείτε την παράγωγο  −v οστής τάξης της  f : 

v

v

dt
fd
 , 

να δικαιολογήσετε γιατί  !4)(4 =fM  και να υπολογίσετε τους αριθμούς  )( fR2  και  )(10 fR . 

(δ).  Προσδιορίστε  την  ποσότητα  )( fAn ,  και  αναλύστε  την  ακρίβεια  της  προσέγγισης  που 

επιτεύχθηκε όταν λάβετε κατ’ αρχάς  2=n  και στην συνέχεια  10=n . 
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V.3.10. ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΔΕΚΑΤΟ: 

ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ  CHEBYSHEV.  ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ  ΣΤΟΝ 
ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟ  ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΩΝ  ΚΑΙ  ΣΕ  ΔΙΑΦΟΡΑ 
ΟΡΘΟΓΩΝΙΑ ΑΝΑΠΤΥΓΜΑΤΑ. ΑΝΙΣΟΤΗΤΑ BESSEL. 
 

Σε  όλο  το  παρόν Πρόβλημα,  θα  χρησιμοποιούμε  το  σύμβολο  )(n RP   προκειμένου  να 

αναπαραστήσουμε τον διανυσματικό χώρο, υπεράνω του R , όλων των πολυωνύμων με βαθμό 

μικρότερο ή ίσο του  n  και με πραγματικούς συντελεστές  )( N∈n . 

Προκαταρκτικά  

0.1.  Έστω  f   μία  συνεχής  πραγματική  συνάρτηση,  ορισμένη  επί  του  κλειστού  διαστήματος 

][ 1,1− .  

  Να εξετασθούν οι συνθήκες ύπαρξης του ολοκληρώματος: 

( ) dt
t

tf
∫
− −

1

1
21

. 

0.2. Να προσδιορισθούν οι ακριβείς τιμές  21 x,x,a  και  3x , τεσσάρων πραγματικών αριθμών, 

που επαληθεύουν την παρακάτω ισότητα για κάθε πολυώνυμο  )(p RP3∈  : 

( )
∫
−

++=
−

1

1
3212
)]()()([

1
xpxpxpadt

t
tp

. 

0.3. Αφού επιβεβαιωθεί η ύπαρξη του αθροίσματος: 
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( )∑∞

=

−

−
−

1 2

1

14
1

v

v

v
 , 

να υπολογισθεί μία προσεγγιστική  τιμή  του,  κατ’  απόκλιση  ίση με  -210   από  την ακριβή  τιμή 

του. 

Μέρος 1ο  

Ι.1.  Για  κάθε φυσικό  αριθμό  k ,  να  αποδείξετε  την  ύπαρξη  ενός  πολυωνύμου  )(T kk RP∈   , 

που είναι τέτοιο ώστε: 

][ πθθθ ,0      ]),(cos[)(cos ∈= kTk . 

  Ακόμη, να αποδείξετε ότι η οικογένεια πολυωνύμων: 

}:{ nkTk ≤≤0   

συνιστά μία βάση του  )(n RP . 

Ι.2.(α). Βρείτε τις εκφράσεις των πολυωνύμων 

420 ,,,, TTTTT 31 , 

καθώς επίσης και τις ρίζες αυτών των πολυωνύμων. 

(β). Για κάθε φυσικό αριθμό  k , διάφορο του μηδενός, να ορίσετε τις ρίζες του πολυωνύμου 

kT  και να δείξετε ότι αυτές είναι απλές και βρίσκονται μέσα στο ανοικτό διάστημα  ][ 1,1− . 

Ι.3.(α). Για οποιουσδήποτε φυσικούς αριθμούς  k  και λ , υπολογίστε το ολοκλήρωμα: 
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( ) ( )
dx

x

xTxTk∫
− −

1

1
21

λ . 

(β). Έστω  {0}−∈Nn  και έστω  )(p n RP 1−∈ .  

  Από το προηγούμενο Ζήτημα, να συνάγετε ότι: 

( ) ( )
0

1

1

1
2

=
−

∫
−

dx
x

xTxp k . 

Ι.4. Δικαιολογείστε την αλήθεια της επαγωγικής σχέσης: 

}){( 0k      ),()(2)( 11 −∈−= −+ NxTxTxxT kkk . 

  Ποια είναι η αρτιότητα των πολυωνύμων  kT ; 

Μέρος 2ο  

ΙΙ.1. Έστω  

k
n

k k Tap ∑ =
=

0
 

ένα πολυώνυμο  )(n RP . Προσδιορίστε την τιμή του ολοκληρώματος: 

( )
∫
− −

1

1
21

dx
x

xp
, 

σαν συνάρτηση της τιμής  0a  και μόνον. 

ΙΙ.2. Έστω, ειδικότερα,  

k
n

k k Tap ∑ =
=

0
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ένα πολυώνυμο του  )(RP3  και έστωσαν  21 x,x  και  3x  οι τρεις ρίζες του  

)( 3213 xxxxT <<)( . 

(α). Υπολογίστε την τιμή του αθροίσματος: 

)()()()( 321
3

1
xpxpxpxp

i i ++=∑ =
, 

σαν συνάρτηση της τιμής  0a  και μόνον, και, στην συνέχεια, να ξαναβρείτε το αποτέλεσμα του 

Ζητήματος 0.2. 

(β). Έστω  )(q RP5∈ . Δείξτε ότι: 

( ) ( )∑∫ =
−

=
−

3

1

1

1
2 31 i i xqdx

x
xq π

. 

(Προς τούτο, μπορείτε να χρησιμοποιήσετε την Ευκλείδεια διαίρεση του πολυωνύμου  ( )xq  με 

το πολυώνυμο  ( )xT3 .) 

(γ). Υπολογίστε τώρα, πραγματοποιώντας μία αλλαγή μεταβλητής, το ολοκλήρωμα: 

( )∫
− −

1

1

4

1
dx

xx
x

. 

ΙΙ.3. Να προσδιορισθούν πέντε σταθερές  

**** x,x,x,a 321  και  *x4  

τέτοιες ώστε η πιο κάτω ισότητα να ισχύει για κάθε πολυώνυμο  )(r RP7∈ : 
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( ) )]()()()([
1

*
4

*
3

*
2

*
1

*
1

1
2

xrxrxrxradx
x

xr
+++=

−
∫
−

. 

ΙΙ.4. Για κάθε  {0}−∈Nn , θέτουμε: 

nnn TT 1
*

2
1
−=: . 

  Επίσης,  για  κάθε  πραγματική  συνάρτηση  f ,  που  είναι  συνεχής  επί  του  κλειστού 

διαστήματος  ][ 1,1− , θέτουμε: 

)(sup 1,1 tff t ][: −∈= . 

  Τέλος,  υπενθυμίζουμε ότι  ένα πολυώνυμο ονομάζεται μόνικο  εάν ο συντελεστής  του 

μεγιστοβάθμιου όρου του ισούται με 1. 

(α). Να  δειχθεί  ότι  το  πολυώνυμο  *
nT   είναι  μόνικο,  και,  επί  πλέον,  να  υπολογισθεί  η  τιμή 

*
nT . Σε ποιες τιμές του διαστήματος  ][ 1,1−  υλοποιείται αυτή η τιμή; 

(β). Έστω p ένα μόνικο πολυώνυμο του  )(n RP  και έστω  

pTs *
n −= . 

  Υποθέτοντας ότι  *
nTp < ,  να δειχθεί,  με απαγωγή στο άτοπο,  ότι  το πολυώνυμο  s 

αλλάζει  n  φορές συνολικά πρόσημο επί του διαστήματος  ][ 1,1− .  

  Τι μπορούμε να συμπεράνουμε από αυτό το αποτέλεσμα; 
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Μέρος 3ο  

ΙΙΙ.1. Έστω  ][ 1,1−∈x . 

(α). Για κάθε  N∈n  και για κάθε  ][ 1,1−∈t , θέτουμε: 

)(),( xTtxtu n
n

n =: . 

  Να μελετηθεί η σύγκλιση της σειράς  

∑∞

=0
),(

n n xtu  

και  να  υπολογισθεί  το  άθροισμά  της  σαν  συνάρτηση  του  t   και  του  x .  (Μπορεί  να 

χρησιμοποιηθεί η ισότητα  xArc cos=θ .) 

(β). Για κάθε  N∈n  και για κάθε  R∈t , θέτουμε: 

)(
!

),( xT
n
txtV n

n

n =: . 

  Να μελετηθεί η σύγκλιση της σειράς  

∑∞

=0
),(

n n xtV  

και να υπολογισθεί το άθροισμά της σαν συνάρτηση του  t  και του  x .  

ΙΙΙ.2. Έστω ότι  ][ 1,1−∈x  και  ][ 1,1−∈t . 

(α). Για κάθε  {0}−∈Nn , θέτουμε: 

)(),( xT
n
txtw n

n

n =: . 



Ν. ΔΑΡΑΣ 
ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

ΤΟΜΟΣ ΙΙΙ 

 

ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  181 

 

  Να αποδείξετε την σύγκλιση της σειράς  

∑∞

=1
),(

n n xtw . 

(β). Να υπολογίσετε την παράγωγο: 

∑∞

=∂
∂

1
)),((

n n xtw
t

. 

και, στην συνέχεια, το άθροισμα  

∑∞

=1
),(

n n xtw  

σαν συνάρτηση του  t  και του  x . 

ΙΙΙ.3. Θα μελετήσουμε τώρα κάποιες ιδιότητες της σειράς: 

∑∞

=1

)(
n

n

n
xT

][ 1,1−∈x . 

(α). Για κάθε  N∈t  και για κάθε  ZR πθ −∈ , να αποδειχθεί η ισότητα: 

...)3cos()2cos(cos
cos21

cos 2
2 +++=

+−
− θθθ
θ

θ tt
tt

t
 

         2

1
1

cos21
)cos())1cos(()cos(...

tt
ntntnt

nn
n

+−
−+

++
+

−

θ
θθθ . 

  Ακολούθως, να υπολογισθεί το όριο: 

dt
tt

ntnt nn

n ∫ +−
−+ +

∞→

1

0
2

1

cos21
)cos())1(cos(lim

θ
θθ

 

και από αυτό να συνάγετε την σύγκλιση της σειράς:  
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∑∞

=1

)(
n

n

n
xT

[)] 1,1( −∈x , 

και να υπολογίσετε το άθροισμά της σαν συνάρτηση του  x . 

(β). Η σειρά: 

∑∞

=1

)1(
n

n

n
T

 

συγκλίνει ή όχι; 

(γ). Πώς τροποποιείται η ισότητα του Ζητήματος ΙΙΙ.3.(α) όταν  1cos −=θ ; Από την απάντηση 

που θα δώσετε σ’ αυτήν την ερώτηση, να συνάγετε την σύγκλιση της σειράς: 

∑∞

=

−
1

)1(
n

n

n
T

, 

και να υπολογίσετε το άθροισμά της. 

(δ). Να μελετήσετε την σύγκλιση της σειράς: 

∑∞

=
−

1

)(
)1(

n
nn

n
xT

])[ 1,1( −∈x , 

και να υπολογίσετε το άθροισμά της στα σημεία που αυτή συγκλίνει. 

(ε). Από το προηγούμενο Ζήτημα να συνάγετε την σύγκλιση και το άθροισμα της σειράς: 

∑∞

= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

1 6
34sin1

n

n
n

π . 
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Μέρος 4ο  

  Έστω  f  μία πραγματική συνάρτηση, που είναι συνεχής επί του κλειστού διαστήματος 

][ 1,1− . Για κάθε  {0}−∈Nn , ορίζουμε τον αριθμό: 

∫
− −

=
1

1
21

)()(2 dx
x

xTxf n
n π

γ : . 

  Ιδιαίτερα, όταν  0=n , θέτουμε: 

∫
− −

=
1

1
20

1
)(2 dx
x

xf
π

γ : ,. 

  Επίσης, στην συνάρτηση f επισυνάπτουμε την  2L ‐νόρμα ως προς το βάρος  2
1

2 )1(
−

− t : 

∫
− −

=
1

1

2
1

2

2

2 1
)( )(: dt

t
tff . 

ΙV.1.(α). Έστω  

∑∞

=
=

0k kkn Taφ , 

όπου  R∈na,...,a,a 10 .  

  Να υπολογισθεί η τιμή: 

2nf φ− , 

σαν συνάρτηση των ποσοτήτων  110102 −nn γ,...,γ,γ,a,...,a,a,f  και  nγ . 

(β). Να υπολογισθεί η τιμή: 
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2

2)(inf pf
np −∈ RP , 

σαν συνάρτηση των ποσοτήτων  1102 −n
2 γ,...,γ,γ,f  και  nγ . 

ΙV.2.(α). Να δείξετε ότι η σειρά: 

∑∞

=0
2

k kγ . 

είναι συγκλίνουσα, και, επί πλέον, ότι ισχύει: 

∑∞

=
≤+

1

2

2
22

0
22

k k f
π

γγ . 

(β). Εάν: 

xxf =)( , 

να υπολογίσετε τους συντελεστές  ,...γ,γ 10   

  Ακόμη, έχοντας δεχθεί ότι: 

∑∞

=
=

0
)(x

k kk xTγ , ][ 1,1−∈x , 

να υπολογίσετε το άπειρο άθροισμα: 

( )∑∞

=

−

−
−

1n

n

n 14
1
2

1

,  

και να ξαναβρείτε το αποτέλεσμα του Ζητήματος 0.3. 
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V.3.11. ΠΡΟΒΛΗΜΑ ENΔΕΚΑΤΟ: 

  ΑΡΙΘΜΟΙ  ΚΑΙ  ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ  BERNOULLI  ΚΑΙ 
ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΗ  

  ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΗ  ΤΥΠΟΥ  EULER‐MAC  LAURIN. 
ΔΙΑΦΟΡΑ ΑΝΑΠΤΥΓΜΑΤΑ ΣΕ ΣΕΙΡΕΣ 

Για  κάθε  πραγματικό  αριθμό  t ,  για  κάθε  πραγματική  συνάρτηση  f   ορισμένη  και 

ολοκληρώσιμη επί του κλειστού διαστήματος  ][ t,0 , και για κάθε μη μηδενικό φυσικό αριθμό 

n , ορίζουμε την ποσότητα: 

∑∫
−

= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

1

0

t

0

)())(( n

kn n
tkf

n
tdxxftfR : . 

(Τα αποτελέσματα των Ζητημάτων, που θα ακολουθήσουν, μπορούν άμεσα να επεκταθούν και 

στην περίπτωση ενός αρνητικού διαστήματος ][ 0,t− .) 

Μέρος 1ο  

Ι.1.  Έστω  t   ένας  πραγματικός  αριθμός,  έστω  q   ένας  φυσικός  αριθμός,  και  έστω  f   μία 

πραγματική  συνάρτηση  που  είναι  ( )1+q   φορές  συνεχώς  διαφορίσιμη  μέσα  σ’  ένα  ανοικτό 

διάστημα που περιέχει το σύνολο  ][ t,0 .  

  Συμβολίζουμε  με  )i(f   την  παράγωγο  τάξης  i   της  f .  Κατά  σύμβαση,  θέτουμε 

( ) ff ≡0 .  

  Αναπαριστούμε  με  ))(( tfrq   το  υπόλοιπο Mac‐Laurin  τάξης  q   της  f   στο  σημείο  t , 

δηλαδή: 
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∑=
−=

q
i

i
q i

tftftfr
0i

)(

!
)0()())(( : . 

(α). Χρησιμοποιώντας μαθηματική επαγωγή ως προς το  N∈q , δείξτε ότι: 

dxxf
q
xttfr q

t q

q )(
!

)())(( )1(

0

+∫
−

= . 

(β). Να εξετάσετε την αλήθεια της παρακάτω εκτίμησης: 

!1)(
)())((

1

1 +
≤

+

+ q
t

fMtfr
q

qq , 

όπου: 

)(sup)( )1(
,0 xffM q
txq

+
∈+ = ][1 : . 

Ι.2. Έστω  t  ένας πραγματικός αριθμός.  

  Ν’ αποδειχθεί ότι για κάθε πραγματική συνάρτηση  f , που είναι συνεχώς διαφορίσιμη 

μέσα σε μία ανοικτή πραγματική περιοχή του διαστήματος  ][ t,0 , ισχύει: 

2
)()0()(

2

1
0

tfMftdxxf
t

≤−∫ . 

Ι.3. Έστω  t  ένας πραγματικός αριθμός, έστω  I  ένα ανοικτό διάστημα του R  που περιέχει το 

σύνολο  ][ t,0  και έστω  f  μία πραγματική συνάρτηση που είναι συνεχώς διαφορίσιμη επί του 

I .  

  Για κάθε  {0}−∈Nn , ν’ αποδείξετε την ακόλουθη ανισότητα: 

( )
n

tfMtfRn 2
))((

2

1≤  . 

Ι.4. Αποδώστε την γραφική αναπαράσταση της συνάρτησης  ))(( tfRn . 
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Μέρος 2ο  

Κατά την ανάπτυξη αυτού του Μέρους,  θα υποθέτουμε ότι η πραγματική συνάρτηση 

f  μπορεί ν’ αναπτυχθεί σε δυναμοσειρά επί ενός διαστήματος  [] ρρ +−= ,I , όπου ο θετικός 

αριθμός  ρ  ικανοποιεί την συνθήκη: 

( )∈∃ fM R ∈∀q: N ( ) ( ) ( )
q

q fMxf
ρ

≤⇒  για κάθε  ∈x I . 

  Έστω  t  ένα σημείο του  I  και έστω  {0}−∈Nn . 

ΙΙ.1. Αποδείξτε ότι: 

1
)(

0

)(
!

)0()()())(( +∞

=∑∫ −= p
p

p n

t

n n
t

p
fpSdtxftfR

0
, 

όπου: 

∑ −

=
=

1

0
)( n

k
p

n kpS , με  }{0−∈Np  και  nSn =)0( . 

ΙΙ.2.  Χρησιμοποιώντας  την  μέθοδο  της  μαθηματικής  επαγωγής  επί  του  n ,  εξηγήστε  την 

παρακάτω ισότητα: 

∑ = +

+

+
=

p

i i
ii

p

p

n n
C

p
npS

0

β
1

1

1
)( , 

όπου οι πραγματικοί αριθμοί  iβ  ορίζονται από τις σχέσεις: 

1=0β  

)(
0 1 N∈=∑ = + qCq

j j
j

q         0β . 
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ΙΙ.3. Για κάθε σημείο  I∈t , θέτουμε: 

( )dxxftg
t

∫=
0

)( :  και  ( ) ( ) )(: N∈−= itgg
i
ttd ii

i

ii       )]()0([
!

)( β , 

και διατηρούμε τους συμβολισμούς του Ζητήματος Ι.1 για το υπόλοιπο Mac‐Laurin.   Να 

δειχθεί ότι για κάθε φυσικό αριθμό  N  ισχύει: 

∑ +

=
−+=

1

1

)(
))(( N

i NNi
i

n n
td

tfR ηε , 

όπου: 

   ∑ +

= −+=
1

0
)( ))((

!
N

i
i

iN

i

i
i

N tgr
i
t

n 1:
β

ε  

   ∑ −

=
=

1 ))((N

k NN n
tkfr

n
t

0
:η . 

  Παρατηρήστε πως η ποσότητα  Nη   αντιπροσωπεύει  το υπόλοιπο  τάξης Ν  της σειράς, 

που  εμφανίζεται  μέσα  στην  έκφραση  της  συνάρτησης  ))(( tfRn   στο  Ζήτημα  ΙΙ.1  και  που 

περιγράφεται με την βοήθεια των όρων  )( pSn  του Ζητήματος ΙΙ.2. 

ΙΙ.4. Δείξτε ότι η ποσότητα  Nε  μπορεί να γραφεί υπό την μορφή: 

∫ −
+

= +

+
+

t

N

N
N

N dx
t
xnB

N
xf

n
t

0
1

1)(
1 ))1((

)!1(
)()(ε , 

όπου  )X(BN 1+  είναι το πολυώνυμο που ορίζεται από τον Τύπο: 

∑ +

=
−+

++ =
1

0
1

11 )( N

i
iN

i
i
NN XCXB β  

ΙΙ.5. Ας  θεωρήσουμε  την  ακολουθία  των  πολυωνύμων  qB ,  N∈q   που  περιγράφονται  από 

τον παραπάνω Τύπο και από την αρχική ταυτότητα  10 =B .  

  Για κάθε  {0}−∈Nq : 



Ν. ΔΑΡΑΣ 
ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

ΤΟΜΟΣ ΙΙΙ 

 

ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  189 

 

(α). Συγκρίνετε τις τιμές της πολυωνυμικής συνάρτησης  1+qB  στα σημεία 0  και 1. 

(β). Βρείτε μία σχέση μεταξύ των πολυωνύμων  1+′qB  και  qB . 

(γ). Δείξτε  ότι  το πολυώνυμο  qB   έχει  τουλάχιστον μία ρίζα  qa   μέσα στο ανοικτό διάστημα 

[]0,1 . 

(δ). Εφαρμόζοντας τον Τύπο των πεπερασμένων αυξήσεων, να δειχθεί ότι: 

!)(sup ,0 qnuB q
qnu ≤∈ ][  

ΙΙ.6. Επαληθεύστε ακόμη τον ακόλουθο Τύπο: 

∑∞

=
=

1

)())((
i i

i
n n

tdtfR . 

ΙΙ.7.(α). Δείξτε ότι, για κάθε μη μηδενικό φυσικό αριθμό  K , το άθροισμα  

∑=

K

i i
i

n
td

1

)(
 

συνιστά ένα πεπερασμένο ανάπτυγμα τάξης  K  στο σημείο  

n
1
 

της συνάρτησης ))(( tfRn . (Αυτό σημαίνει ότι πρέπει να δειχθεί πως καθώς το n τείνει προς το 

∞+  η διαφορά  

∑=
−

K

i i
i

n n
td

tfR
1

)(
))((  

είναι αμελητέα συγκριτικά με την ποσότητα  

Kn
1

.) 

(β). Διατυπώστε το πεπερασμένο ανάπτυγμα τάξης 5  της συνάρτησης  ))(( tfRn  στο σημείο 

n
1
. 
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Μέρος 3ο  

ΙIΙ.1.  Εξετάστε  εάν  τα  αποτελέσματα  του Μέρους  ΙΙ  μπορούν  να  εφαρμοσθούν  άμεσα  στις 

επόμενες συναρτήσεις f, και, σε καταφατική περίπτωση, πάνω σε ποιο διάστημα  I  του R : 

(α).  tetf =)( , 

(β).  )exp()( 2−−= ttf , 

(γ).  1)1()( −+= ttf , 

(δ).  )2cos()( ttf = , 

(ε).  tetf =)( . 

ΙΙΙ.2. Εφαρμόστε το αποτέλεσμα του Ζητήματος ΙΙ.6, στην περίπτωση που  1=n  και  tetf =)( , 

και συνάγετε το ανάπτυγμα σε δυναμοσειρά της συνάρτησης:  

1)1( −−tett a ,  

μέσα σ’ ένα διάστημα του R  που πρέπει να προσδιορίσετε.  

ΙΙΙ.3. Να συμπεράνετε ότι:  0=+12 jβ  για κάθε  {0}−∈Nj .  

ΙΙΙ.4.  Εφαρμόστε  το  αποτέλεσμα  του  Ζητήματος  ΙΙ.6,  στην  περίπτωση  που  1=n   και 

)2cos()( ttf = , και εκφράστε το ανάπτυγμα σε δυναμοσειρά της συνάρτησης: 

)(ttgcott a ,  

μέσα σ’ ένα διάστημα του R  που πρέπει να βρείτε.  
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ΙΙΙ.5.  Χρησιμοποιήστε  το  αποτέλεσμα  του  προηγούμενου  Ζητήματος,  προκειμένου  να 

σχηματίσετε το ανάπτυγμα σε δυναμοσειρά της συνάρτησης: 

)(ttgt a , 

μέσα  σ’  ένα  διάστημα  του  R   που  πρέπει  να  εντοπίσετε.  (Προς  τούτο,  μπορείτε  να 

διατυπώσετε την ποσότητα  )(ttg  σαν συνάρτηση των ποσοτήτων  )(ttgco  και  )2( ttgco .) 

ΙΙΙ.6. Να  δείξετε  ότι  υπάρχει  μία  ακολουθία  πολυωνύμων  jP ,  βαθμού  j   και  με  θετικούς 

συντελεστές, που είναι τέτοια ώστε: 

))(())(( 2)12( ttgPttg j
j =+ , 

για κάθε  {0}−∈Nj . 

ΙΙΙ.7. Στηριζόμενοι σ’ αυτό το αποτέλεσμα, δικαιολογήστε την ανισότητα: 

0)1( 1 >− −
j

j
2β , 

για κάθε  {0}−∈Nj .  

V.3.12. ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΔΩΔΕΚΑΤΟ: 

ΤΥΠΟΣ TAYLOR ΚΑΙ ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ BERNOULLI 
  Όλες  οι  συναρτήσεις  που  θα  θεωρηθούν  σ’  αυτό  το Πρόβλημα  υποτίθεται  ότι  είναι 

πραγματικές, δηλαδή ότι έχουν εικόνες πραγματικούς αριθμούς.  
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  Για κάθε φυσικό αριθμό  k , το σύμβολο  )k(f  θα αναπαριστά την παράγωγο  −k οστής 

τάξης  (εφόσον υπάρχει)  της  συνάρτησης  f .  Ιδιαίτερα,  το  σύμβολο  ( )0f   θα αναπαριστά  την 

ίδια την συνάρτηση  f .  

  Ανάλογα με τις προκύπτουσες ανάγκες, τα σύμβολα  f ′  και  f ′′  αναπαριστούν επίσης 

την πρώτη και την δεύτερη παράγωγο της  f  αντίστοιχα (εφόσον φυσικά αυτές υπάρχουν). 

Μέρος 1ο  

  Έστω  v  ένας θετικός ακέραιος και έστω  f  μία πραγματική συνάρτηση που είναι  1+v  

φορές  συνεχώς  διαφορίσιμη  μέσα  σε  μία  ανοικτή  πραγματική  περιοχή  του  διαστήματος 

][0,1=I .  

  Για κάθε φυσικό αριθμό  1,...,1,0 += vk , θέτουμε: 

)(sup)( )(
10 xffM k

xk ≤≤=: . 

  Έστω επίσης  ( )tPP =  ένα πραγματικό πολυώνυμο βαθμού ίσου με  v . Δοθέντων δύο 

πραγματικών  αριθμών  x   και  )( 0>hh   τέτοιων ώστε  το  διάστημα  [ ]hxx +,   να  περιέχεται 

μέσα στο  I , ορίζουμε την συνάρτηση: 

∑ =
− +−=→

v

k
kvkk thxftPhtFtF

0
)( )()()1()(a:: RI .  

I.1.(α). Να εκφράσετε τις τιμές  )0(F  και  )1(F  και να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  F  είναι 

μία  φορά  συνεχώς  διαφορίσιμη  μέσα  σε  μία  ανοικτή  περιοχή  του  I .  Στην  συνέχεια,  να 

διατυπώσετε την  )(tF ′  σαν μία συνάρτηση των  Ptxhv ,,,,  και  f .  
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(β). Γράφοντας με δύο διαφορετικούς τρόπους την διαφορά  ( )0)1( FF − , δείξτε την σχέση: 

∑ =

+
−− −

+−=−+
v

k vv

vv
jkv

v

k
k hR

P
hxfP

P
hxfhxf

1 )(

1
)()(

)(
1 )(

)0(
)1())()1((

)0(
)1()()(  

όπου: 

dtthxftPhR v
v )()()( )1(

1

0

+= +∫: .  

(γ). Επιλέγοντας το πολυώνυμο  )(tP  έτσι ώστε: 

)( R∈−= tttP v          )1()( , 

δείξτε ότι η σχέση του Ζητήματος Ι.1.(β) εκφράζει μία κλασσική σχέση.  

  Επί πλέον, σ’ αυτήν την περίπτωση,  χρησιμοποιώντας μία ποσότητα ανάμεσα από τις 

)( fM k , δώστε ένα άνω φράγμα του μεγέθους: 

)(hRv . 

(δ). Εξηγήστε γιατί, όταν η συνάρτηση  f  είναι ένα πολυώνυμο Q  βαθμού το πολύ ίσου με  v , 

η σχέση του Ζητήματος Ι.1.(β) γίνεται:  

  ( )∑ =
∈+=+

v

k
k

k

taaQ
k
taQatQ

1
2),(        )(

!
)()( )( R .   

I.2. θα παρουσιάσουμε τώρα μία εφαρμογή των παραπάνω στην περίπτωση που: 

pv 2= , και  

)( R∈−= ttttP pp   )1()( . 

(α).  Στηριζόμενοι  στην  σχέση  του  Ζητήματος  Ι.1.(δ),  προσδιορίστε  τους  πραγματικούς 

αριθμούς: 

)0()(kP  και  )1()(kP , για κάθε  pk 2,...,2,1= . 
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(β). Χρησιμοποιώντας μία κατάλληλη επαγωγική σχέση, υπολογίστε το ολοκλήρωμα: 

dtttI pp
p )1(

1

0

−= ∫  

(γ). Να συνάγετε τώρα μία εκτίμηση της συνάρτησης: 

( )hR p2  

με την βοήθεια του αριθμού  )(12 fM p+ , και να γράψετε, σ’ αυτήν την περίπτωση,  την σχέση 

του Ζητήματος Ι.1.(β) όταν: 

2=v  και  4=v . 

Μέρος 2ο  

  Το  αντικείμενο  αυτού  του  Μέρους  έγκειται  στην  μελέτη  κάποιων  πολυώνυμων 

ιδιαίτερου τύπου.  

  Έστω πάλι  v  ένας θετικός ακέραιος. 

ΙΙ.1. Δείξτε ότι εάν  P  είναι ένα πολυώνυμο βαθμού  v  και τέτοιο ώστε: 

=)0()(kP )1()(kP , για κάθε  vk ,...,2,1,0= , 

τότε: 

)()1( tPtP =+ , για κάθε  R∈t . 

  Από αυτό να συμπεράνετε ότι το πολυώνυμο  P  είναι σταθερό. 

ΙΙ.2. Δείξτε ότι εάν  P  είναι ένα πολυώνυμο βαθμού  v  και τέτοιο ώστε: 

=)0()(kP )1()(kP , για κάθε  vk ,...,2,1,0= , 
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τότε υπάρχει μία σταθερά  R∈C  για την οποία ισχύει: 

1)()1( −=−+ vtCtPtP , για κάθε  R∈t . 

  Εκφράστε την σταθερά αυτή σαν συνάρτηση των ποσοτήτων: 

)0()1( −vP  και  )1()1( −vP . 

ΙΙ.3. Έστω  )(v RP   ο πραγματικός διανυσματικός  χώρος όλων  των πραγματικών πολυωνύμων 

των οποίων ο βαθμός είναι το πολύ ίσος με  v .  

  Προσδιορίστε την διάσταση του  )(v RP . 

ΙΙ.4. Ας συμβολίσουμε με u  την απεικόνιση: 

)()1(:))(( xPxPxPuP)()( vv −+=→ a:RPRP . 

  Βρείτε  τον  πίνακα  που  αντιστοιχεί  σ’  αυτήν  την  γραμμική  απεικόνιση  ως  προς  την 

κανονική βάση: 

{ }veee ,...,,,1 2  

του  )(v RP .  

  Ποια είναι η τάξη αυτής της απεικόνισης;  

  Ποιος είναι ο πυρήνας της και ποια η διάστασή του;  

  Ποια είναι, τέλος, η εικόνα της απεικόνισης u ; 

IΙ.5.  Εφαρμόστε  τα  παραπάνω  αποτελέσματα  προκειμένου  να  αποδείξετε  ότι,  για  κάθε 

πραγματικό αριθμό C , υπάρχει ένα μοναδικό πολυώνυμο  P  τέτοιο ώστε: 

0)0( =P  και 

1)()1( −=−+ vtCtPtP , για κάθε  R∈t . 
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ΙΙ.6. Ας υποθέσουμε τώρα ότι  2≥v .  

  Υπολογίστε την αριθμητική τιμή: 

)( N∈qqP   )(  

του πολυωνύμου  P  του Ζητήματος ΙΙ.5 και, στην συνέχεια, βρείτε την μορφή του πολυωνύμου: 

)( R∈ttP   )(  

όταν  2=v  και όταν  3=v . Παρουσιάστε το αποτέλεσμά σας σαν ένα γινόμενο παραγόντων. 

ΙΙ.7. Έστω x ένας πραγματικός αριθμός και έστω  )(tg x  η πραγματική συνάρτηση που ορίζεται 

από την σχέση: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
−=

0,1

0,
1)(

tav

tav
e

et
tg t

tx

x  

(α). Αποδείξτε ότι η συνάρτηση: 

=→ )t(hth a:: RR
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
−

0,1

0,
1

tav

tav
e

et
t

tx

 

αναπτύσσεται σε δυναμοσειρά μέσα σ’ ένα διάστημα  ] [RR,−  και βρείτε την ακτίνα σύγκλισης 

της δυναμοσειράς αυτής. 

(β). Να συμπεράνετε ότι η συνάρτηση  xg  είναι άπειρες φορές συνεχώς διαφορίσιμη σε κάθε 

σημείο του R  και γράφεται σαν πεπερασμένο ανάπτυγμα τάξης  p  στην περιοχή του μηδενός.  
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  Έστω: 

∑ =
+=

p

k
p

p
k

kx ttxtxatg
0

),()()( ε  

αυτό το ανάπτυγμα, όπου: 

0),(lim 0 =→ txpt ε . 

  Επινοώντας μία απλή σχέση που συνδέει τις συναρτήσεις: 

ttgtg xx ),(),(1+  και  txe , 

να συνάγετε την ακόλουθη ισότητα: 

)!1(
)()1(

1

−
=−+

−

k
xxaxa

k

kk , για κάθε  ,...2,1=k  

  Εξηγήστε  γιατί  κάθε  συνάρτηση  )(xak   είναι  ένα  πολυώνυμο,  του  οποίου  πρέπει  να 

βρείτε τον βαθμό.  

  Αποδείξτε  ότι,  για  κάθε  ,...2,1=k .  τα  πολυώνυμα  αυτά  συνδέονται  μεταξύ  τους 

σύμφωνα με την σχέση: 

)(
0

R∈
−

=
−

−
−

=∑ x
k
xxa

qk

k

q
k

q
       

)!1(
)(.

)!(
1 1

1
. 
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V.3.13. ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΔΕΚΑΤΟΤΡΙΤΟ: 

ΜΕΛΕΤΗ ΕΝΟΣ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ ΣΥΝΟΡΙΑΚΩΝ ΤΙΜΩΝ 

  Δοθέντος ενός διαστήματος  I ,  κλειστού υποσυνόλου του  R , συμβολίζουμε με  IkC  

τον διανυσματικό χώρο των αριθμητικών συναρτήσεων που είναι τάξης  k , δηλαδή που είναι 

−k φορές συνεχώς διαφορίσιμες μέσα σε μία ανοικτή πραγματική περιοχή του  I .  

  Ιδιαιτέρως, για κάθε στοιχείο  I0Cf ∈ , θέτουμε  

)(sup tff t I∈∞
=: . 

  Επίσης, κατά την εξέλιξη του Προβλήματος, θα αναπαριστούμε με  ρ  μία πραγματική 

συνάρτηση, ορισμένη στο R  και τάξης  1C , και με σ  την συνάρτηση  

xxxx )()( ρσ =→ :: aRR . 

  Ακόμη,  θα  υποθέτουμε  ότι  υπάρχουν  δύο  θετικοί  αριθμοί  a  και  β,  τέτοιοι  ώστε 

βσ ≤′≤ )(xa . 

  Στο πρώτο Μέρος του Προβλήματος, θα μελετήσουμε την ύπαρξη και την μοναδικότητα 

μίας συνάρτησης  ][ 1,02Cf ∈  που επιλύει το πρόβλημα συνοριακών τιμών: 

φρ =′′′ ])([ ff  

0)1()0( == ff , 

όπου φ  είναι κάποιο δοθέν στοιχείο του  ][ 1,0C 0 .  

  Στο δεύτερο και τρίτο Μέρος, θα μελετήσουμε μία μέθοδο προσέγγισης της λύσης  f  

με κατά τμήματα γραμμικές συναρτήσεις του  ][ 1,0 .  
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  Στο τέταρτο, και τελευταίο, Μέρος του Προβλήματος, θα εξετάσουμε την ποιότητα της 

προτεινόμενης προσέγγισης. 

Μέρος 1ο  

Ι.1. Αρχίζουμε με την επισήμανση κάποιων βασικών ιδιοτήτων των συναρτήσεων σ  και  ρ .  

(α). Να δειχθεί ότι η σ είναι μία γνησίως αύξουσα αμφιμονοσήμαντη απεικόνιση του  R  επί 
του εαυτού του. 

(β). Εξηγήστε γιατί η αντίστροφη απεικόνιση  1−= στ  της σ  είναι τάξης  1C  και τέτοια ώστε: 

a
x 1)(1
≤′≤ τ

β
, για κάθε  R∈x . 

(γ). Δείξτε ότι, για κάθε πραγματικό αριθμό  x , ισχύει: 

β≤≤ )(xpa . 

I.2. Συνεχίζουμε με την μελέτη ενός προβλήματος Cauchy.  

  Έστω ψ  η συνάρτηση: 

dttxx
x

∫=→
0

)()(1,0 φψψ a:][: R , 

και έστω λ  ένας οποιοσδήποτε πραγματικός αριθμός.  

  Να δειχθεί ότι το πρόβλημα Cauchy: 

φρ =′′′ ])([ hh  

0)0( =h  και  λ=′′ )0(h  
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επιδέχεται σαν μοναδική λύση επί του διαστήματος  ][ 1,0  την συνάρτηση: 

dttxhxh
x

∫ +=→
0

))()(()(1,0 λσψτλλ a:][: R  

(Για  τον  σκοπό  αυτό,  πρέπει,  μετά  από  δύο  διαδοχικές  και  κατάλληλες  ολοκληρώσεις,  να 

επαληθευθεί  ότι  κάθε  λύση  h   του προβλήματος Cauchy  του Ερωτήματος  είναι  υποχρεωτικά 

της μορφής  λh .) 

Ι.3.  Είμαστε  τώρα  σε  θέση  να  ασχοληθούμε  με  το  θέμα  της  ύπαρξης  μοναδικής  λύσης  του 

προβλήματος συνοριακών τιμών: 

φρ =′′′ ])([ ff  

0)1()0( == ff . 

(α). Προς τούτο, κατ’ αρχήν, ν’ αποδείξετε ότι η συνάρτηση: 

)1()( λλχλχ h=→ a:: RR  

είναι τάξης  1C  και, επί πλέον, ότι επαληθεύει τις ακόλουθες ανισοτικές σχέσεις: 

a
a βλχ
β

≤′≤ )(  για  R∈λ . 

  Ύστερα, βασιζόμενοι σ’ αυτά τα συμπεράσματα, να δείξετε ότι η  χ  είναι μία γνησίως 

αύξουσα αμφιμονοσήμαντη απεικόνιση του R  επί του εαυτού του. 

(β). Εάν γ  είναι ο μοναδικός πραγματικός αριθμός που είναι ρίζα της εξίσωσης: 

0)( =γχ , 
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εξηγήστε  γιατί  η  συνάρτηση  γhf =   είναι  η  μοναδική  λύση  του  παραπάνω  συνοριακού 

προβλήματος επί του διαστήματος  ][ 1,0 . 

I.4.  Θα  δώσουμε  τώρα  μία  εκτίμηση  της  λύσης  του  συγκεκριμένου  προβλήματος  με  την 

βοήθεια της δοθείσης συνάρτησης  ][ 1,00C∈φ . 

(α). Έστω  g  ένα στοιχείο του διανυσματικού χώρου  ][ 1,02C , τέτοιο ώστε: 

0)1()0( == gg . 

  Δικαιολογήστε γιατί, για κάθε σημείο  x  του διαστήματος  ][ 1,0 , ισχύει η εκτίμηση: 

∞

−
≤ gxxxg

2
)1()( . 

(Προς  τούτο,  μπορείτε,  αφού απομονώσετε  τις  τετριμμένες περιπτώσεις  0=x   και  1=x ,  να 

θεωρήσετε την βοηθητική συνάρτηση: 

2
)1()()( ttktgtG −

−= , 

όπου ο αριθμός  k  έχει επιλεγεί έτσι ώστε  0)( =xG , και, μετά, να εξηγήσετε γιατί υπάρχει ένα 

σημείο  ][ 1,0∈c , στο οποίο η G ′′  μηδενίζεται.) 

(β). Από το προηγούμενο Υποερώτημα, να συνάγετε την ακόλουθη εκτίμηση: 

∞

−
≤ f

a
xxxf

2
)1()( για κάθε  ][ 1,0∈x . 
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Μέρος 2ο  

  Θα  στραφούμε  τώρα  προς  μία  διακριτή  παρουσίαση  του  κεντρικού  συνοριακού 

προβλήματος του παρόντος θέματος.  

  Ας υποθέσουμε ότι δίνεται ένας φυσικός αριθμός  1≥n , ας θέσουμε  

1
1
+

=
n

:δ  

και  ας  θεωρήσουμε  την  διαμέριση  nS   του  διαστήματος  ][ 1,0 ,  με  σταθερό  βήμα  δ ,  που 

απαρτίζεται από τα σημεία: 

1......0 =<<<<<= +110 nnj xxxxx , 

όπου  δjx j =  για κάθε  1,...,2,1,0 += nj 1.  

  Συμβολίζουμε  με  F   τον  διανυσματικό  υποχώρο  του  ][ 1,00C   που  περιλαμβάνει 

αποκλειστικά τις συναρτήσεις  f , που είναι  τέτοιες ώστε  0)1()0( == ff  και  των οποίων ο 
περιορισμός σε κάθε υποδιάστημα  ],[ 1+jj xx  είναι τάξης  1C . 

ΙΙ.1. Δείξτε ότι η απεικόνιση: 

∑ ∫=

+

′′=〉〈→×
n

j

x

x

j

j

dttgthghghFF
0

1

)(: )()(/, aR  

είναι ένα εσωτερικό γινόμενο επί του  F .  

  Ας συμβολίσουμε με  L  την νόρμα που αντιστοιχεί σ’αυτό το εσωτερικό γινόμενο:  

2
1

/,0: 〉〈=+∞→ hhhhF aL [:[ . 
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ΙΙ.2. Για κάθε ζεύγος  )( g,h  σημείων του  F , θέτουμε: 

∑ ∫=

+

′′′=
n

j

x

x

j

j

dttgththghA
0

1

: )()())((),( ρ . 

  Προφανώς, για κάθε  Fh∈ , η απεικόνιση: 

),( ghAgF a:R→  

είναι γραμμική.  

  Επί πλέον, είναι σαφές πως, όταν  0=h , ισχύει: 

0),( =gA 0  για κάθε  Fg ∈ . 

(α). Να δειχθεί ότι, για κάθε τριάδα  ),,( ghh 21  στοιχείων του  F , ισχύει: 

ghhghAghA 2121 −≤− β),(),( . 

(β). Αφού διαπιστώσετε την επόμενη ανισότητα: 

2)()())()(( yxayxyyxx −≥−− ρρ  για κάθε  ][ 1,0∈x  και  ][ 1,0∈y , 

να συμπεράνετε ότι, για κάθε ζεύγος  )( 21 hh ,  στοιχείων του  F , ισχύει: 

),(),(2
21221121 hhhAhhhAhha −−−≤− . 

ΙΙ.3.(α). Αποδείξτε ότι εάν  f  είναι μία λύση του προβλήματος συνοριακών τιμών: 

φρ =′′′ ])([ ff  

0)1()0( == ff , 

τότε, για κάθε στοιχείο  Fg ∈ , έχουμε την ισότητα: 
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)(),( gBgfA = , 

όπου  

∫−=
1

0

)()()( dttgtgB φ . 

(β). Χρησιμοποιώντας την δεύτερη ανισοτική σχέση του Υποερωτήματος ΙΙ.2.(β), να δείξετε ότι 

η  f  είναι το μοναδικό στοιχείο του διανυσματικού χώρου  F  που επαληθεύει την εξίσωση: 

)(),( gBgfA =  για κάθε  Fg ∈ , 

και, έτσι, ξαναδικαιολογήστε την μοναδικότητα της λύσης  f  του συνοριακού προβλήματος. 

 

  Στην συνέχεια, θα επιχειρήσουμε την επίλυση του κεντρικού προβλήματος συνοριακών 

τιμών,  αντικαθιστώντας  το  σύνολο  F   με  τον  διανυσματικό  υπόχωρό  του,  nV ,  που 

περιλαμβάνει  αποκλειστικά  τις  συναρτήσεις  u  των  οποίων  ο  περιορισμός  σε  κάθε  διάστημα 

][ 1, +jj xx  είναι γραμμικός.  

  Στο τρίτο Μέρος, πρόθεσή μας είναι η απόδειξη της ύπαρξης ενός μοναδικού στοιχείου 

nn Vu ∈   τέτοιου  ώστε  )(),( vBvuA n =   για  κάθε  nVv∈ ,  ενώ  στο  τέταρτο  Μέρος  θα 

προσπαθήσουμε να κατοχυρώσουμε ακλόνητα τον ισχυρισμό ότι το μοναδικό αυτό στοιχείο  nu  

του  nV  συνιστά μία αληθινή προσέγγιση της λύσης  f . 
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Μέρος 3ο  

Σε τούτο το Μέρος, θεωρούμε έναν διανυσματικό χώρο V , υπεράνω του R  και διάστασης 

1≥n , που είναι εφοδιασμένος μ’ ένα εσωτερικό γινόμενο  ⋅〉〈⋅ /  και με την αντίστοιχη νόρμα 

⋅ .  

Υποθέτουμε  ότι  είναι  γνωστές  μία  R ‐γραμμική  μορφή  )v(BvVB a:: R→   και  μία 

απεικόνιση  )v,u(Av,uVVA a)(:: R→×  που είναι τέτοια ώστε: 

• η  ),( vuAv a  να είναι γραμμική για κάθε  Vu∈ , 

• 0),( =vA 0  για κάθε  Vv∈ , 

• να ικανοποιούνται οι συνθήκες που παρατίθενται στα Υποερωτήματα ΙΙ.2.(α) και ΙΙ.2.(β) 

(εφόσον  το  F   αντικατασταθεί  με  V   και  τα  σύμβολα  ghh ,, 21   με  τα  σύμβολα 

vww ,, 21 , αντίστοιχα.) 

  Συμβολίζουμε με b  το μοναδικό στοιχείο του V , που είναι τέτοιο ώστε: 

)(/ vBvb =〉〈  για κάθε  Vv∈ . 

  Επίσης, σε κάθε στοιχείο  u   του V  αντιστοιχούμε το μοναδικό στοιχείο  )(ua   του V  

που έχει την ιδιότητα: 

),(/)( vuAvua =〉〈  για κάθε  Vv∈ . 

  Προφανώς, έτσι, δημιουργείται μία (όχι απαραίτητα R ‐γραμμική) απεικόνιση: 

)(uauVVa a:: → . 

ΙΙΙ.1. Ας αναφερθούμε σε κάποιες ιδιότητες της απεικόνισης  a .  

(α). Να δειχθεί ότι  00 =)(a  και ότι η απεικόνιση  a  είναι Lipschitz με σταθερά  β , υπό την 

έννοια ότι, για κάθε ζεύγος  ),( 21 ww  στοιχείων του V , ισχύει: 

2121 wwwawa −≤ β)()( . 
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(β). Για κάθε ζεύγος  ),( 21 ww  στοιχείων του V , αποδείξτε την ακόλουθη ανισότητα: 

〉−−〈≤− ]/[)]()([2
212121 wwwawawwa . 

(γ). Από το προηγούμενο Υποερώτημα, να συνάγετε ότι, για κάθε  Vv∈ , ισχύει: 

),(2 vvAva ≤ . 

ΙΙΙ.2.  Ιδιαιτέρως,  ας  αναφερθούμε  στο  θέμα  της  ύπαρξης  μοναδικής  λύσης  της  εξίσωσης 

bua =)( .  

  Προς τούτο, ας θεωρήσουμε την απεικόνιση  VVH →:  που ορίζεται από την σχέση: 

))(()( buauuH −−= λ      )( Vv∈ , 

όπου λ  είναι ένας θετικός αριθμός. 

(α). Δείξτε ότι: 

2222 ww)..λa.λ.21()w(H)w(H 2121 −+−≤− β , 

για κάθε  Vw ∈1  και κάθε  Vw ∈2 . 

(β). Επικαλούμενοι το προηγούμενο Υποερώτημα, να συμπεράνετε πως, εάν  

2

20
β

λ a
<< , 

η απεικόνιση  H  είναι μία συστολή. 

(γ). Ν’ αποδείξετε, τέλος, ότι η εξίσωση  bua =)(  επιδέχεται ακριβώς μίας λύσης. 

ΙΙΙ.3. Ας δώσουμε τώρα μία εφαρμογή των όσων προηγήθηκαν στην περίπτωση της διακριτής 

παρουσίασης του προβλήματος συνοριακών τιμών που μελετούμε στο παρόν θέμα. 

(α). Για κάθε  nj ,...,2,1= , έστω  jω  το στοιχείο του  nV  που είναι τέτοιο ώστε: 

1)( =jj xω  και  0)( =kj xω  για  jk ≠ . 
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  Να δειχθεί ότι το σύνολο: 

{ }nωωω ,...,, 21  

συνιστά μία βάση του διανυσματικού χώρου  nV .  

  Προσδιορίστε τις συντεταγμένες ενός στοιχείου u του  nV  ως προς αυτήν την βάση. 

(β).  Ν’  αποδείξετε  την  ύπαρξη  ένος  μοναδικού  στοιχείου  nu   του  nV ,  που  έχει  την 

αποκλειστική  ιδιότητα  να  επαληθεύει  την  παρακάτω  εξίσωση,  για  οποιοδήποτε  στοιχείο 

nVv∈ : 

)(),( vBvuA n = , 

όπου οι απεικονίσεις  A  και  B  είναι αυτές που ορίστηκαν στο δεύτερο Μέρος. 

ΙΙΙ.4.  Με  έναυσμα  το  αποτελέσματα  που  προέκυψαν  από  την  μέχρι  τώρα  μελέτη  του 

συνοριακού προβλήματος, ας αποπειραθούμε να επεκταθούμε σε μία γενικότερη περίπτωση.  

  Προς τούτο, θα συνεχίσουμε μεν να υποθέτουμε ότι η απεικόνιση  

),(),( vuAvuVVA a:: R→×  

ικανοποιεί την συνθήκη του Υποερωτήματος ΙΙ.2.(α), δηλαδή ότι: 

• vwwvwAvwA 2121 −≤− β),(),(   

για κάθε  Vw ∈1 , Vw ∈2  και  Vv∈ , 

αλλά θα αξιώσουμε όπως, αντί της συνθήκης της υποερωτήματος  ΙΙ.2.(β),  ισχύει το ακόλουθο 

σύστημα ασθενέστερων συνθηκών: 

• ),(),(0 212211 wwwAwwwA −−−<  για  Vw ∈1 , Vw ∈2  με  21 ww ≠  , 

• ∞=
∞→

∈ v
vvA

v
Vv

),(lim . 

(α). Αποδείξτε την μοναδικότητα της λύσης της εξίσωσης  

bua =)( . 
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(β). Αιτιολογήστε γιατί, για κάθε φυσικό αριθμό  1≥k , υπάρχει ένα και μόνον ένα στοιχείο  kz  

του διανυσματικού χώρου V  που είναι τέτοιο ώστε: 

bz
k

za kk =+
1)( . 

  Για τον σκοπό αυτό, μπορείτε να θεωρήσετε την απεικόνιση: 

〉〈+= vu
k

vuAvuAk /1),(),( . 

(γ). Δείξτε ότι η ακολουθία  ),...,,( 321: =kzk  

είναι φραγμένη. 

(δ). Ακόμη, δείξτε ότι η παραπάνω ακολουθία συγκλίνει προς ένα στοιχείο  Vu∈  που είναι η 

λύση της εξίσωσης  

bua =)( . 

 

Μέρος 4ο  

  Θα  εξετάσουμε  τώρα  την  ποιότητα  της  προσέγγισης  της  λύσης  του  προβλήματος 

συνοριακών τιμών, που μελετάμε, από την ακολουθία που προέκυψε στο Ζήτημα ΙΙΙ.3.  

Οπως και προηγουμένως, θα συμβολίσουμε με  f  την λύση αυτή και με  ,...)( 321: ,,nuk =  

την ακολουθία του Υποερωτήματος ΙΙΙ.3.(β). 

IV.1. Εστω  v  ένα τυχαίο στοιχείο του  nV . 

(α). Να δειχθεί η ακόλουθη ανισότητα: 

),(),(2 vfuAvffAufa nn −−−≤−  

για κάθε  ,...3,2,1=n  
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(β). Να συμπεράνετε ότι: 

vf
a

uf n −≤−
β2

 

για κάθε  ,...3,2,1=n  

ΙV.2.  Εστω  g   ένα  στοιχείο  του  διανυσματικού  χώρου  ][ 1,02C   που  είναι  τέτοιο  ώστε 

0)1()0( == gg .  Αναπαριστούμε  με  gv   το  μοναδικό  στοιχείο  του  nV   που  επαληθεύει  τις 

σχέσεις: 

)()( jjg xgxv =  για κάθε  1,...,1,0 += nj . 
(α). Εξηγήστε γιατί, για κάθε σημείο  x  του διαστήματος  ][ 1, +jj xx , ισχύει η ανισότητα: 

∞
′′

+
≤′−′ g

n
xVxg g 1

1)()(  

(β). Από αυτό να συνάγετε την εκτίμηση: 

∞
′′

+
≤′−′ g

n
Vg g 1

1
. 

ΙV.3.(α). Προσδιορίστε έναν θετικό αριθμό  K  τέτοιον ώστε, για κάθε φυσικό αριθμό  1≥n  

και για κάθε συνάρτηση  ][ 1,00C∈φ , να ισχύει: 

∞+
≤− φ

1n
Kuf n . 

(β).  Βασιζόμενοι  στο  προηγούμενο  Υποερώτημα,  να  συμπεράνετε  ότι  η  ακολουθία 

),...,,( 321: =nun  συγκλίνει προς την  f  ομοιόμορφα επί του διαστήματος  ][ 1,0 . 
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V.3.14. ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΔΕΚΑΤΟΤΕΤΑΡΤΟ: 

ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΗΣ ΕΞΙΣΩΣΗΣ 
  Στο παρόν Πρόβλημα, τα σύμβολα  

)p(f,...,f,f ′′′  ή  fD )p(  

αναπαριστούν τις διαδοχικές παραγώγους μίας συνάρτησης  f .  

  Επίσης, δοθέντων δύο πραγματικών αριθμών  a  και b , με  ba < , συμβολίζουμε με  

P 

τον  διανυσματικό  χώρο  των  πραγματικών  πολυωνυμικών  συναρτήσεων  επί  του  κλειστού 

διαστήματος  ][a,b=I .  

  Υπενθυμίζουμε  ότι  ένα  στοιχείο  του  P  λέγεται  μόνικο  εάν  ο  συντελεστής  του 

μεγιστοβάθμιου όρου του ισούται με 1. 

  Θα υποθέτουμε ότι έχουν δοθεί δύο πολυώνυμα: 

)()()( btattA −−=  και  )()()( atbtatB −+−= β , 

όπου  a  και  β  είναι δύο θετικοί αριθμοί.  

  Εάν  R∈λ , επιθυμούμε να προβούμε σε μία μελέτη των πολυωνυμικών συναρτήσεων 

∈)(tx P που επιλύουν την γραμμική διαφορική εξίσωση: 

:)( λβ ,,aE    0=−′+′′ xxBxA λ  . 
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Μέρος 1ο  

Το  πρώτο Μέρος  του  Προβλήματος  είναι  αφιερωμένο  στην  αλγεβρική  θεώρηση  της 

προσέγγισης του ζητήματος. 

Ι.1. Κάνοντας χρήση των υπολογιστικών επιχειρημάτων που μπορούν να προκύψουν από την 

αλγεβρικολογιστική  διαχείριση  των  πολυωνυμικών  βαθμών,  δείξτε  ότι  εάν  x   είναι  μία  μη 

μηδενική πολυωνυμική λύση, βαθμού  0n ≥ , της διαφορικής εξίσωσης  

)( λβ ,,aE , 

τότε: 

)()1( βλ ++−= annn . 

Ι.2. Για κάθε φυσικό αριθμό  n , θέτουμε: 

)()1( βλ ++−= annnn : . 

  Δικαιολογήστε γιατί οι αριθμοί  )( N∈nnλ  είναι, ανά δύο, διάφοροι μεταξύ τους. 

Ι.3. Στην συνέχεια, θα συμβολίζουμε, πιο απλά, με  

)( β,anE  

την διαφορική εξίσωση  )( n,,a λβE . 

(α). Ποιες είναι οι πολυωνυμικές λύσεις της εξίσωσης  )(0 β,aE ; 

(β). Εξηγήστε γιατί, εάν  x  είναι μία πολυωνυμική λύση της  )( β,anE   )( 1≥n , η συνάρτηση 

xy ′=  είναι πολυωνυμική λύση της  )(1 1,1 ++− βanE . 

(γ). Αντιστρόφως, δείξτε ότι εάν  y  είναι μία πολυωνυμική λύση της  

)(1 1,1 ++− βanE   1)( ≥n , 

τότε η  y  είναι η παράγωγος συνάρτηση της  ( )yByAx n +′= −1λ  η οποία είναι, με την σειρά 

της, μία πολυωνυμική λύση της εξίσωσης  )( β,anE . 
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(δ). Επί πλέον, να αποδείξετε ότι, για κάθε φυσικό αριθμό  n , υπάρχει ένα μόνικο πολυώνυμο 

∈nP P, βαθμού ίσου με  n , που συνιστά μία λύση της  )( β,anE . 

(ε). Να δειχθεί η μοναδικότητα μίας τέτοιας λύσης  nP  της εξίσωσης  )( β,anE . 

Μέρος 2ο  

Εστω  β,au  ο ενδομορφισμός του P που ορίζεται από την σχέση  

xBxAxua ′+′′=)(,β . 

Λέμε  ότι  μία  μη  μηδενική  συνάρτηση  f ,  που  είναι  άπειρες  φορές  συνεχώς 

διαφορίσιμη επί του ανοικτού διαστήματος  []a,b  είναι ένας πολλαπλασιαστής του  β,au  εάν: 

)()()( , xufxBxAfxAf a β=′+′′=′′      ∈∀x P. 

IΙ.1.(α).  Αποδείξτε  ότι  η  f   είναι  ένας  πολλαπλασιαστής  του  β,au   εάν  και  μόνον  εάν 

BfAf =′)( . 

(β).  Από  το  προηγούμενο  Υποερώτημα  να  συμπεράνετε  ότι  κάθε  πολλαπλασιαστής  f   του 

β,au  είναι ανάλογος προς την συνάρτηση  

11 )()()(, −− −−=→ βtbattrtbar aa:[:] R . 

ΙΙ.2.(α). Να δειχθεί ότι, εάν  f  είναι ένας πολλαπλασιαστής του  β,au , τότε, για κάθε φυσικό 

αριθμό  1≥p , η συνάρτηση  pAf  είναι ένας πολλαπλασιαστής του  pβ,pau ++ . 

(β).  Εστω  nP   η  μόνικη  πολυωνυμική  λύση  βαθμού  n   της  εξίσωσης  )( β,anE . 

  Χρησιμοποιώντας  την  μέθοδο  της  μαθηματικής  επαγωγής,  τεκμηρίωστε  το 
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συμπέρασμα ότι  εάν ο φυσικός αριθμός  p   είναι  τέτοιος ώστε  np ≤≤1 ,  τότε η συνάρτηση 

nPf  είναι ανάλογη της  

][ )()(
n

ppp PDAfD , 

όπου  f   είναι  ένας πολλαπλασιαστής  του  β,au .  (Μπορείτε  να  χρησιμοποιήσετε  την  ιδιότητα 

που περιγράφηκε στο Υποερώτημα Ι.3.β.) 

(γ). Από το παραπάνω συμπέρασμα να συνάγετε ότι, για κάθε φυσικό αριθμό  n , υπάρχει ένας 

πραγματικός  )( 0≠nK  τέτοιος ώστε: 

nn
nn RrKArD =)()( . 

ΙΙ.3. Στηριζόμενοι στο Υποερώτημα ΙΙ.1.(β), δώστε μία αναλυτική έκφραση της συνάρτησης  

)( nn ArD  

και,  στην  συνέχεια,  βρείτε  τον  αριθμό  nK   και  γράψτε  το  πολυώνυμο  nP   σαν  γραμμικό 

συνδυασμό των στοιχείων της πολυωνυμικής βάσης  

}:{ nqpbtat qp =+−− )()( . 

ΙΙ.4. Για κάθε ζεύγος  )( y,x  στοιχείων του P θέτουμε: 

∫=〉〈
b

a

dttytxtryx )()()(/ : . 

(α). Δείξτε ότι το παραπάνω ολοκλήρωμα συγκλίνει και ότι, κατ’ αυτόν τον τρόπο, ορίζεται ένα 

εσωτερικό γινόμενο επί του διανυσματικού χώρου P. 

(β). Να δειχθεί ότι: 
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∫ ′′−=〉〈=〉〈
b

a
aa dttrtAtytxyuxyxu )()()()()(//)( ,, ββ     ∈∀ )( yx, P 2 . 

(γ).  Από  αυτό  να  εξάγετε  την  ορθογωνιότητα  μεταξύ  των  πολυωνύμων  nP   ως  προς  το 

εσωτερικό γινόμενο  ⋅〉〈⋅ / . 

(δ). Χωρίς να εφαρμόσετε τα αποτελέσματα του Ζητήματος ΙΙ.2, αποδείξτε ότι: 

0/)(1
=〉〈 yArD

r
nn  

για κάθε πολυώνυμο  y  του οποίου ο βαθμός είναι γνησίως μικρότερος του φυσικού  n . 

V.3.15. ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΔΕΚΑΤΟΠΕΜΠΤΟ: 

ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΤΙΚΗ ΛΥΣΗ ΜΙΑΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΗΣ ΕΞΙΣΩΣΗΣ 
Έστωσαν  

a ,  a  και b  

τρείς πραγματικοί αριθμοί  )( ba <  και έστω  R×= ][ b,aD .  

  Συμβολίζουμε  με  F   μία  πραγματική  συνάρτηση  που  είναι  ορισμένη  και  συνεχώς 

διαφορίσιμη μέσα σε μία ανοικτή περιοχή του D.  
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  Εστω  τέλος  N   φυσικός  αριθμός.  Για  κάθε  πραγματική  συνεχή  συνάρτηση  y   του 

][a,b , θέτουμε: 

)()(sup),(
,,

xyxyyM
baxx

xx ′−=
∈′
≤′−

][
: δδ , 

όπου δ  είναι ένας πραγματικός αριθμός που είναι τέτοιος ώστε  abδ0 −≤< . 

Θεωρούμε μία διαφορική εξίσωση με αρχική συνθήκη στο σημείο  ax = , της μορφής: 

][ ba,         ))(,()(
∈= xxyxF

dx
xdy

 

a=)(ay   

που επιδέχεται μίας μοναδικής λύσης y δύο φορές συνεχώς διαφορίσιμης μέσα σε μία ανοικτή 

περιοχή του  ][a,b .  

  Στην  λύση αυτή επισυνάπτουμε μία αριθμητική μέθοδο προσέγγισης απομονώνοντας 

τους δύο πρώτους όρους του αναπτύγματος Taylor της  y : 

     ),( nnnn yxFhyy +=+1 )1,...,2,1,0( −= Nn  

a0 =y   

όπου  

hnaxNabh n +=−= ,/)(  

και  ny  μία προσέγγιση της ακριβούς τιμής  )( nxy . 
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  Το  Πρόβλημα  που  θα  μελετήσουμε  έχει  σαν  αντικείμενο  την  εύρεση  ορισμένων 

συνθηκών που εξασφαλίζουν την σύγκλιση της ακολουθίας 

( )[ ]( ),...1,0: =− nxyy nn  

προς το 0  όταν το μέγεθος  h  τείνει ομοίως προς το 0 . 

1. Δείξτε ότι: 

0)y,M(δlim 0δ =→  

2. Εστω  ,...),( 10: =nan  μία ακολουθία θετικών αριθμών, της οποίας οι όροι υπόκεινται στην 

παρακάτω ανισότητα: 

) 1,...1,0()1( −=++≤+ NnBaAa nn 1  

0>A  και  0>B . 

(α). Να εξηγηθεί γιατί οι αριθμοί  na  επαληθεύουν την σχέση: 

B
A

AaAa
n

n
n

1)1()1( −+
++≤ 0  για οποιοδήποτε  Nn ≥ . 

(β). Να συνάγετε τότε την ανισοτική διευθέτηση: 

B
A

eeaa
An

An
n

1−
+≤ 0  για οποιοδήποτε  Nn ≥ . 

3. Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση  F  έχει την ακόλουθη ιδιότητα: 
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zyKzxFyxF −≤− ),(),(  για κάθε  ][ b,ax∈  και  2z,y R∈)( , 

όπου  K  είναι μία πραγματική σταθερά ανεξάρτητη των  yx,  και  z .  

  Να δειχθεί ότι εάν: 

Lyx
y
F

Dyx ≤
∂
∂

∈ ),(sup , )( , 

τότε η  F  έχει την παραπάνω ιδιότητα.  

  Προσδιορίστε την τιμή της σταθεράς  K . 

4. Θέτουμε: 

2

2

,
)(sup

dx
xydM bax ][2 : ∈= . 

  Χρησιμοποιώντας  ένα  ανάπτυγμα  σε  σειρά  Taylor,  αποδείξτε  ότι,  για  οποιοδήποτε 

1,...,1,0 −= Nn , ισχύει: 

211 MhyxyKhyxy nnnn 2
)()1()(

2

+−+≤− ++ . 

  Από  αυτό,  να  συμπεράνετε  ότι  το  σφάλμα  )( nnn xyy −=:σ   ικανοποεί,  για  κάθε 

Nn ,...,1,0= , την εξής εκτίμηση: 

2Mh
K

e on xxK

n 2
1).( −

≤
−

σ . 
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5. Αφού διαπιστώσετε ότι για κάθε σημείο  ][ b,ax∈  υπάρχει μία ακολουθία: 

,...),,( 210: =+= nhnaxn  

που συγκλίνει προς το  x  καθώς  ∞→N , να δικαιολογήσετε γιατί: 

)(lim xyynN =∞→ . 

6. Θα δώσουμε τώρα μία αριθμητική εφαρμογή στην περίπτωση που: 

1,0 == ba  

0=N  

και η διαφορική εξίσωση (με την αρχική συνθήκη που της επισυνάπτεται) είναι η εξής: 

( )( )xyx
dx

xdy cos)(
=  

0)0( =y . 

(α). Υπολογίστε τις τιμές  ny  για κάθε  10,...1,0=n . 

(β). Βρείτε τις αριθμητικές τιμές των μεγεθών  K  και  2M  καθώς επίσης και μία εκτίμηση των 

σφαλμάτων  nσ . 
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V.3.16. ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΔΕΚΑΤΟΕΚΤΟ: 

ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΤΙΚΗ ΛΥΣΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΗΣ ΕΞΙΣΩΣΗΣ 
ΔΕΥΤΕΡΗΣ ΤΑΞΗΣ ΜΕ ΤΗΝ ΜΕΘΟΔΟ ΠΡΟΒΟΛΗΣ Σ’ ΈΝΑΝ 
ΣΥΝΑΡΤΗΣΙΑΚΟ  ΧΩΡΟ  ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΗΣ  ΔΙΑΣΤΑΣΗΣ. 
ΕΦΑΡΜΟΓΗ 

Σε ό,τι ακολουθήσει, θα συμβολίζουμε με R  το σύνολο των πραγματικών αριθμών, με 

*N   το  σύνολο  των  γνησίως  θετικών  ακεραίων  αριθμών  και  με  ][ BAC k , )( *k N∈   τον 

διανυσματικό  χώρο  όλων  των  πραγματικών  συναρτήσεων  που  είναι  συνεχώς  διαφορίσιμες, 

μέχρι  και  την  −k οστής  τάξης  παράγωγό  τους,  μέσα  σε  μία  ανοικτή  περιοχή  του ][A,B . Με 

][ BAC ,   αναπαριστούμε  τον  διανυσματικό  χώρο  όλων  των  πραγματικών  συνεχών 

συναρτήσεων του κλειστού διαστήματος  ][A,B   )( BA < . 

Μέρος 1ο  

  Έστωσαν: 

][ BACp ,1∈ , τέτοια ώστε  0pxp ≥)(   ][ BAx ,∈∀  όπου  R∈0p  με  0>0p , 

][ BACq ,1∈ , τέτοια ώστε  0)( ≥xq   ][ BAx ,∈∀ , 

][ BACf ,1∈ . 

  Στο  Μέρος  αυτό,  πρόθεσή  μας  είναι  ο  προσδιορισμός  όλων  των  συναρτήσεων 

][ BACy ,2∈  που είναι τέτοιες ώστε: 
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   )()()())(( BxAxfxyxq
dx

dy(x)xp
dx
d

<<=+−  

0)()( == ByAy . 

  Προς  τούτο,  θα  δεχόμαστε  a  priori  ότι  το  παραπάνω  συνοριακό  πρόβλημα  έχει 

τουλάχιστον μία λύση. 

Για  οποιαδήποτε  στοιχεία  u   και  v   του  διανυσματικού  χώρου  ][ BAC ,   ορίζουμε  το 

εσωτερικό γινόμενό τους  〉〈 vu /  ως εξής: 

( ) ( ) xdxvxuvu
B

A
∫=〉〈 :/ . 

Εστω  ακόμα  Ε  ο  διανυσματικός  χώρος  που  περιέχει  αποκλειστικά  όλα  τα  στοιχεία 

][ BACu ,2∈  που είναι τέτοια ώστε: 

0)()( == BuAu . 

  Ας  θεωρήσουμε  την  γραμμική  απεικόνιση  ][: BACEL ,→ ,  υπεράνω  του  R ,  που 

ορίζεται από την σχέση: 

    )()( uq
dx
dup

dx
duL +−= ( )Eu∈ . 

Ι.1. Για κάθε ζεύγος  EEv,u ×∈)( , θέτουμε: 

〉〈= Lvuvu /],[ : . 

  Δείξτε ότι: 

],[],[ uvvu = . 
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Ι.2. Επί πλέον, εξηγήστε γιατί: 

0],[ >uu  για κάθε  {0}−∈ Eu , 

0=⇔= uuu 0],[  για κάθε  Eu∈ , 

και συμπεράνετε ότι το πρόβλημα: 

   )()()())(( xfxyxq
dx

dy(x)xp
dx
d

=+− ( )BxA <<  

0)()( == ByAy  

επιδέχεται μοναδικής λύσης, που θα συμβολίζεται με  y  καθ’ όλη την συνέχεια και που είναι 

τέτοια ώστε: 

〉〈= fuyu /],[  για κάθε  Eu∈ . 

(Επισημαίνουμε ότι δεν ζητείται η απόδειξη της ύπαρξης αυτής της λύσης.) 

Μέρος 2ο  

  Σε κάθε στοιχείο  Eu∈ , ας αντιστοιχίσουμε τον πραγματικό αριθμό: 

〉〈−= fuuuuF /2],[:)( . 

  Ας υποθέσουμε ότι v και w είναι δύο στοιχεία του  0)( ≠wE , και ότι  γ  είναι ένας 

οποιοσδήποτε πραγματικός αριθμός. 

ΙΙ.1. Εάν u  είναι ένα στοιχείο του  E  που ισούται με το άθροισμα: 

wvu γ+=  

τότε, αφού αποδείξετε την σχέση: 
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],[/)(2)()( 2 wwwfLvvFuF γγ +〉−〈+= , 

να συνάγετε ότι: 

)()( yFuF > , 

για κάθε  Eu∈  που είναι διάφορο του  y . 

ΙΙ.2.  Αντιστρόφως,  ας  υποθέσουμε  ότι  υπάρχει  ένα  μοναδικό  σημείο  z   του  E   στο  οποίο 

ελαχιστοποιείται η μορφή  F  και ας θέσουμε: 

wzu γ+=:  

όπου γ  είναι ένας τυχαίος μη μηδενικός πραγματικός αριθμός και  w  ένα μη μηδενικό στοιχείο 

του  E .  

  Αφού μελετήσετε το πρόσημο της παράστασης: 

]/[/)(2 2 wwwfLv γγ +〉−〈 , 

να επαληθεύσετε ότι ισχύει η ακόλουθη ισότητα: 

fzL = . 

Μέρος 3ο  

  Εστω  kE  ένας διανυσματικός υποχώρος του  E , πεπερασμένης διάστασης  *k N∈  και 

έστω  

}{ 21 kk uuuB ,...,=  

μία βάση του  kE .  
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  Εστω επίσης  v   ένα στοιχείο του  kE   του οποίου οι συντεταγμένες ως προς την βάση 

kB  είναι οι πραγματικοί αριθμοί  kx,...,x,x 21 : 

∑ =
=

k

j jj uxv
1

. 

  Στο Μέρος  αυτό,  προτιθέμεθα να προσδιορίσουμε  ένα στοιχείο  του  ky   του  kE   που 

προσεγγίζει την ακριβή λύση  y  του προβλήματος αρχικών τιμών: 

  )()()())(( xfxyxq
dx

dy(x)xp
dx
d

=+− ( )BxA <<  

0)()( == byay , 

και που ελαχιστοποιεί την τιμή της μορφής  F  μέσα στον διανυσματικό υποχώρο  kE  του Ε: 

)(min)( vFyF
kEvk ∈= . 

ΙΙΙ.1. Αναπτύξτε την τιμή  )(vF  της  F  στο  v  ως προς τις συνιστώσες  kxxx ,...,, 21  του  v . 

ΙΙΙ.2. Ας ορίσουμε τα διανύσματα Φ  και V  του  kR  και τον τετραγωνικό πίνακα  A  τάξης  k  

σύμφωνα με τις σχέσεις: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

〉〈

〉〈
=Φ

kk x

x
V

fu

fu
MM
11

         ,
/

/
, 

και  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

],[],[

],[],[

kkk

k

uuuu

uuuu
A

L

MOM

L

1

111

, 
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έτσι ώστε να ικανοποιείται η ισότητα: 

VVAVvF TT ⋅Φ⋅−⋅⋅= 2)( . 

  Αφού διαπιστώσετε ότι  

0>⋅⋅ VAV T  

για  κάθε  μη  μηδενικό  διάνυσμα  V ,  να  εξάγετε  το  συμπέρασμα  ότι  ο  πίνακας  A   είναι 

αντιστρέψιμος. 

ΙΙΙ.3. Εστω  kY  η λύση του συστήματος γραμμικών εξισώσεων: 

Φ=⋅ kYA , 

και  έστω  ky   το  στοιχείο  του  kE   του  οποίου  οι  συνιστώσες  ως  προς  την  βάση  kB  

αναπαρίστανται από το διάνυσμα‐στήλη  kY .  

  Δείξτε  ότι,  για  κάθε  στοιχείο  kEv∈ ,  που  είναι  διάφορο  του  ky ,  ισχύει  η  ανισοτική 

σχέση: 

)()( kyFvF > . 

Μέρος 4ο  

  Θα ασχοληθούμε τώρα με την εφαρμογή των παραπάνω στην αριθμητική επίλυση της 

διαφορικής εξίσωσης: 

     )()(
2

2

1=+− xy
dx

xyd 10 << x  

0)1()0( == yy . 
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ΙV.1. Να βρεθεί η μοναδική λύση  y  αυτού του προβλήματος αρχικών τιμών. 

ΙV.2. Ας θεωρήσουμε τον διανυσματικό υποχώρο  

12 +mE )( *m N∈  

του  E  που παράγεται από την βάση που απαρτίζεται από τις συναρτήσεις: 

)sin( xju j π= )12,...,2,1( += mj . 

  Παρουσιάστε  την  ακριβή  μορφή  του  πίνακα  A   και  του  διανύσματος  Φ   όπως  αυτά 

διαμορφώνονται  από  την  θεώρηση  του  συγκεκριμένου  προβλήματος  αρχικών  τιμών  και 

εκφράστε την προσεγγιστική λύση  12. +my . 

ΙV.3. Σχεδιάστε έναν πίνακα στον οποίον να φαίνονται οι αριθμητικές τιμές των: 

y  και  3y  

στα σημεία  

( )10,...,1,0
10

== KKx   

καθώς επίσης και οι σχετικές αποκλίσεις τους. 
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