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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

  Βασικός σκοπός των Μαθηματικών υπήρξε κατ’ αρχήν η δημιουργία γενικών Θεωριών, 

ανεξάρτητα του κατά πόσο οι σχετικές μέθοδοι ήταν εφαρμόσιμες σε συγκεκριμένα πρακτικά 

προβλήματα, έτσι ώστε να παρέχουν σαφή αριθμητικά αποτελέσματα. 

  Η  έλλειψη  υπολογιστικών  μέσων  αποτέλεσε  σοβαρό  λόγο  για  την  καθυστέρηση  της 

τροπής  των  Μαθηματικών  προς  μία  συστηματική  ανάπτυξη  παράλληλων  και  διαφορετικών 

μεθόδων  οι  οποίες  οδηγούν  σε  συγκεκριμένα  αριθμητικά  αποτελέσματα.  Αυτές  οι  μέθοδοι 

απαιτούν  πεπερασμένο,  αλλά  τεράστιο,  πλήθος  αριθμητικών  πράξεων,  ώστε  η  ευχερής,  και 

μέσα  σε  λογικά  χρονικά  πλαίσια,  εφαρμογή  τους  προϋποθέτει  την  χρήση  ταχύτατων 

υπολογιστικών μηχανών. Και ακριβώς, η κατά τα τελευταία χρόνια αλματώδης ανάπτυξη των 

ηλεκτρονικών υπολογιστών είχε πολύ ευεργετική επίδραση στην ανακάλυψη, την επεξεργασία 

και  την  εφαρμογή  τέτοιων  μεθόδων.  Ένα  κεντρικό  γνωστικό  αντικείμενο  της  Αριθμητικής 

Ανάλυσης έγκειται στην αναζήτηση,  την δημιουργία και  την μελέτη αυτών των μεθόδων,  των 

λεγόμενων αριθμητικών μεθόδων. Τα κριτήρια επιλογής της κατάλληλης αριθμητικής μεθόδου, 

που πρέπει να εφαρμοστεί για την επίλυση κάποιου προβλήματος, δεν είναι πάντοτε απλά, με 

συνέπεια αυτή η επιλογή να συνιστά ένα από  τα δυσκολότερα στάδια  της όλης διερεύνησης 

του εκάστοτε ζητήματος. 

  Ανεξάρτητα  από  τα  όσα  προηγήθηκαν,  πρέπει  να  σημειωθεί  ότι  η  εννοιολογική 

δυναμική  και  οι  συνεχώς  επεκτεινόμενες  δυνατότητες  της  Αριθμητικής  Ανάλυσης  δίνουν 

διεξόδους και θεωρητικές προσεγγίσεις σε πολλά μαθηματικά ερωτήματα που είναι άγνωστο ( 

ή και ανέφικτο) αν και πώς μπορούν να απαντηθούν με μεθόδους της κλασσικής Μαθηματικής 

Ανάλυσης.  Για    παράδειγμα,  είναι  γνωστό  ότι  δεν  μπορούμε  να  υπολογίσουμε  κάποια 

ολοκληρώματα  πολλών συναρτήσεων ή λύσεις ορισμένων διαφορικών εξισώσεων ή ακόμη τον 

μοναδικό  πραγματικό  αριθμό  ξ   που  επαληθεύει  την  εξίσωση  ξ−= eξ .  Σε  μία  τέτοια 

περίπτωση,  αντικαθιστούμε  την  μαθηματική  επίλυση  του  προβλήματος  με  την  αριθμητική 
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επίλυσή του. Θα δίνουμε, για παράδειγμα, μία προσεγγιστική τιμή της λύσης της διαφορικής 

εξίσωσης  σε  έναν  ορισμένο  αριθμό  σημείων  του  διαστήματος  ολοκλήρωσης.  Έτσι,  η  γενική 

θεματολογική κατεύθυνση της Αριθμητικής Ανάλυσης συνοψίζεται στον προσδιορισμό της σαν 

τον κλάδο των  (Εφαρμοσμένων) Μαθηματικών που πραγματεύεται τις μεθόδους αριθμητικής 

επίλυσης των προβλημάτων της Μαθηματικής Ανάλυσης  . Κατά τον Henrici  ([28]), Αριθμητική 

Ανάλυση είναι η θεωρία των κατασκευαστικών μεθόδων της Μαθηματικής Ανάλυσης . Ο όρος 

κατασκευαστική μέθοδος σημαίνει ένα σύνολο από κανόνες, που λέγεται αλγόριθμος και που 

επιτρέπει την ανεύρεση της λύσης ενός μαθηματικού προβλήματος με μία αξιόπιστη ακρίβεια 

και μετά από πεπερασμένο αριθμό αριθμητικών πράξεων.  

  Το πρώτο Κεφάλαιο  του παρόντος Βιβλίου περιλαμβάνει μία συνοπτική αναφορά στις 

βοηθητικές    έννοιες και εύχρηστες εφαρμογές της Θεωρίας Πινάκων. Μετά από μία σύντομη 

παράθεση  βασικών  ιδιοτήτων,  εξετάζονται  τρία  σπουδαία  προβλήματα  που  άπτονται  της 

Θεωρίας αυτής: η επίλυση τετραγωνικών συστημάτων γραμμικών εξισώσεων, η αναζήτηση των 

ιδιοτιμών και των  ιδιοδιανυσμάτων ενός τετραγωνικού πίνακα και  η διάσπαση τετραγωνικών 

πινάκων. Κατά την αντιμετώπιση αυτών των προβλημάτων στο Κεφάλαιο αυτό, δόθηκε έμφαση 

στην κατανόηση των αφηρημένων τεχνικών επίλυσής τους, γιατί μέσα από αυτές περιγράφεται 

άμεσα   το βαθύτερο θεωρητικό υπόβαθρο και μοντέλο που ανταποκρίνεται   στην μελέτη της 

φύσης τους. 

  Στο  δεύτερο  Κεφάλαιο,  αναπτύσσονται  οι  κύριες  αριθμητικές  μέθοδοι  υπολογισμού 

των  ιδιοδιανυσμάτων  ενός  τετραγωνικού  πίνακα.  Όπως  θα  δούμε,  υπάρχουν  δύο  μεγάλες 

κατηγορίες  τέτοιων  μεθόδων.  Στην  πρώτη  κατηγορία,  περιλαμβάνονται    όλες  εκείνες  οι 

τεχνικές  που  επιτρέπουν  τον  πρακτικό  υπολογισμό  ενός  ιδιοδιανύσματος  κάθε φορά,  καθώς 

και  όλες  εκείνες  οι  μέθοδοι  που  οδηγούν  στον  διαδοχικό  υπολογισμό  όλων  των 

ιδιοδιανυσμάτων.  Οι  μέθοδοι  της  δεύτερης  κατηγορίας  διακρίνονται  σε  δύο  κύρια  είδη:  τις 

μεθόδους προσδιορισμού του χαρακτηριστικού πολυωνύμου και τις μεθόδους διάσπασης. Το 
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πρώτο είδος είναι το λιγότερο ενδιαφέρον  (εκτός από ορισμένες ειδικές περιπτώσεις), επειδή 

πρέπει στην συνέχεια να υπολογισθούν οι ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύμου. Το δεύτερο 

είδος έχει  κυρίως επαναληπτικό  χαρακτήρα ο οποίος στηρίζεται στην  χρησιμοποίηση όμοιων 

μετασχηματισμών.  Πέραν  των  μεθόδων  που  έχουν  συμπεριληφθεί  σε  αυτό  το  δεύτερο 

Κεφάλαιο, υπάρχει και ένας μικρός αριθμός άλλων αριθμητικών μεθόδων που αναπτύσσονται 

αρκετά εξαντλητικά σε εργασίες και πραγματείες της Βιβλιογραφίας. 

  Στο  τρίτο  Κεφάλαιο  παρουσιάζονται  οι  αριθμητικές  μέθοδοι    επίλυσης  αλγεβρικών 

εξισώσεων και συστημάτων γραμμικών εξισώσεων. Μόνο λίγες αλγεβρικές εξισώσεις μπορούν 

να λυθούν με την χρήση κλασσικών Μαθηματικών (:οι πολυωνυμικές  εξισώσεις βαθμού  4≤ ). 

Με την χρήση αριθμητικών μεθόδων όμως έχει κατορθωθεί ο προσεγγιστικός εντοπισμός των 

ριζών μίας εξίσωσης  της μορφής  0)( =ξf ,  όπου  )(xf   είναι μία συνάρτηση πραγματικής ή 

μιγαδικής μεταβλητής  x.  Στο πρώτο μέρος του Κεφαλαίου αυτού, θα ασχοληθούμε κυρίως με 

τον  αριθμητικό  υπολογισμό  μίας  απλής  πραγματικής  ρίζας  της  εξίσωσης  0)( =ξf .  Στα 

υπόλοιπα  μέρη  του  Κεφαλαίου,  θα  μελετήσουμε  το  πρόβλημα    επίλυσης  ενός  γραμμικού 

συστήματος  εξισώσεων Α.x=b  όπου Α  είναι  ένας  τετραγωνικός  αντιστρέψιμος  πίνακας  με  n 

γραμμές και n στήλες  και όπου b είναι ένα διάνυσμα του  nC .Θεωρητικά ένα τέτοιο σύστημα 

μπορεί να επιλυθεί υπολογίζοντας τον αντίστροφο πίνακα  1−A του  A . Όμως, το γεγονός ότι ο 

υπολογισμός  του  1A−  προϋποθέτει τον υπολογισμό της ορίζουσας του  A , υπολογισμός που, 

με  την  σειρά  του,  απαιτεί  την  εκτέλεση  )!nn( ×   πολλαπλασιασμών,  φανερώνει  ότι  η 

μαθηματική επίλυση ενός μεγάλου συστήματος γραμμικών εξισώσεων είναι πρακτικά αδύνατη. 

Οι  αριθμητικές  μέθοδοι  επίλυσης  συστημάτων  γραμμικών  εξισώσεων  χωρίζονται  σε  τρεις 

μεγάλες  κατηγορίες  που  είναι  ριζικά  διαφορετικές  μεταξύ  τους  :  τις  άμεσες  μεθόδους,  που 

δίνουν  θεωρητικά  το  διάνυσμα  λύση  x   μετά  από  πεπερασμένο  αριθμό  στοιχειωδών 

αριθμητικών πράξεων,  τις  επαναληπτικές μεθόδους,  που δίνουν  την  λύση    x     σαν όριο μιας 

ακολουθίας διανυσμάτων και τις μεθόδους προβολής . 
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  Στο  τέταρτο  θεωρητικό  Κεφάλαιο  παρουσιάζεται  μία  εισαγωγή  στην  Διακριτή 

Αριθμητική  Ανάλυση,  δηλαδή  στον  κλάδο  εκείνο  της  Αριθμητικής  Ανάλυσης  όπου  η  επίλυση 

ενός  μαθηματικού  προβλήματος  επιτυγχάνεται  με  την  αντικατάσταση  ενός  συνεχούς 

φαινομένου με ένα προσεγγιστικό διακριτό φαινόμενο. Οι κεντρικές γνωστικές οντότητες του 

Κεφαλαίου  αναφέρονται  στην  μελέτη  του  προβλήματος  παρεμβολής,  της  αριθμητικής 

ολοκλήρωσης και παραγώγισης και τέλος της αριθμητικής επίλυσης μίας συνήθους διαφορικής 

εξίσωσης ή ενός συστήματος διαφορικών εξισώσεων. 

  Στο  πέμπτο  Κεφάλαιο  συγκεντρώσαμε  ορισμένα  χαρακτηριστικά  παραδείγματα    και 

ασκήσεις,  που  αναφέρονται  στα  θεωρητικά  εδάφια  που  προηγήθηκαν.  Η  προτίμηση  που 

δείξαμε  σε  στοιχειώδη  παραδείγματα  οφείλεται,  όχι  μόνο  στην  επιθυμία  μας  για  άμεση 

κατανόηση  του  μηχανισμού  των  διάφορων  μεθόδων  από  μέρους  του  αναγνώστη,  αλλά  και 

στην  απρόσκοπτη  ευχέρεια  συγκριτικών  αντιπαραθέσεων  των  δυνατοτήτων  τους.  Η  συλλογή 

λυμένων  και  άλυτων  ασκήσεων  πιστεύουμε  ότι  καλύπτει  όλο  το  φάσμα  των  κυριότερων 

αριθμητικών μεθόδων. 

  Παρά  την  προσπάθεια  που  έγινε  για  μία  αναλυτική  και  πλήρη  ανάπτυξη  των 

πρώτων  Κεφαλαίων    ενός  μαθήματος  Αριθμητικής  Ανάλυσης,  υπάρχουν  μερικά 

ζητήματα και κάποιες ειδικές μεθοδολογίες, που δεν ήταν δυνατόν να συμπεριλάβουμε 

στα  πέντε  αυτά  γενικά  Κεφάλαια.  Προς  τούτο,  ο  κάθε  ενδιαφερόμενος  αναγνώστης 

μπορεί  να  προστρέξει  και  να  συμβουλευτεί  τα  συγγράμματα  της  προτεινόμενης 

Βιβλιογραφίας  (στο  τέλος  του  παρόντος  βιβλίου),  που  όμως,  όπως  είναι  φυσικό, 

αντιπροσωπεύει μόνο ένα μέρος του συνεχώς διογκούμενου καταλόγου σχετικών και 

συναφών πραγματειών. 

Νικόλαος Ιω. Δάρας 
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Κεφάλαιο 1

Άλγεβρα Πινάκων 
 

Ι.1. ΒΑΣΙΚΟΙ ΟΡΙΣΜΟΙ 
 

Ι.1.1. Ο ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΣ ΧΩΡΟΣ C n  

  Έστωσαν  nzzz ,...,, 21   μιγαδικοί αριθμοί. Ας  τοποθετήσουμε αυτούς  τους αριθμούς σε 

στήλη και ας ονομάσουμε  z  αυτή την στήλη: 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nz
 
z
z

z
M

2

1

. 

Ας θεωρήσουμε μία δεύτερη στήλη μιγαδικών αριθμών: 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nw
  
w
w

w
M

2

1

. 

  Θα ορίσουμε τώρα δύο πράξεις σ’ αυτό το σύνολο στηλών: μία πράξη εσωτερική, που 

θα  λέγεται  πρόσθεση  και  θα  συμβολίζεται  με  +,  και  μία  πράξη  εξωτερική,  που  θα  λέγεται 

αριθμητικός πολλαπλασιασμός  και θα συμβολίζεται με  ⋅ .  

  Η πρόσθεση θα ορίζεται από την σχέση: 
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⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

+
+

=+

nn wz

wz
wz

wz
LLL

22

11

:  (: άθροισμα των  z  και w  ). 

  Αυτή η πρόσθεση είναι μία πράξη μεταθετικής (ή αβελιανής) ομάδας. Πράγματι:  

1ο) είναι μεταθετική   )(: zwwz +=+ ,   

2ο) είναι προσεταιριστική   )(: uwzuwz ++=++ )()( ,   

3ο) έχει μοναδικό ουδέτερο στοιχείο (το μηδέν 0 ):  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

0

0
0

:0
M

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

n  φορές, 

τέτοιο ώστε   zz =+ 0 ,  

4ο)  κάθε  στοιχείο  z   έχει  ένα  συμμετρικό  (ή  αντίθετο),  που  συμβολίζεται  με  z−   και  που 

ορίζεται από την: 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
−

=−

nz

z
z

z
M   

2

1

: , 

τέτοιο ώστε   0)( =−+ zz . 

  Ο αριθμητικός πολλαπλασιασμός με έναν μιγαδικό αριθμό  a  θα ορίζεται από την 

σχέση: 
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⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅

⋅
⋅

=⋅

nz

z
z

za

a

a
a

M   
2

1

: (: γινόμενο των  a  και  z ). 

  Αυτός ο πολλαπλασιασμός διέπεται από τις ακόλουθες τρεις ιδιότητες:  

1ο)  είναι  επιμεριστικός  ως  προς  την  πρόσθεση  (:  ( ) ,wazawza ⋅+⋅=+⋅  

( ) ,zbzazba ⋅+⋅=⋅+ για κάθε  C∈b,a ),  

2ο) είναι προσεταιριστικός (: ( ) ( ) zabzba ⋅=⋅⋅ ,για κάθε   C∈b,a ),  

3ο) έχει μοναδικό ουδέτερο στοιχείο (, που είναι ο μιγαδικός αριθμός 1 ), τέτοιο ώστε  zz =⋅1 .   

  Το σύνολο των μιγαδικών στηλών εφοδιασμένο με τις δύο παραπάνω πράξεις, συνιστά 

έναν  διανυσματικό  χώρο  υπεράνω  του  C   ή  έναν  μιγαδικό  διανυσματικό  χώρο.  Αυτός  ο 

διανυσματικός  χώρος  συμβολίζεται  με  nC   και  τα  στοιχεία  του  καλούνται  (μιγαδικά) 

διανύσματα. Οι αριθμοί   nzzz ,...,, 21   που αποτελούν ένα διάνυσμα ονομάζονται συνιστώσες 

του διανύσματος  z .  Συμβολίζονται πάντοτε με το  ίδιο γράμμα όπως και  το διάνυσμα με  την 

συνοδεία ενός δείκτη θέσης.  

  Ανάλογα,  το  σύνολο  των  στηλών  πραγματικών  αριθμών,  εφοδιασμένο  με  την 

αντίστοιχη  πρόσθεση  +  πραγματικών  στηλών  και  το  αντίστοιχο  αριθμητικό  γινόμενο  ⋅   με 

πραγματικούς αριθμούς, συνιστά έναν διανυσματικό χώρο υπεράνω του R  ή έναν πραγματικό 

διανυσματικό  χώρο,  που  συμβολίζεται  με  nR   και  τα  στοιχεία  του  καλούνται  (πραγματικά) 

διανύσματα. 

 

Ι.1.2. ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΑΠΕΙΚΟΝΙΣΕΙΣ  

  Μία απεικόνιση  f  από το  nC στο  mC  είναι μία αντιστοιχία κάθε στοιχείου  nz C∈ σε 

αποκλειστικό αντιπροσωπευτικό στοιχείο του  mC , που συμβολίζεται με  ( )zf . 
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   Λέμε ότι το  ( )zf  είναι η εικόνα του  z  μέσω της  f .  

  Συμβολίζουμε μία απεικόνιση  f  με την αναπαράσταση : 

)z(fzf mn a:: CC → . 

  Μία  απεικόνιση  f   καλείται  C ‐γραμμική  (αντιστοίχως,  R ‐γραμμική),  εάν  είναι 

‘κλειστή’ ως προς την πρόσθεση και τον αριθμητικό πολλαπλασιασμό, δηλαδή εάν διατηρεί τα 

αθροίσματα και τα αριθμητικά γινόμενα, υπό την έννοια ότι:  

  1ο)  )w(f)z(f)wz(f +=+ , για κάθε  nw,z C∈  

  2ο)  )()( zfazaf =⋅ , για κάθε  nz C∈ και  C∈a  (αντιστοίχως,  R∈a ). 

Ι.1.3. ΠΙΝΑΚΕΣ   
  Ας θεωρήσουμε τα ακόλουθα διανύσματα του  nK ( όπου K =C  ή K =R ): 

  )1(e  := 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
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⎝

⎛
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0
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M

,    )2(e := 
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,   )3(e :=
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,   )(ne : =

⎟
⎟
⎟
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⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
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⎜
⎜

⎝
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  Τότε, κάθε διάνυσμα  K∈z  μπορεί να γραφεί υπό την μορφή : 

( ) ( )n
n ezezezz ⋅++⋅+⋅= L2

2
)1(

1  

όπου  1z ,  2z ,…, nz  είναι οι συνιστώσες του  z .  
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  Έστω τώρα μία K ‐γραμμική απεικόνιση  )z(fzf mn a:: KK → . Τότε: 

( ) ( ) ( ) )(...)()()( 2
2

1
1

n
n efzefzefzzf ⋅++⋅+⋅= , 

και, επομένως, η γνώση των διανυσμάτων   

mnefefef K∈)(),...,(),( 21 ))) (((  

προσδιορίζει  ακριβώς  την  γραμμική  απεικόνιση  f ,  υπό  την  έννοια  ότι  εάν  τα  διανύσματα 

( ))( j
j efw = είναι γνωστά (για  nj ,...,2,1= ), τότε  

nn wzwzzf ⋅++⋅= ...)( 11 . 

  Αντιστρόφως, εάν δοθούν  n  διανύσματα  m
jw K∈  (για  nj ,...,2,1= ), η απεικόνιση: 

nn

n

mn wzwzzf
z

z
zf ⋅++⋅=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=→ ...)( 11

1

aM:: KK  

είναι K ‐γραμμική. 

   Μετά από τα παραπάνω, είναι σαφές ότι κάθε γραμμική απεικόνιση του   nK  στο  mK  

είναι πλήρως χαρακτηρισμένη από την χωροταξική τοποθέτηση των εικόνων των διανυσμάτων 

)1(e ,  )2(e ,…,  )(ne . Ας συμβολίσουμε με  jia , την i‐συνιστώσα του διανύσματος  ( ))( jef : 

( )
i

j
ji efa )]([, = , 

και ας παραθέσουμε αυτούς τους αριθμούς σε μία διάταξη διπλής εισόδου: 
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⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

n,m,m,m

n,,,

n,,,

a...aa
...............................

a...aa
a...aa

A

21

22212

12111

 . 

  Βλέπουμε  ότι  η  πρώτη  στήλη  του  A   είναι  το  διάνυσμα ( ))( 1ef ,  η  δεύτερη  στήλη 

ταυτίζεται με το  ( ))( 2ef ,…, και η τελευταία με το  ( ))( nef . Οι αριθμοί  jia ,  λέγονται στοιχεία 

του  A . Παρατηρούμε ότι ο πρώτος δείκτης  i  δείχνει την γραμμή, ενώ ο δεύτερος δείκτης  j  

δείχνει  την  στήλη.  Η  κατ’  αυτόν  τον  τρόπο  διατεταγμένη  παράθεση    A   των  αριθμών  jia ,  

λέγεται πίνακας. Αυτός ο πίνακας προσδιορίζει την γραμμική απεικόνιση  f .  

  Στην  συνέχεια,  θα  ταυτίσουμε  τον  πίνακα    Α  με  την  γραμμική  απεικόνιση  f που 

προσδιορίζει.  

  Για να καθιστούμε σαφές ότι τα στοιχεία του πίνακα Α είναι τα  jia ,  , γράφουμε  

njmijiaA ≤≤≤≤= 1,1, )(   ή πιο απλά   )( , jiaA = . 

  Επίσης για να καταστήσουμε σαφές ότι ο πίνακας Α έχει m γραμμές και  n στήλες, λέμε 

ότι ο Α είναι ένας πίνακας  nm× . Εάν  nm = , ο πίνακας Α λέγεται τετραγωνικός.  

  Είναι  προφανές  ότι  οι  συνιστώσες  mw,...,w,w 21   του  διανύσματος  mw K∈  

εκφράζονται  σαν  συνάρτηση  των  συνιστωσών  nzzz ,...,, 21   του  διανύσματος  nz K∈ ,  με  την 

βοήθεια των σχέσεων: 

nnmmmm

nn

nn

zazazaw

zazazaw
zazazaw

⋅++⋅+⋅=

⋅++⋅+⋅=

⋅++⋅+⋅=

,22,11,

,222,211,22

,122,111,11

L

LLLLLLLLLLLLLL

L

L

 

οι οποίες μπορούν να γραφούν συνοπτικά υπό την μορφή: 
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zAw ⋅=  

όπου  zA⋅ είναι το διάνυσμα του  mK  που έχει i‐συνιστώσα τον αριθμό:  

nniiii zazazazA ⋅++⋅+⋅=⋅ ,22,11,)( L       (i=1,2,…,m). 

  Αυτό  το  σύνολο  των  m  σχέσεων  προσδιορίζει  εντελώς  τον  πολλαπλασιασμό  ενός 

πίνακα  με  ένα  διάνυσμα.  Υπάρχει  λοιπόν  ισοδυναμία  μεταξύ  των  εκφράσεων    )(zfw = και 

zAw ⋅=   όπου Α  είναι  ο  πίνακας  που  αντιστοιχεί  στην  απεικόνιση  f και  όπου  το  γινόμενο 

πίνακα επί διάνυσμα ορίζεται ακριβώς με τον τρόπο που ορίσθηκε παραπάνω. 

Ι.2. ΠΡΑΞΕΙΣ ΜΕΤΑΞΥ ΠΙΝΑΚΩΝ  

  Οι πράξεις μεταξύ πινάκων ορίζονται μέσω των αντίστοιχων πράξεων μεταξύ των  K ‐

γραμμικών απεικονίσεων που αναπαριστούν  K( =R  ή  )C : 

  1ο ) πρόσθεση:    

)()( zgzf + , 

όπου  mnmn gf KKKK →→ :: και είναι γραμμικές απεικονίσεις, 

  2ο ) αριθμητικός πολλαπλασιασμός:    

)(zfa ⋅ , 

όπου  K∈a και  mnf KK →:  είναι γραμμική απεικόνιση, 

  3ο ) σύνθεση γραμμικών απεικονίσεων:  

))(())(( zgfzgf =o , 

όπου 
.g

f
km

mn

KK

KK

→

→

:
:
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Ι.2.1.ΠΡΟΣΘΕΣΗ   

  Έστωσαν  mnf KK →:  και  mng KK →:  δύο K ‐γραμμικές απεικονίσεις.  

  Ορίζουμε το άθροισμα των f και g ως την απεικόνιση: 

)z(g)z(f)z)(gf()z(hz)gf(h mn +=+=→+= ::: aKK . 

Είναι εύκολη η διαπίστωση της K ‐γραμμικότητας της h=(f+g). Πραγματικά, αφ’ ενός  

( ) ( ),
)]()([)]()([

)()()()(
)()()(

whzh
wgwfzgzf

wgzgwfzf
wzgwzfwzh

+=
+++=

+++=
+++=+

 

και αφ’ ετέρου  

( ) ( )zhazgzfa
zgazfa
zagzafzah

⋅=+⋅=
⋅+⋅=

⋅+⋅=⋅

])([
)()(
)()()(

 

(για οποιοδήποτε  K∈a ). 

  Έστωσαν τώρα: 

)( , jiaA =  και   )( , jiB β=  

οι  δύο  nm×   πίνακες,  που  ορίζουν  τις  γραμμικές  απεικονίσεις  mnf KK →:   και 

mng KK →:  αντιστοίχως.  

  Τότε, η απεικόνιση άθροισμα  mn)gf(h KK →+= :  

μπορεί να ορισθεί μέσω ενός πίνακα   nm× : 

njmijicC ≤≤≤≤= 1,1, )( . 

 Επειδή μάλιστα είναι:  
( ) ( ) ( ) ),e(g)e(f)e(h jjj +=     για j=1,2,…,n, 
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θα είναι και:  

jijiji ac ,,, β+=  (i=1,2,…,m  και  j=1,2,…,n). 

  Μετά από αυτά,  μπορούμε  να ορίσουμε  την πρόσθεση  των δύο πινάκων  )( , jiaA =  

και  )( , jiB β= . Το άθροισμά τους είναι ο πίνακας C , και γράφουμε:  

BAC += . 

Επεξηγηματικότερα, έχουμε: 

⎟
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   := 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+++

+++

+++
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a...  aa
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βββ
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  Αυτή η πρόσθεση δύο  nm×  πινάκων, που μόλις ορίσαμε, είναι μία πράξη μεταθετικής 

(ή αβελιανής) ομάδας, γιατί έχει τις ακόλουθες ιδιότητες:  

1ο) είναι μεταθετική (:Α+Β=Β+Α) ,  

2ο) είναι προσεταιριστική (Α+(Β+Ε)=(Α+Β)+Ε),  

3ο) έχει μοναδικό ουδέτερο στοιχείο τον μηδενικό  nm×  πίνακα: 

0:=  φορές, m 

φορές 

0...00
....................

0...00
0...00

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

44 344 21
n
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τέτοιον ώστε  Α+0=Α,  

4ο) κάθε  nm×  πίνακας Α έχει έναν μοναδικό αντίθετο  nm×  πίνακα, που συμβολίζεται με – Α 

και που ορίζεται από την ισότητα: 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−

−−−

−−−

=−

n,m2,m1,m

n,22,21,2

n,12,11,1

a...   aa
...........................................

a...   aa
a...   aa

A :  

τέτοιον ώστε Α+( A− )=0. 

Ι.2.2. ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΟΣ ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΣ 

  Έστω  mnf KK →:   μία  K ‐γραμμική  απεικόνιση  και  έστω  K∈a .  Ορίζουμε  το 

αριθμητικό γινόμενο της  f  επί το  K∈a , ως την απεικόνιση: 

).())(()()( zfazfazhzfah mn ⋅=⋅=→⋅= ::: aKK  

Η K ‐ γραμμικότητα της απεικόνισης  h διαπιστώνεται εύκολα.  

  Έστω τώρα: 

njmijiaA ≤≤≤≤= 1,1, )(  

και  ας συμβολίσουμε με  mnf KK →:   την  K –  γραμμική απεικόνιση που αντιστοιχεί  στον 

πίνακα Α. Τότε, η απεικόνιση αριθμητικό γινόμενο  mnfah KK →⋅= :)(  μπορεί να ορισθεί 

μέσω ενός  nm×  πίνακα:   

mjmijicC ≤≤≤≤= 1,1, )( . 
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  Καθώς μάλιστα είναι:  

( ) ( ) )()( jj efaeh ⋅= ,   για j=1,2,…,n, 

θα ισχύει :     

jiji aac ,, ⋅=      ( mi ,...,2,1=  και  nj ,...,2,1= ). 

  Μετά  από  όσα  προηγήθηκαν,  μπορούμε  να  ορίσουμε  τον  αριθμητικό 

πολλαπλασιασμό  του  πίνακα  A   επί  τον  αριθμό  a   .  Το  (αριθμητικό)  γινόμενό  τους  είναι  ο 

πίνακας C, και γράφουμε: 

.AaC ⋅=  

  Αναλυτικότερα έχουμε: 
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  Αυτός  ο  (αριθμητικός)  πολλαπλασιασμός,  πίνακα  επί  αριθμό,  έχει  τις  ακόλουθες 

ιδιότητες:  

1ο)  είναι  επιμεριστικός  ως  προς  την  πρόσθεση  (: ( ) BaAaBAa ⋅+⋅=+⋅ και 

( ) BbAaAba ⋅+⋅=⋅+  για κάθε  K∈ba, ),  

2ο) είναι προσεταιριστικός  (:  ( ) ( ) AabAba ⋅=⋅⋅ , για κάθε  K∈ba, ),  

3ο)  έχει  μοναδικό  ουδέτερο  στοιχείο,  που  είναι  ο  μοναδικός  αριθμός  K∈1 ,  τέτοιος  ώστε 

AA =⋅1 . 
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  Κατόπιν όλων όσων προηγήθηκαν, το σύνολο των  nm×  πινάκων, εφοδιασμένο με την 

πρόσθεση  που  ορίστηκε  στην  Παράγραφο  Ι.2.1  και  με  τον  αριθμητικό  πολλαπλασιασμό  που 

ορίσθηκε  στην  παρούσα  Παράγραφο,  είναι  ένας  καινούργιος  διανυσματικός  χώρος. 

Συμβολίζουμε με:  

nm× Μ  

αυτόν τον διανυσματικό χώρο. 

Ι.2.3. ΓΙΝΟΜΕΝΟ ΔΥΟ ΠΙΝΑΚΩΝ  

  Έστωσαν  κKK →nf :  και  mg KK →κ: δύο γραμμικές απεικονίσεις και έστωσαν 

A  και  B  οι αντίστοιχοι  πίνακές τους.  

  Ορίζουμε την απεικόνιση σύνθεση  h , των   f  και  g , με:   

    )).z(f(g)z)(fg()z(hz)fg(h mn ==→= ::: oao KK  

  Η h είναι γραμμική απεικόνιση, γιατί  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )whzhwfgzfgwfzfgwzfgwzh +=+=+=+=+  

και  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )zhazfgazfagzafgzah ⋅=⋅=⋅=⋅=⋅  

για κάθε  .K∈a  

  Έτσι, η απεικόνιση σύνθεση h μπορεί να ορισθεί μέσω ενός πίνακα  nm× : 

.cC njm,1i1j,i ≤≤≤≤= )(  
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  Επειδή μάλιστα είναι:  

( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑≤≤ ≤≤
⋅=⋅==

mk mk
k

jk
k

jk
jj egegefgeh

1 1 ,, )()())(()( ββ  

   ( )∑ ∑≤≤ ≤≤
⋅⋅=

mk mi
i

kijk ea
1 1 ,,β  

   ( )i
mi mk jkki ea ⋅= ∑ ∑≤≤ ≤≤

)(
1 1 ,, β , 

θα είναι και:  

( ) .)]([
1 ,,, ∑ ≤≤

==
mk jkjii

j
ji aehc β  

  Ο  πίνακας  ),( , jicC = που  μόλις  ορίσαμε  με  τον  πιο  πάνω  τρόπο,  είναι  ένας 

καινούργιος  nm×   πίνακας  και  λέγεται  γινόμενο  του  A   με  τον B   (με  αυτήν  την  διάταξη). 

Συμβολίζεται με:  

,BAC ⋅=  

και έχει τις ακόλουθες ιδιότητες :  

1ο) προσεταιριστικότητα (: ( ) ( ) DBADBA ⋅⋅=⋅⋅ ),  

2ο)  δεν  ισχύει    (γενικά)  η  μεταθετικότητα  (: ABBA ⋅≠⋅ ),  κι  αυτό  μόνον  και  μόνον  γιατί 

(γενικά)  ,fggf oo ≠  

3ο) ύπαρξη ενός μοναδιαίου τετραγωνικού πίνακα, που συμβολίζεται με  nI  ή και με  I :  

== )(I j,iδ

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1

1
1

O

O

O
, με   =ji,δ  

⎩
⎨
⎧

=
≠

ji 1,
ji  ,0

εάν
εάν

  , 

τέτοιου ώστε   AAA =Ι⋅=⋅Ι ,  
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4ο) υπάρχουν μη‐μηδενικοί τετραγωνικοί πίνακες, που όμως το γινόμενό τους είναι ο 

μηδενικός πίνακας ( : π.χ.  

0=⋅⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
= AAA

0w0
000
0z0

), 

5ο)  επιμεριστικότητα  ως  προς  την  πρόθεση  (  :  επιμεριστικότητα  από  δεξιά 

( ) DABADBA ⋅+⋅=+⋅ ,  και  επιμεριστικότητα  από  αριστερά 

( ) DBDADBA ⋅+⋅=⋅+ (Α+Β) ),  

6ο)  ( ) ( ) ( )BaABAaBAa ⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅ a, για κάθε  .a K∈  

  Στην συνέχεια, δοθέντος ενός τετραγωνικού  nn×  πίνακα A, θα συμβολίζουμε με  κA  

τον πίνακα:  

43421
φορές 

...
κ

κ AAAA ⋅⋅⋅= . 

Όπως αποδεικνύεται εύκολα, ισχύει:  

7ο)  λκκλλκ +=⋅=⋅ AAAAA . 

Ι.2.4. ΕΙΔΙΚΕΣ ΠΕΡΙΠΤΩΣΕΙΣ ΓΙΝΟΜΕΝΩΝ 

  Ένας τετραγωνικός  nn×  πίνακας  A  λέγεται άνω τριγωνικός εάν:  

0a j,i =  όταν  ji > . 
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Σε μία τέτοια περίπτωση, ο  A  είναι της μορφής:  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

n,n

n,,

n,,,

a

aa
aaa

A
O

L

Ο
222

12111

. 

  Ένας τετραγωνικός   nn×  πίνακας  A  λέγεται κάτω τριγωνικός εάν: 

0a j,i =     όταν     ji < . 

Σε μία τέτοια περίπτωση, η γενική μορφή του πίνακα Α έχει ως εξής: 

.

aaa

aa
a

A

n,n,n,n

,,

,

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

L

OMM

21

2212

11

Ο
 

  Ένας τετραγωνικός  nn×  πίνακας  A  λέγεται διαγώνιος εάν:  

0a j,i =    όταν     ji ≠ . 

Η γενική μορφή ενός διαγώνιου πίνακα Α είναι η ακόλουθη: 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

n,n

,

,

a

a
a

A
OΟ
Ο22

11

. 

  Συναφές προς αυτές τις έννοιες είναι το επόμενο κλασσικό αποτέλεσμα: 
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Θεώρημα  Ι.2.4.1.  Το  γινόμενο  δύο  πινάκων  άνω  τριγωνικών  ή  δύο  πινάκων  κάτω 

τριγωνικών  ή  δύο  διαγωνίων  πινάκων  είναι  πίνακας  του  ιδίου  τύπου.  Επί  πλέον,  η  κύρια 

διαγώνιος  του  πίνακα  γινομένου  είναι  το  γινόμενο  των  κυρίων  διαγωνίων  των  αρχικών 

πινάκων.  

Απόδειξη.  Θα αποδείξουμε  μόνο  την  περίπτωση  δύο άνω  τριγωνικών  πινάκων  )( j,iaA =  

και  )( , jiB β= . Οι άλλες περιπτώσεις είναι ακριβώς ανάλογες.  

  Έστω  )( , jicC = ο πίνακας γινόμενο των Α  και Β . Τότε: 

∑ ∑= +=
⋅+⋅=

j

k

n

jk jkkijkkiji aac
1 1 ,,,,, ββ . 

  Εάν  ji > , τότε στο πρώτο άθροισμα είναι  0, =kia  για  jk ,...,2,1= , ενώ στο δεύτερο 

άθροισμα είναι  0j,k =β   για  njk ,...,1+= . Επομένως: 

0c j,i =     όταν   ji > . 

 Ομοίως, μπορούμε να γράψουμε:  

∑ ∑−

= +=
⋅+⋅+⋅=

1

1 1 ,,,,,,,
i

k

n

ik ikkiiiiiikkiii aaac βββ . 

  Για τους ίδιους λόγους όπως και προηγουμένως  , τα δύο αθροίσματα είναι μηδέν και, 

κατά συνέπεια, ισχύει: 

i,ii,ii,i .ac β=    για    ni ,...,2,1= , 

που ολοκληρώνει την Απόδειξη. ■ 
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Ι.2.5. ΠΙΝΑΚΕΣ ΠΟΥ ΠΡΟΚΥΠΤΟΥΝ ΑΠΟ ΔΟΘΕΝΤΑ 

  Έστω  )( j,iaA = ένας  nn×     τετραγωνικός  πίνακας.  Ονομάζουμε ανάστροφο  πίνακα 

του Α και συμβολίζουμε με  

)( T
j,i

T aA =  

τον  nn×  τετραγωνικό πίνακα, τα στοιχεία του οποίου ορίζονται από τις σχέσεις: 

i,j
T

j,i aa =:   για    nji ,...,2,1, = . 

  Έτσι, οι γραμμές του  TA είναι οι στήλες του Α και οι στήλες του  TA  είναι οι γραμμές 

του Α.  

  Ο πίνακας  A  λέγεται συμμετρικός, εάν  TAA = , δηλαδή εάν:  

i,jj,i aa = ,    για     nji ,...,2,1, = . 

  Ας παραθέσουμε τις βασικές ιδιότητες της αναστροφής πινάκων. Οι αποδείξεις τους 

είναι απλές και παραλείπονται: 

  1ο)  AA TT =)( , 

  2ο)  TTT BABA +=+ )( , 

  3ο)  TT AaAa ⋅=⋅ )(       (για κάθε  K∈a ), 

  4ο)  .)( TTT ABBA ⋅=⋅  

   Ονομάζουμε συζυγή πίνακα του Α και συμβολίζουμε με  

A  



ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

ΤΟΜΟΣ Ι 
Ν.ΔΑΡΑΣ 

 

28  ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  

 

τον  nn×  τετραγωνικό πίνακα, τα στοιχεία του οποίου είναι οι συζυγείς μιγαδικοί αριθμοί των 

στοιχείων του Α, δηλαδή τον πίνακα: 

).( , jiaA =  

  Ονομάζουμε δυϊκό πίνακα του Α και συμβολίζουμε με  

)( *
,

*
jiaA =  

τον ανάστροφο συζυγή πίνακα του Α. Με άλλα λόγια : 

    )()(* TT AAA ==    και    ijji aa ,
*
, =    για     nji ,...,2,1, = . 

  Ο πίνακας Α λέγεται ερμιτιανός, εάν  *AA = , δηλαδή εάν:  

        ijji aa ,, =    για     nji ,...,2,1, = . 

  Επίσης, είναι αξιοσημείωτη η παρατήρηση ότι για οποιοδήποτε  nn×  τετραγωνικό 

πίνακα Α, το γινόμενο: 

TAA ⋅  

είναι οπωσδήποτε ερμιτιανός πίνακας. 

  Τέλος,  συναφείς  προς  τις  έννοιες  της  συζυγίας  και  δυϊκότητας  των  τετραγωνικών 

πινάκων  είναι  οι  πιο  κάτω  θεμελιώδεις  ιδιότητες,  οι  οποίες  αποδεικνύονται  χωρίς  καμμία 

δυσκολία: 

  1ο)  AA =)( ,      και     ,A)A( ** =    

  2ο)  BABA +=+ )( ,    και    *** BA)BA( +=+ , 

  3ο)  BABA ⋅=⋅ )(     και    ***)( ABBA ⋅=⋅ , 

    4ο)  AAa ⋅=⋅ a)( ,         και    **)( AAa ⋅=⋅ a   ( K∈a ). 

 



Ν. ΔΑΡΑΣ 
ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

ΤΟΜΟΣ Ι 

 

ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  29 

 

Ι.3. ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗ ΠΙΝΑΚΩΝ 

 

Ι.3.1.ΓΡΑΜΜΙΚΗΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ  

  Έστωσαν  )()2()1( ,...,, mzzz   διανύσματα  του  CKK =(n ή  )RK = .  Τα  διανύσματα 

αυτά λέγονται  K ‐γραμμικά ανεξάρτητα, εάν δεν υπάρχουν αριθμοί του  ma,...,a,a 21:K ,  όχι  

όλοι μηδέν, τέτοιοι ώστε:  )()(
2

)(
1

mzzz ⋅++⋅+⋅ maaa ...21   0= .  

  Με άλλα λόγια, εάν η σχέση:  

0...21 =⋅++⋅+⋅ )()(
2

)(
1

mzzz maaa  

συνεπάγεται τις ισότητες: 

0a...aa m ==== 21 , 

τότε τα διανύσματα   )()2()1( ,...,, mzzz  είναι K ‐γραμμικά ανεξάρτητα.  

  Στην  αντίθετη  περίπτωση,  τα  πιο  πάνω  διανύσματα    λέγονται  K ‐γραμμικά 

εξαρτημένα.  Τα  διανύσματα    )()2()1( ,...,, mzzz   είναι  λοιπόν    K ‐γραμμικά    εξαρτημένα,  εάν 

υπάρχει ένα σύστημα αριθμών  maa a,...,, 21 του K , όχι όλων ίσων με μηδέν, τέτοιων ώστε:  

0...21 =⋅++⋅+⋅ )()(
2

)(
1

mzzz maaa . 

  Ας υποθέσουμε τώρα ότι w είναι ένα τυχαίο διάνυσμα του  nC . Λέμε ότι το w είναι K ‐

γραμμικά  εξαρτημένο  από  τα  διανύσματα  )()2()1( ,...,, mzzz ,  εάν  τα  διανύσματα  w, 

)()2()1( ,...,, mzzz είναι  K ‐γραμμικά εξαρτημένα. Ομοίως, θα λέμε ότι το w είναι  K ‐γραμμικά 

ανεξάρτητο  από  τα  )()2()1( ,...,, mzzz ,  εάν  τα  διανύσματα  w, )()2()1( ,...,, mzzz   είναι  K ‐

γραμμικά ανεξάρτητα. 
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Ι.3.2.ΒΑΣΕΙΣ ΚΑΙ ΔΙΑΣΤΑΣΗ  

  Έστωσαν  n  το  πλήθος  διανύσματα  )()2()1( ,...,, nzzz   του  nK .  Το  σύνολο 

{ )()2()1( ,...,, nzzz }  καλείται  K ‐βάση  του  nK ,  εάν  τα  )()2()1( ,...,, nzzz   είναι  K ‐γραμμικά 

ανεξάρτητα  (και  κάθε  ∈w   −nK { )()2()1( ,...,, nzzz }    είναι  γραμμικά  εξαρτημένο  από  τα 

)()2()1( ,...,, nzzz ).  

  Ο αριθμός  n  λέγεται K ‐διάσταση του  CKK =(n ή  )RK = .  

  Αποδεικνύεται ότι κάθε υποσύνολο του  nK , που περιέχει ακριβώς  n   K ‐γραμμικά 

ανεξάρτητα  διανύσματα,  είναι  K ‐βάση  του nK ,  γιατί  κάθε  τέτοιο  σύνολο  δεν  μπορεί  να 

διευρυνθεί με την προσθήκη επί πλέον διανύσματος χωρίς την απώλεια της ιδιότητας της  K ‐

γραμμικής ανεξαρτησίας. Με άλλα λόγια, κάθε υποσύνολο του  nK , που περιέχει ακριβώς n το 

πλήθος  K ‐γραμμικά  ανεξάρτητα  διανύσματα,  είναι  μέγιστο  ως  προς  την  ιδιότητα  της  K ‐

γραμμικής ανεξαρτησίας. 

  Η  έννοια  της  K ‐βάσης  του  nK   δεν  είναι  μονοσήμαντα  προσδιορισμένη,  αφού 

υπάρχουν πολλές K ‐βάσεις του  nK . Αντίθετα, η K ‐διάσταση του  nK  είναι μοναδική.  

  Το κλασσικότερο, συνηθέστερο και σπουδαιότερο παράδειγμα K ‐βάσης του  nK  είναι 

το σύνολο των διανυσμάτων   ( ) ( ) ( )ne,...,e,e 21 , που χρησιμοποιήθηκαν στην Παράγραφο Ι.1.3 :  
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Το σύνολο { ( ) ( ) ( )ne,...,e,e 21 } ονομάζεται κανονική K ‐βάση του  nK . 
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Θεώρημα Ι.3.2.1. Εάν  
( ) ( ) ( )}{ 21 n,...,z,zz  

είναι  μία  K ‐βάση  του  nK ,  τότε  κάθε  nw K∈   γράφεται,  κατά  μοναδικό  τρόπο,  υπό  την 

μορφή  

)()2()1( ... nzazazaw ⋅++⋅+⋅= n21   )a( j K∈ . 

Οι μοναδικοί αριθμοί  na,...,a,a 21  ονομάζονται συνιστώσες του διανύσματος  w  ως προς την 

K ‐βάση  

},...,,{ )()2()1( nzzz . 

Απόδειξη.  Έστω  nw K∈ .  Αν  υπάρχει  j  τέτοιο  ώστε  )( jzw = ,  τότε  η  Απόδειξη  είναι 

προφανής: αρκεί να επιλέξουμε  0...... 1121 ======= +− njj aaaaa  και  1=ja .  

  Ας υποθέσουμε λοιπόν ότι  },...,,{ )()2()1( nn zzzw −∈K .  

  Από  τον  ορισμό  της  έννοιας  της  K ‐βάσης  του  nK ,  το  w  είναι  K ‐γραμμικά 

εξαρτημένο από τα  )()2()1( ,...,, nzzz .  Γι’ αυτό υπάρχουν κάποιοι αριθμοί    ncccc ,...,,, 210 , όχι 

όλοι μηδέν, τέτοιοι ώστε: 

( ) ( ) ( ) 02
2

1
10 =⋅++⋅+⋅+⋅ n

n zczczcwc L . 

  Ο  0c   είναι  οπωσδήποτε  μη  μηδενικός  αριθμός,  επειδή  στην  αντίθετη  περίπτωση  θα 

ήταν  0... )()2(
2

)1(
1 =⋅++⋅+⋅ n

n zczczc   με  nccc ,...,, 21   όχι  όλους  μηδέν,  γεγονός  που  θα 

σήμαινε ότι τα  )()2()1( ,...,, nzzz  δεν είναι K ‐γραμμικά ανεξάρτητα.   Μπορούμε,  επομένως, 

να εκφράσουμε το w υπό την μορφή: 
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( ) ( ) ( )n
n zzzw ⋅++⋅+⋅= aaa ...2

2
1

1 , 

με  

0

j
j c

c
a −=  (για j=1,2,…,n). 

  Απομένει να δειχθεί ότι η πιο πάνω έκφραση του w είναι μοναδική. Προς τούτο, ας 

υποθέσουμε ότι το w μπορεί να γραφτεί και υπό την διαφορετική μορφή: 

)()2(
2

)1(
1 ... n

n zzzw ⋅++⋅+⋅= βββ . 

  Τότε, με κατά μέλη αφαίρεση, θα ήταν:  

))(
2

)(
1

n
nn zzz (2

2
1

1 )(...)()(0 ⋅−++⋅−+⋅−= βββ aaa , 

με  τους  συντελεστές  ),( 11 β−a ),( 22 β−a …,  )( nn β−a   όχι  όλους  μηδέν,  γεγονός  που  θα 

πιστοποιούσε  ότι  τα  διανύσματα  ( ) ( ) ( )n,...,z,zz 21   είναι  K ‐γραμμικά  εξαρτημένα,  ισχυρισμός 

που είναι άτοπος γιατί το σύνολο  },...,,{ )()2()1( nzzz  είναι K ‐βάση του  nK .  

  Άρα, η μορφή  )()2(
2

)1(
1 ... n

n zzz ⋅++⋅+⋅ βββ  δεν μπορεί να διαφέρει καθόλου από 

την  ( ) ( ) ++⋅+⋅ ...2
2

1
1 zaza ( )n

n z⋅a , και συνεπώς είναι:  

nn βa,...,βa,βa === 2211 . 

Η Απόδειξη του Θεωρήματος ολοκληρώθηκε. ■ 
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Ι.3.3. ΕΥΚΛΕΙΔΕΙΟΙ ΧΩΡΟΙ ΚΑΙ ΟΡΘΟΓΩΝΙΑ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ  

  Ο  διανυσματικός  χώρος  nK   καλείται  χώρος  εσωτερικού  γινομένου  ή  χώρος  προ‐

Hilbert,  εάν σε κάθε διατεταγμένο ζεύγος διανυσμάτων  z  και w  του  nK  αντιστοιχισθεί   ένας 

αριθμός  

K∈〉〈 wz / , 

αποκαλούμενος εσωτερικό γινόμενο των z και w, τέτοιος ώστε να επαληθεύονται οι ακόλουθες 

πέντε συνθήκες: 

    1ο)  〉〈=〉〈 wzzw //  (η μπάρα σημαίνει μιγαδική συζυγία), 

    2ο)  〉〈+〉〈=〉+〈 wuwzwuz /// , εάν  nuwz K∈,,  , 

    3ο)  〉〈=〉⋅〈 wzawza // , εάν  nwz K∈,  και  K∈a  , 

    4ο)  0z/z ≥〉〈 , για όλα τα  nz K∈ , 

    5ο)  0z/z =〉〈 , μόνον όταν  0=z . 

  Εάν  0w/z =〉〈 , τότε το διάνυσμα z λέγεται ορθογώνιο προς το w, και συμβολίζουμε 

με  wz⊥ . Επειδή η ισότητα  0w/z =〉〈  συνεπάγεται την ισότητα  0z/w =〉〈 , η σχέση ⊥  είναι 

συμμετρική.  Εάν  nE K⊂   και  nF K⊂ ,  ο  συμβολισμός  FE⊥   σημαίνει  ότι  wz⊥   για 

οποιαδήποτε    Ez∈   και  Fw∈ .  Επίσης  ⊥E   είναι  το  σύνολο  όλων  των  nw K∈ που  είναι 

ορθογώνια προς κάθε  Ez∈ . 

  Σε κάθε εσωτερικό γινόμενο  ⋅〉〈⋅ /  του  nK  επισυνάπτεται η αντίστοιχη νόρμα    ⋅  του 

nK , δηλαδή η απεικόνιση:  

2
1n z/zzz,0  〉〈=+∞→⋅ :[:[: aK , 

που, με την σειρά της, οδηγεί στην αντίστοιχη μετρική  ),( ⋅⋅dist    του  nK , δηλαδή την 

απεικόνιση:  
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wzwzdistwzdist nn −=+∞→×⋅⋅ :)([:[: ),(,,0),( aKK . 

  Δοθέντων  δύο  διανυσμάτων  nz K∈   και  nw K∈ ,  ο  μη  αρνητικός    πραγματικός 

αριθμός  ),( wzdist   ονομάζεται  απόσταση  των  z   και  w .  Εάν  ο  διανυσματικός  χώρος  nK , 

εφοδιασμένος με μία τέτοια  μετρική, είναι πλήρης,  τότε λέγεται χώρος Hilbert.   

  Στη συνέχεια και σε ό,τι ακολουθήσει, θα θεωρούμε ότι ο  nK  είναι εφοδιασμένος με 

το Ευκλείδειο εσωτερικό γινόμενo:  

∑=〉〈→×⋅〉〈⋅ =
n
j jj

nn w.zw/zz,w/ 1:)(:: aKKK . 

Η αντίστοιχη νόρμα:  

2
122

1

)(/,0  ∑ =
=〉〈=+∞→⋅

n

j j
n zzzzz

1
:[:[: aK  

λέγεται Ευκλείδεια νόρμα του  nK , ενώ η αντίστοιχη μετρική : 

2
12

)(),(,,0),( ∑ =
−=+∞→×⋅⋅

n

j jj
nn wzwzdwzd

1
:)([:[: aKK  

Ευκλείδεια μετρική του  nK .  

  Επειδή  κάθε  ακολουθία  σημείων  του  nK ,  των  οποίων  οι  Ευκλείδειες 

αποστάσεις μικραίνουν απεριόριστα, συγκλίνει, ως προς την Ευκλείδεια μετρική, σε 

σημείο  του  nK ,  ο  διανυσματικός  χώρος  nK ,  εφοδιασμένος  με  το  συγκεκριμένο 

εσωτερικό γινόμενο, είναι χώρος Hilbert, και θα ονομάζεται Ευκλείδειος χώρος. 

  Κλασσικό  παράδειγμα  Ευκλείδειου  χώρου  αποτελεί  το  μοντέλο  του  μιγαδικού 

επιπέδου  C   ( 1=n ),  με  τις  συνηθισμένες  πράξεις  της  πρόσθεσης  και  του  (αριθμητικού) 

πολλαπλασιασμού: το Ευκλείδειο εσωτερικό γινόμενο  〉〈 w/z  δύο μιγαδικών αριθμών z και w 

είναι το γινόμενο τους:  wzwz =〉〈 / , η Ευκλείδεια νόρμα  z  ενός μιγαδικού αριθμού z είναι 

απλά το μέτρο του  z , ενώ η Ευκλείδεια απόσταση  ),( wzd  δύο μιγαδικών αριθμών  z  και  w  

είναι ακριβώς  wzwzd −=),( . 
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  Πιο  κάτω  παραθέτουμε  τις  σπουδαιότερες  ιδιότητες  του  προκύπτουν  από  την 

Ευκλείδεια δομή του διανυσματικού χώρου  nK . 

Θεώρημα Ι.3.3.1. Εάν  nz K∈ ,  nw K∈ , τότε: 

wzw +⋅≤ λ  για κάθε  K∈λ  

εάν και μόνον εάν: 

wz⊥ . 

Επί πλέον: 

      wzwz ≤〉〈 / (:Ανισότητα Schwarz) 

και:     

      wzwz +≤+ (:Τριγωνική Ανισότητα). 

Απόδειξη. Θέτοντας  〉〈= wz /:a , ένας απλός υπολογισμός δίνει: 

2222 Re2.0 wzwz ++=+≤ )λλλ a( . 

  Έτσι,  wzwzwzw ⊥⇔=〉〈=⇔∈+⋅≤ 0/ a)( Kλλ . Εάν  0=z , τότε η 

Ανισότητα Schwarz και η Τριγωνική Ανισότητα είναι, τετριμμένα, προφανείς. Εάν  0≠z , τότε, 

για 
2z/a−=λ , λαμβάνουμε την:  

2

2
220

z
wwz

a
−=+⋅≤ λ , 

που αποδεικνύει την Ανισότητα Schwarz και επί, πλέον, ότι: 

wzwzwzw ⊥⇔=〉〈=⇒∈+⋅≤ 0/  a)( Kλλ . 
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  Μένει  να  αποδειχθεί  η  Τριγωνική  Ανισότητα.  Αυτή  είναι  συνέπεια  της  Ανισότητας 

Schwarz, αφού: 

  22 )( wzwzwzwz +≤+⇔+≤+  

          wzwzwzwz 2/ 22 ++≤〉++〈⇔  

          wzwzwzwzwz 2// 2222 ++≤〉〈+〉〈++⇔  

          wzwz 2/2 ≤〉〈⇔ Re , 

και, όπως είναι γνωστό: 

〉〈≤〉〈 w/zw/zRe . 

Η Aπόδειξη του Θεωρήματος είναι τώρα πλήρης. ■ 

  Ένα  υποσύνολο  U   του  Ευκλείδειου  χώρου  nK   λέγεται  ανοικτό,  εάν  κάθε  στοιχείο 

Uz∈  έχει περιοχή  }{ εζζ <∈ ),(: zdnK  που περιέχεται ολόκληρη στο U.  

  Ένα υποσύνολο  E  του  nK  λέγεται κλειστό, εάν το συμπλήρωμά του  )( En −K  είναι 

ανοικτό. Η χαρακτηριστική ιδιότητα ενός κλειστού συνόλου  E είναι ότι περιέχει όλα τα σημεία 

στα  οποία  συσσωρεύονται  στοιχεία  του:  με  άλλα  λόγια,  εάν  )( )( N∈∈ mEz m :   είναι  μία 

ακολουθία στοιχείων του  E  που συγκλίνει, ως προς την Ευκλείδεια απόσταση, σε ένα σημείο 

nz K∈  , τότε το z ανήκει στο  E .  

  Ένα υποσύνολο  E του  nK   λέγεται κυρτό,  εάν  EEE ⊂⋅−+⋅ )1( αα         )10( ≤≤ α , 

δηλαδή εάν   Ewz ∈⋅−+⋅ ])1([ αα , για κάθε  Ewz ∈,  και  ].,[ 10α∈  
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Θεώρημα  Ι.3.3.2.  Κάθε μη  κενό  κλειστό  κυρτό σύνολο  nE K⊂   περιέχει  ένα  μοναδικό 

στοιχείο z ελάχιστης νόρμας. 

Απόδειξη. Η Aπόδειξη είναι ευθεία συνέπεια του Κανόνα του Παραλληλογράμμου:  

2222 22 wzwzwz +=−++      ),( nn wz KK ∈∈ , 

ο οποίος με την σειρά του προκύπτει από τον ορισμό  〉〈= zzz /2
.  

  Θέτουμε: 

}:{: Ezzd ∈= inf , 

και επιλέγουμε  Ez m ∈)(  έτσι ώστε  dz m →)( . Επειδή  

( ) ( ) )( Ez k ∈+mz
2
1

, 

θα είναι  22)()( 4dzz km ≥+ .  

  Εάν στον Κανόνα του Παραλληλόγραμμου τα  z  και  w  αντικατασταθούν με τα  )(mz  και 

)(kz , τότε το δεξιό μέρος της ισότητας θα τείνει προς το  24d . Συνδυασμός των δύο τελευταίων 

συλλογισμών οδηγεί στο συμπέρασμα ότι η ακολουθία  )( N∈∈ mEz m :)(  είναι Cauchy, υπό 

την έννοια ότι οι αποστάσεις  )()( km zz −  των στοιχείων της μικραίνουν απεριόριστα.  

  Από την πληρότητα του  nK , η συγκεκριμένη ακολουθία τείνει σε ένα στοιχείο  nz K∈  

τέτοιο  ώστε  dz = ,  και,  από  την  κλειστότητα  του  E ,  το  z  ανήκει  στο  E .  Εάν  υπήρχε  και 

δεύτερο  σημείο  Ew∈ τέτοιο ώστε  dw = ,  τότε  η  ακολουθία  ,...),,,( wzwz   θα  έπρεπε  να 
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συγκλίνει  (σύμφωνα με  τα όσα προηγήθηκαν), οπότε θα έπρεπε  zw = ,  γεγονός που δείχνει 

την μοναδικότητα του στοιχείου  z . ■ 

Θεώρημα Ι.3.3.3. Εάν Μ είναι κλειστός υπόχωρος του nK τότε:  

⊥⊕= MMnK . 

Επεξηγηματικότερα,  το  συμπέρασμα  είναι  ότι  τα  σύνολα  M   και  ⊥M   είναι  κλειστοί 

διανυσματικοί  υπόχωροι  του  nK ,  με  τομή  ⊥∩MM   το  μονοσύνολο  {0}  και  με  άθροισμα 

⊥+ MM  ίσο με  nK . Ο χώρος  ⊥M  καλείται ορθογώνιο συμπλήρωμα του M . 

Απόδειξη.  Εάν  nE K⊂ ,  η  γραμμικότητα    του  εσωτερικού  γινομένου  〉〈 w/z ,  σαν 

συνάρτηση του z, δείχνει ότι το ορθογώνιο συμπλήρωμα  ⊥E  του Ε είναι πράγματι υπόχωρος 

του  nK . Τότε, η Ανισότητα Schwarz  συνεπάγεται την κλειστότητα του  ⊥E .  

  Εάν  Mz∈   και  ⊥∈Mz ,  τότε  0z/z =〉〈 .  Επομένως  z=0  και  συνεπώς 

}0{=∩ ⊥MM .  

  Εάν  nz K∈ , τότε μία εφαρμογή του Θεωρήματος Ι.3.3.2 για το κλειστό κυρτό σύνολο 

)( Mz −  δείχνει ότι υπάρχει  Mz ∈~  που ελαχιστοποιεί την νόρμα  zz ~− .  

  Θέτουμε  z~zz~~ −=: .  

  Τότε,  wzz +≤
~~~~   για  κάθε  Mw∈ .  Από  το Θεώρημα  Ι.3.3.2  έπεται  ότι  ⊥∈Mz~~ . 

Επειδή  zzz ~~~ += , δείξαμε ότι  nMM K=+ ⊥ , και η Απόδειξη είναι πλήρης. ■ 
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Πόρισμα Ι.3.3.4. Εάν  M  είναι κλειστός υπόχωρος του  nK , τότε:  

M)M( =⊥⊥ . 

Απόδειξη. Ο εγκλεισμός  ⊥⊥= )M(M  είναι προφανής. Επειδή  

=⊕ ⊥MM =nK ⊥⊥⊥ ⊕ )M(M , 

ο Μ δεν μπορεί να είναι γνήσιος υπόχωρος του  ⊥⊥ )(M . Άρα  ⊥⊥= )M(M . ■ 

  Τέλος, για όψιμη χρήση, θα αποδείξουμε την ακόλουθη Πρόταση: 

Πρόταση Ι.3.3.5. Εάν ο  A  είναι ένας   nn×  πίνακας με στοιχεία  K∈jia , , τότε για κάθε 

nz K∈  ισχύει: 

〉⋅⋅〈=⋅ zAAzzA T/2
. 

Απόδειξη. Εάν  )( , jiaA = , τότε: 

      i
Tn

i i
T zAAzzAAz )(/

1
⋅⋅=〉⋅⋅〈 ∑ =

   

                   )(
1 1 ,,1 ∑ ∑∑ = ==

⋅=
n

j

n

k jjkki
n

i i zaaz  

                   )(
1 ,1 ,1 ∑∑∑ ===

⋅=
n

j jjk
n

k ki
n

i i zaaz  

                  
k

n

i

n

i kii zAaz∑ ∑= =
⋅⋅=

1 1 , )(  
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                   kki
n

k

n

i i zAaz )(,1 1
⋅⋅= ∑ ∑= =

 

                   ∑∑ ==
⋅⋅=

n

i iki
n

k k zazA
1 ,1

)(  

                   ∑ =
⋅⋅=

n

k kk zAzA
1

)()(  

                  
2

1
])[(∑ =

⋅=
n

k kzA  

                    〉⋅⋅〈= zAzA /  

                    .2zA ⋅=  ■ 

Ι.3.4. ΟΡΘΟΓΩΝΟΠΟΙΗΣΗ SCHMIDT  

  Τα στοιχεία της κανονικής βάσης  },...,,{ )()2()1( neee   του  nK  είναι, ορθογώνια μεταξύ 

τους: 

=〉〈 )()( / ji ee 0   ( ji ≠ ). 

  Επί πλέον, για κάθε  ni ,...,2,1= , ισχύει: 

1/ )()()( ==〉〈 iii eee . 

  Γενικότερα, κάθε K ‐βάση  },...,,{ )()2()1( nuuu του  nK  που είναι τέτοια ώστε:  

0/ )()( ≠〉〈 ji uu ( )ji ≠    και    ==〉〈 )()()( / iii uuu 1 ( )i∀  
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λέγεται ορθοκανονική K ‐βάση. 

  Στην συνέχεια, θα συζητήσουμε το πρόβλημα της μετατροπής μίας τυχαίας  K ‐βάσης 

},...,,{ )()2()1( nzzz του  nK σε ορθοκανονική  },...,,{ )()2()1( nuuu .  

  Θα  κατασκευάσουμε  την  καινούργια  βάση  επαγωγικά,  χρησιμοποιώντας  τη Μέθοδο 

Ορθογωνοποίησης Schmidt.  

  Προς τούτο, θέτουμε  ( ) ( )11 : zw = , και θεωρούμε ότι τα διανύσματα  ( ) ( ) ( )121 −jw,...,w,w  

είναι γνωστά και τέτοια ώστε  ( ) ( ) 〉〈 ij w/w   0=  για κάθε  ik ≠  με  1,1 −≤≤ jik .  

  Επιθυμούμε  την  κατασκευή  ενός  διανύσματος  )( jw ,  έτσι  ώστε  η  σχέση 

ορθογωνιότητας  να  επαληθεύεται  μέχρι  και  τον  δείκτη  j.  Εκφράζουμε  το  προς  αναζήτηση 

διάνυσμα  )( jw  υπό την μορφή:  

)()1(
1

)1()( ... jj
j

j zwawaw +⋅++⋅= −
−1 , 

όπου τα  121 ,...,, −jaaa  θα πρέπει να επαληθεύουν τη σχέση:  

〉−〈=〉〈++〉〈+〉〈 −
−

)()()()1(
1

)()2(
2

)()1(
1 //...// ijij

j
ii zzwwawwawwa  

για κάθε  1,...,1 −= ji , κι επειδή  0/ )()( =〉〈 ik ww για  ik ≠ , θα πρέπει:  

〉〈
〉〈

−= )()(

)()(

/
/

ii

ij

i ww
zza , 

για κάθε  1,...,1 −= ji .  

  Οι τελευταίες αυτές σχέσεις προσδιορίζουν πλήρως το διάνυσμα  )( jw : 

)(1

1 )()(

)()(
)()( .

/
/ ij

i ii

ij
jj w

ww
zzzw ∑ −

= 〉〈
〉〈

−+= . 
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  Είναι  τώρα  φανερό  πως  η  νέα  K ‐βάση  },...,,{ )()2()1( nwww   στοιχείων  του  nK  

περιέχει στοιχεία ανά δύο ορθογώνια.  

  Απομένει  η  μετατροπή  αυτής  της  νέας  βάσης  σε  ορθοκανονική  βάση.  Προς  τούτο, 

θέτουμε: 

2
1)()(

)(
)(

/
:

〉〈
=

jj

j
j

ww

wu  (  nj ,...,2,1= ). 

  Επειδή  1/ )()( =〉〈 jj uu   για  κάθε  nj ,...,2,1= ,  η  βάση  },...,,{ )()2()1( nuuu   είναι 

ορθοκανονική. ■  

  Αντιστρόφως, ισχύει το εξής : 

Θεώρημα  Ι.3.4.1.  Εάν  τα  μη  μηδενικά  διανύσματα  )()2()1( ,...,, kzzz   είναι  ανά  δύο 

ορθογώνια μεταξύ τους, τότε είναι K ‐γραμμικά ανεξάρτητα. 

Απόδειξη. Εάν   21 ,...,, kaaa είναι κάποιοι αριθμοί του K  τέτοιοι ώστε:  

( ) ( ) 0...)2(1
1 =⋅++⋅+⋅ k

k zazza 2a , 

τότε, για κάθε  kj ,...,2,1= , θα ισχύει:     

   
.0/...//

/0/...//
)()()()2(

2
)()1(

1

)()()()()2(
2

)()1(
1

=〉〈++〉〈+〉〈⇔

〉−〈=〉〈++〉〈+〉〈
jk

k
jj

jjk
k

jj

zzazzazza

zzzazzazza
 

  Επειδή  0/ )()( =〉〈 ji zz   για    ji ≠ ,  θα  είναι  0/ )()( =〉〈 jj
j zza .  Καθώς  μάλιστα  είναι 

0)( ≠jz , θα ισχύει αναγκαστικά: 
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0=ja  

για κάθε  kj ,...,2,1= . Η Απόδειξη είναι τώρα πλήρης. ■  

Ι.3.5. ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗΣ ΑΠΕΙΚΟΝΙΣΗΣ  

  Έστω  f  μία K ‐γραμμική απεικόνιση από το  nK  στο  nK . 

  Έχουμε δει ότι σε κάθε  nz K∈ , η  f  αντιστοιχεί ένα και μόνο ένα στοιχείο του  nK που 

συμβολίζεται  με  ( )zf .  Το  ( )zf   ονομάζεται  εικόνα  του  z   μέσω  της  f .  Στη  συγκεκριμένη 

Παράγραφο, θα εξετάσουμε το αντίστροφο πρόβλημα: δοθέντος ενός σημείου  nw K∈ , ποιές 

είναι οι συνθήκες, που πρέπει να ικανοποιούνται από την  f , ώστε να εξασφαλίζεται η ύπαρξη 

ενός μοναδικού  nz K∈  τέτοιου ώστε  ( ) wzf = ;  

  Σε  τέτοια  περίπτωση,  θα  λέμε  ότι  η  f   είναι  μία  γραμμική  αμφιμονοσήμαντη 

απεικόνιση του  nK  μέσα στον εαυτό του, και θα γράφουμε: 

( )wfz 1−= . 

  Η κατ’ αυτόν τον τρόπο οριζόμενη συνάρτηση  zf aw1 :−  θα καλείται η αντίστροφη 

απεικόνιση της  f .  

  Στη συνέχεια, θα δείξουμε ότι η  1−f  είναι επίσης γραμμική απεικόνιση. Προς τούτο, θα 

εισάγουμε κατ’αρχάς την έννοια του πυρήνα της  f . Ο πυρήνας  ( )fKer  της  f  ορίζεται ως το 
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σύνολο όλων των στοιχείων  z  του  nK  που μεταφέρονται μέσω της  f  στο μηδενικό διάνυσμα 

0  του  nK : 

( )fKer ( ) }.0:{: =∈= zfz nK  

(Κάποιες φορές, ο πυρήνας  ( )fKer  συμβολίζεται και με  ( )01−f .  

  Έχουμε το εξής αποτέλεσμα: 

Θεώρημα Ι.3.5.1. Μια αναγκαία και ικανή συνθήκη, προκειμένου η γραμμική απεικόνιση 

f  να είναι αμφιμονοσήμαντη, είναι ο πυρήνας  ( )fKer της  f  να ισούται με το μονοσύνολο 

{ }0 , δηλαδή: 

( ) { }0=fKer . 

Απόδειξη.  Από  τον  ορισμό  της  αμφιμονοσήμαντης  απεικόνισης,  η  συνθήκη  ( ) { }0=fKer  

είναι αναγκαία.  

  Αντιστρόφως,  ας  υποθέσουμε  ότι  ( ) { }0=fKer .  Τότε,  θα  δείξουμε  ότι  η  γραμμική 

απεικόνιση  f   είναι  αμφιμονοσήμαντη,  δηλαδή ότι  για  κάθε  ζευγάρι  z   και  w  σημείων  του 

nK  τέτοιων ώστε  wz ≠  ισχύει  )()( wfzf ≠ .  

  Πραγματικά,  εάν  ήταν  )()( wfzf =   τότε,  λόγω  της  γραμμικότητας  της  f ,  θα  ήταν 

)wz(f)w(f)z(f −=−=0 , 

και επομένως  

⇔=−⇔=∈− 0}0{ wz)f(Ker)wz( wz =⇔ . 
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  Συνεπώς,  η  συνθήκη  ( ) { }0=fKer   είναι  ικανή  να  εξασφαλίσει  το αμφιμονοσήμαντο 

της γραμμικής απεικόνισης  f  και η Απόδειξη ολοκληρώθηκε. ■ 

Πόρισμα Ι.3.5.2.  Εάν η  nnf KK →: είναι  K ‐γραμμική αμφιμονοσήμαντη απεικόνιση, 

τότε και η αντίστροφή της απεικόνιση  1−f  είναι K ‐γραμμική. 

Απόδειξη. Θέτουμε  ( )zfw =  και  ( )ufv = . Τότε,  

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ).11111 vfwfuzuzffufzffvwf −−−−− +=+=+=+=+  

Ομοίως, εαν  K∈a  τότε  

( ) ( ) ( ) ( ).)()(( 1111 wfazazaffzfafwaf −−−− ⋅=⋅=⋅=⋅=⋅  ■ 

  Περαιτέρω,  θα  εξετάσουμε  μια  συνθήκη  που  αφορά  την  f   και  που  εγγυάται  τον 

εκφυλισμό του πυρήνα της στο μονοσύνολο { }0 : 

 

Θεώρημα Ι.3.5.3. Έστω  ( ) ( ) ( )}{ 21 nz,...,z,z μία  K ‐βάση του  nK . Μία αναγκαία και ικανή 

συνθήκη,  προκειμένου  ο  πυρήνας  ( )fKer   μίας  K ‐γραμμικής  απεικόνισης  f   να  είναι  το 

μονοσύνολο { }0 , είναι η K ‐γραμμική ανεξαρτησία των  

)(,...,)(,)( )()2()1( nzfzfzf . 
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Απόδειξη.  Η  συνθήκη  είναι  αναγκαία,  γιατί  εάν  υποθέσουμε  ότι  υπήρχαν  μη  μηδενικοί 

αριθμοί του K   naaa ,...,, 21 τέτοιοι ώστε  

( ) ( ) ==⋅++⋅ 0)(...)( 1
1

n
n zfazfa ( )01−f , 

θα είχαμε επίσης  

( ) ( ) ( ) 02 =⋅++⋅+⋅ n
n zazaza ...21

1  

(λόγω της K ‐γραμμικότητας της  f  ).  

  Αυτή  η  σχέση  θα  σήμαινε  ότι  τα  στοιχεία  ( ) ( ) ( )nzzz ,...,, 21 της  K –βάσης 

( ) ( ) ( )}{ 21 nz,...,z,z  είναι  K –γραμμικά εξαρτημένα και που είναι, φυσικά, άτοπη. Αντιστρόφως, 

ας υποθέσουμε ότι τα διανύσματα  )(,...,)(,)( )()2()1( nzfzfzf είναι K –γραμμικά ανεξάρτητα. 

Τότε,  κάθε  σχέση  του  τύπου  ( ) ( ) 0)(...)( 1
1 =⋅++⋅ n

n zfazfa   συνεπάγεται  ότι 

021 === n...aaa . Έτσι, εάν υπήρχε  }0{−∈ nw K  τέτοιο ώστε  ( ) ( )01−=∈ ffKerw  θα ήταν 

και  

( )( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( )

( ) ( )

( ) ( )

{ },0
}00{

}{

)(

1

1
1

1
1

1

1
1

11

=
⋅++⋅=

⋅+⋅=

⋅++⋅=

⋅++⋅=∈
−

−−

n

n
n

n
n

n
n

zz

zaza

zazaff

zfazfaffw

L

L

L

L0

 

δηλαδή  0=w , που είναι άτοπο.■ 
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Παρατήρηση  Ι.3.5.4.  Όταν  η  K –γραμμική  απεικόνιση  f   δεν  είναι  αντιστρέψιμη,  ο 

διανυσματικός  χώρος  nnn KKK ∈∃∈= zwf :{)(   με  ( ) =zf }w   εικόνα  της  f ,  ο  οποίος 

παράγεται  από  τα  διανύσματα  )(...,),( )()1( nzfzf   (σύμφωνα με  το  προηγούμενο Θεώρημα), 

δεν είναι ολόκληρο το  nK . Ονομάζουμε τάξη της απεικόνισης την  K –διάσταση του  )(f nK . 

Κατά συνέπεια, μία αναγκαία και ικανή συνθήκη, για να είναι η  f  αμφινομοσήμαντη, είναι η 

τάξη της  f  να ισούται με  n . ■  

Ι.3.6. ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΟΣ ΠΙΝΑΚΑΣ  

  Έστω  f   μία  αμφιμονοσήμαντη  K –γραμμική  απεικόνιση  του  nK   μέσα  στον  εαυτό 

του. Τότε, για κάθε  nz K∈ , είναι:  

( )( ) zzff =−1  και  ( )( ) zzff =−1 . 

  Έστω τώρα ο πίνακας  )( , jiaA =  που αντιστοιχεί στην  f  και συμβολίζουμε με  1−A  τον 

πίνακα που αντιστοιχεί στην  1−f .  

  Ο  πίνακας  που  αντιστοιχεί  στη  (γραμμική)  ταυτοτική  απεικόνιση 

:nn KK →:id ( ) zzidz ≡a   είναι  ο  μοναδιαίος  Ι,  που  έχουμε  ήδη  συναντήσει.  Σύμφωνα  με 

την Παράγραφο Ι.2.3 αλλά και με την προηγούμενη, θα έχουμε:  

I=⋅ −1AA   και   I=⋅− AA 1 . 

Ο πίνακας  1−A  λέγεται αντίστροφος πίνακας του  A . Ισχύει το ακόλουθο: 
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Θεώρημα  Ι.3.6.1. Έστω  A   είναι  ένας  πίνακας,  του  οποίου  οι  στήλες  είναι  διανύσματα 

K ‐γραμμικά ανεξάρτητα. Τότε, υπάρχει ένας μοναδικός  nn×  πίνακας  1−A  τέτοιος ώστε: 

I=⋅=⋅ −− AAAA 11 . 

  Θα λέμε, σ΄ αυτήν την περίπτωση, ότι ο  A  είναι αντιστρέψιμος ή κανονικός ή ομαλός. 

Στην  αντίθετη  περίπτωση,  θα  λέμε  ότι  ο  A   είναι  μη  αντιστρέψιμος  ή  μη  κανονικός  ή 

ανώμαλος. 

Απόδειξη.  Στην Παράγραφο  Ι.1.3  είδαμε ότι οι  στήλες  του πίνακα  A   είναι  τα διανύσματα 

)(e )( jf  για  nj ,...,2,1= .  

  Εάν  τα  διανύσματα  αυτά  είναι  K –γραμμικά  ανεξάρτητα,  τότε  η  K –γραμμική 

απεικόνιση  f   είναι  αμφιμονοσήμαντη,  σύμφωνα  με  τα Θεωρήματα  Ι.3.5.1  και  Ι.3.5.3  της 

προηγούμενης Παραγράφου. Υπάρχει, συνεπώς, ένας πίνακας  1−A  τέτοιος ώστε  

I=⋅=⋅ −− AAAA 11 . 

  Αυτός  ο  πίνακας  είναι  ένας  πίνακας  που  αντιστοιχεί  στη  γραμμική  απεικόνιση  1−f . 

Απομένει να δειχθεί ότι αυτός ο πίνακας είναι ο μοναδικός που έχει την ιδιότητα  

I=⋅=⋅ −− AAAA 11 . 

  Προς τούτο, ας υποθέσουμε ότι υπάρχει και άλλος  nn×  πίνακας  B  με την  ιδιότητα 

Ι=⋅=⋅ ABBA .  Τότε  θα  είχαμε  BBAAB =⋅=⋅⋅ − I)( 1 ,  αλλά  και 

( ) ( ) 11 −− ⋅⋅=⋅⋅ AABAAB 11 −− =⋅Ι= AA ,  με  αποτέλεσμα  να  συμβαίνει  υποχρεωτικά 

1−= AB . Η Απόδειξη ολοκληρώθηκε. ■ 
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  Ας  δούμε  τώρα ποιες  είναι  οι  ιδιότητες  του αντίστροφου πίνακα.  Οι  αποδείξεις  τους 

είναι τυποποιημένα εύκολες και αφήνονται στην ευχέρεια του αναγνώστη : 

  1ο)  ( ) AA =
−− 11 , 

  2ο)  ( ) 111 −−− ⋅=⋅ ABBA , 

  3ο)  ( ) ( )TT AA 11 −−
= , 

  4ο)  ( ) 11 −−
= AA , 

  5ο)  ( ) ( )∗−−∗ = 11 AA , 

  6ο) εάν ο  A  είναι ερμιτιανός, τότε και ο  1−A  είναι ερμιτιανός, 

7ο)  εάν  ο  A   είναι  τριγωνικός,  τότε  και  ο  1−A   είναι  τριγωνικός  του  ιδίου  τύπου.  επί 

πλέον,  σ΄  αυτή  την  περίπτωση,  τα  στοιχεία  της  διαγωνίου  του  1−A   είναι  οι 

αντίστροφοι  των  αντίστοιχων  στοιχείων  της  διαγωνίου  του  A   (δηλαδή,  εάν 

)( , jiaA =  και  )( ,
1

jiaA =−  τότε  

i,i
i,i a

1a = ), 

8ο) το σύνολο των αντιστρέψιμων  nn×  πινάκων τάξης n συνιστά αλγεβρικό σώμα, ως 

προς τις πράξεις της πρόσθεσης +  και του γινομένου  ⋅  μεταξύ πινάκων. 
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Ι.3.7. ΑΛΛΑΓΗ ΒΑΣΗΣ  

  Έστω  f   μία  K –γραμμική  απεικόνιση  του  nK   μέσα  στον  εαυτό  του.  Σ’  αυτή  την 

απεικόνιση αντιστοιχεί ένας πίνακας  A .  

  Προφανώς,  ο  πίνακας  A   εξαρτάται  από  την  επιλογή  της  K –βάσης 

( ) ( ) ( )}{ 21 nz,...,z,z του  nK . (Πράγματι, κάθε διάνυσμα  nz K∈  μπορεί να γραφεί υπό τη μορφή  

( ) ( ) ( )n
n zzzz ⋅++⋅+⋅= ζζζ ...2

2
1

1 , 

όπου  nζζζ ,...,, 21 είναι οι συνιστώσες του z ως προς την K –βάση  ( ) ( ) ( )}{ 21 nz,...,z,z .  

  Από την K –γραμμικότητα της  f  έπεται ότι  

( ) ( ) ( ) ( ) )(...)()( 2
2

1
1

n
n zfzfzfzf ⋅++⋅+⋅= ζζζ . 

Αυτό σημαίνει ότι η γνώση των διανυσμάτων  )(...,),(,)( )()2()1( nzfzfzf  προσδιορίζει ακριβώς 

την γραμμική απεικόνιση  f , υπό την έννοια ότι εάν διανύσματα  )( )( j
j zfw =  είναι γνωστά, 

για  nj ,...,2,1= , τότε  

=)(zf nn www ⋅++⋅+⋅ ζζζ ...2211
. 

  Αλλά  και  αντιστρόφως,  εάν  δοθούν  n   διανύσματα  n
jw K∈ ,  ( )nj ,...,2,1= ,  τότε  η 

απεικόνιση:  

( ) nn

n

nn wζ...wζzf
ζ

ζ
f ⋅++⋅=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=→ 11

1

: aMz:KK  

είναι K –γραμμική. Έτσι, στην προκειμένη περίπτωση,  i
)( )]([ jzfA = . 
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  Στην συνέχεια, θα δούμε πώς αυτή η  K ‐βάση  ( ) ( ) ( )}{ 21 nz,...,z,z  μετασχηματίζεται σε 

μία καινούργια K ‐βάση  ( ) ( ) ( )}{ 21 n,...,u,uu  και θα εξετάσουμε την διαδικασία του ταυτόχρονου 

μετασχηματισμού του πίνακα  A  σε έναν πίνακα Β ως προς την καινούργια βάση.  

  Είναι σαφές ότι μπορούμε να γράψουμε την νέα βάση σαν συνάρτηση της παλιάς:  

( ) ( )1
,1

1 ztu j ⋅= ( )2
,2 zt j ⋅+ ( )n

jn zt ⋅++ ,...  για  nj ,...,2,1= . 

  Ας θεωρήσουμε τον πίνακα  

)( , jitT = . 

  Επειδή  τα  διανύσματα  )()2()1( ,...,, nuuu   συνιστούν  μία  K ‐βάση,  είναι  εύκολο  να 

διαπιστώσουμε ότι οι γραμμές του πίνακα T  είναι διανύσματα K ‐γραμμικά ανεξάρτητα. Άρα, 

σύμφωνα με το Θεώρημα Ι.3.6.1, ο πίνακας T  είναι αντιστρέψιμος.   Έστω  τώρα  τυχαία 

επιλεγμένο  nz K∈ . Τότε: 

• ως προς την παλιά βάση:  ( ) ( ) ( )∑ =
⋅=⋅++⋅=

n

i
i

i
n

n zzzz
1

1
1 ζζ...ζ , 

• ως προς την νέα βάση :  )()1(
1 ... n

n uuz ⋅++⋅= ηη  

      )...( )(
1,

)1(
1,11

n
n ztzt ⋅++⋅⋅=η  

  )...( )(
2,

)1(
2,12

n
n ztzt ⋅++⋅⋅+η  

    …..………………………….. 

  )...( )(
,

)1(
,1

n
nnnn ztzt ⋅++⋅⋅+η  

      ( ) ( )in

i

n

j jji zt ⋅= ∑ ∑= =1 1 , η . 
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  Άρα,  

( )∑ =
⋅=

n

i
i

i zζz
1

( ) ( )in

i

n

j jji zt ⋅= ∑ ∑= =1 1 , η [ ] ( ) 0
1 1 , =⋅−⇔ ∑ ∑= =

n

i
in

j jjii zt ηζ , 

και από την K ‐γραμμική ανεξαρτησία των διανυσμάτων  )()3()2()1( ,...,,, nzzzz  έπεται ότι: 

        ∑ =
=

n

j jjii tζ
1 , η      ( )ni ,...,2,1= .  

  Θέτοντας: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

nζ

ζ
ζ M

1

:         και          
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

nη

η
η M

1

: , 

η τελευταία γράφεται: 

ηζ ⋅= T . 

  Έστω τώρα  )(zfz =′  η εικόνα του σημείου  z  μέσω της  f . Έστω ακόμα:  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

nθ

θ
M
1

:θ   και    
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

nφ

φ
φ M

1

 

οι συνιστώσες του  z′ως προς την παλιά και την καινούργια βάση, αντίστοιχα.  

  Όπως έχουμε ήδη επισημάνει  

ζθ ⋅= A , 

ενώ επειδή  φθ ⋅= T  θα είναι  

θφ ⋅= −1T , 

και επομένως  

ζφ ⋅⋅= − AT 1 , ή  ( ) ηφ ⋅⋅⋅= − TAT 1 . 
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  Η  τελευταία  αυτή  σχέση  περιγράφει  πλήρως  τη  συμπεριφορά  της  γραμμικής 

απεικόνισης  f  ως προς τη νέα βάση  },...,,{ )()2()1( nuuu : κάθε σημείο  nz K∈ , με συνιστώσες 

T
n ),...,,( 21 ηηηη =  ως προς τη νέα βάση, απεικονίζεται, μέσω της γραμμικής απεικόνισης  f , 

στο σημείο  nz K∈′ , με συνιστώσες φ  ως προς την νέα βάση.   Με άλλα λόγια, ενώ η γραμμική 

απεικόνιση  f  όταν εκφράζεται ως προς την παλιά βάση  },...,{ )()1( nzz  προσδιορίζεται από τον 

πίνακα  A ,  η  ίδια  απεικόνιση  όταν  εκφράζεται  ως  προς  την  νέα  βάση  },...,{ )()1( nuu  

προσδιορίζεται από τον πίνακα  

TATB ⋅⋅= −1 . 

Ο πίνακας  B  ονομάζεται μετασχηματισμός του  A  μέσω του T . Λέμε ακόμη ότι οι πίνακες Α 

και Β είναι όμοιοι. 

 

Ι.4. ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ  
 

Ι.4.1. ΟΡΙΖΟΥΣΕΣ  

  Στην παρούσα Παράγραφο, θα υπενθυμίσουμε σύντομα τον ορισμό της ορίζουσας ενός 

πίνακα καθώς και τις κύριες ιδιότητές της. Δεν πρόκειται να υπεισέλθουμε σε λεπτομέρειες και, 

ειδικότερα, δεν θα αναφερθούμε στους τρόπους υπολογισμού μίας ορίζουσας. 

  Έστω  )()2()1( ,...,, nwww διανύσματα  (  n  το  πλήθος)  του  nK .  Έστω  ακόμα  μία 

απεικόνιση det  του  nn( )K στο K : 

det KK →nn )(: , 
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που  αντιστοιχίζει  στα  διανύσματα  )()2()1( ,...,, nwww   τον  μοναδικό  αριθμό 

( ) ( ) ( )( )nwww ,...,,det 21  έτσι ώστε να ισχύουν οι ιδιότητες : 

  1ο)  ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ∈∀=⋅ awwwawwwa nn ,...,,det,...,,det 2121 K , 

  2ο)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ∈∀=⋅+ awwwwwwaww nn ,...,,det...,,,det 213121 K , 

  3ο)  ( ) ( ) ( )( ) 1,...,,det 21 =neee , 

και ανάλογες ιδιότητες εάν κανείς πολλαπλασιάσει, στις 10) και 2ο), ένα άλλο διάνυσμα από το 

)1(w  με έναν αριθμό  K∈a .  

  Εάν Α είναι ο πίνακας του οποίου οι στήλες είναι τα διανύσματα  )()2()1( ,...,, nwww , θα 

λέμε  ότι  ο  αριθμός  ( ) ( ) ( )( )nwww ,...,,det 21   είναι  η  ορίζουσα  του  Α  και  θα  συμβολίζεται  με 

( )Adet . 

  Θυμίζουμε, χωρίς απόδειξη, τις ακόλουθες ιδιότητες : 

  1ο)  ( ) ( ) ( ) ( )BAABBA detdetdetdet =⋅=⋅ , 

  2ο)  ( ) ( )AaAa n detdet =⋅   K∈∀a , 

  3ο)  ( ) 0det ≠A εάν και μόνον εάν ο  A  είναι αντιστρέψιμος, 

  4ο)  ( ) ( ) 1detdet 1 =−AA , 

  5ο)  εάν ο  B  είναι όμοιος με τον  A  τότε  ( ) ( )BA detdet = , 

  6ο)  ( ) ( )TAA detdet = . 
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Ι.4.2. ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ CRAMER  

  Το  περιεχόμενο  της  Παραγράφου  αυτής  αναφέρεται  στη  θεωρητική  επίλυση  του 

ακόλουθου προβλήματος: Έστω μία K –γραμμική απεικόνιση  f   από το  nK στο  nK  και έστω 

b  ένα δοθέν διάνυσμα του  nK . Ζητείται να βρεθεί ένα  nz K∈ τέτοιο ώστε:  

( ) bzf = . 

Εφ’ όσον η  f  είναι αμφιμονοσήμαντη,  είναι ήδη γνωστό ότι η πιο πάνω εξίσωση επιδέχεται 

μοναδική λύση z : 

( )bfz 1−= . 

  Έστω  )( ji,aA =  ο  nn×  πίνακας που αντιστοιχεί στην  f . Τότε, η εξίσωση  ( ) bzf =  

γράφεται ισοδύναμα υπό την μορφή :  

.b=⋅ zA  

  Μία  τέτοια  εξίσωση  ονομάζεται  γραμμικό  σύστημα  ή  ακριβέστερα  σύστημα 

γραμμικών  εξισώσεων.  Πράγματι,  η  εξίσωση  .b=⋅ zA   είναι  μία  συμπαγής  και  συνοπτική 

γραφή του ισοδύναμου προς αυτή συστήματος γραμμικών εξισώσεων : 

1,122,111,1 ... bzazaza nn =⋅++⋅+⋅  

2,222,211,2 ... bzazaza nn =⋅++⋅+⋅  

………………..…………………… 

nnnnnn bzazaza =⋅++⋅+⋅ ,22,11, ...  

όπου φυσικά: 
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

nz

z
z M

1

  και 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

nb

b
b M

1

. 

  Κάθε  μία  από  τις  εξισώσεις  αυτού  του  συστήματος  είναι  γραμμική  ως  προς 

οποιοδήποτε άγνωστο  nzzz ,...,, 21 .  

  Όπως είναι γνωστό, εάν η  f  είναι αμφιμονοσήμαντη τότε ο πίνακας που αντιστοιχεί 

στη γραμμική απεικόνιση  1−f  είναι ο  nn×  πίνακας που συμβολίζεται με  1−A  και που είναι 

τέτοιος ώστε  I=⋅=⋅ −− AAAA 11 .  

  Προφανώς,  σε  μία  τέτοια  περίπτωση,  το  γραμμικό  σύστημα  bzA =⋅   γράφεται 

ισοδύναμα υπό την μορφή : 

bAz ⋅= −1 . 

  Ένα  τέτοιο  σύστημα  γραμμικών  εξισώσεων  ονομάζεται  σύστημα  Cramer.  Επίλυση 

αυτού  του  συστήματος  σημαίνει  εύρεση  του  διανύσματος  nz K∈ ,  δηλαδή  εύρεση  των 

συνιστωσών του  nzzz ,...,, 21 . 

  Ας συμβολίσουμε με  )()2()1( ,...,, naaa τα διανύσματα στήλες του πίνακα  A  :  

( )

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

n,j

,j

,j

j

a

a
a

a
M
2

1

  για  nj ,...,2,1= , 

και  ας  θεωρήσουμε  την  ορίζουσα  ( ) ( ) ( ) ( )( )njj aabaa ,...,,,,...,det 111 +− .  Τότε,  με  γραμμικούς 

συνδυασμούς των στηλών, βρίσκουμε ότι αυτή η ορίζουσα είναι ίση με την ορίζουσα : 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )( )njn
n

j
j

j
ji

j aaazazazazbaa ,...,,......,,...,det 11
1

1
1

111 ++
+

−
−

− ⋅−−⋅−⋅−−⋅−  

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )njj
j

j aaazaa ,...,,,,...,det 111 +− ⋅=  

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )njjj
j aaaaaz ,...,,,,...,det 111 +−⋅=  

       ( )Az j det⋅=  για  nj ,...,2,1= . 

  Άρα, τελικά, ισχύει: 

  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )Azaabaa j
njj det,...,,,,...,det 111 ⋅=+− , για  nj ,...,2,1= . 

  Από αυτή τη σχέση συνεπάγεται ότι η τιμή του  jz δίνεται από τον Τύπο:  

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )A

aabaaz
njj

j det
,...,,,,...,det 111 +−

=  

για κάθε  nj ,...,2,1= , επειδή  ( ) 0det ≠A  αφού ο πίνακας  A  είναι αντιστρέψιμος.   Εάν 

0=b  και εάν ο  A  είναι αντιστρέψιμος, τότε η μοναδική λύση του συστήματος: 

0=⋅ zA  

είναι το διάνυσμα  nz K∈= 0 .  

  Αντιστρόφως,  εάν  το  σύστημα  0=⋅ zA   έχει  μία  λύση  0≠z   τότε  αποδεικνύεται 

εύκολα ότι, κατ΄ ανάγκη,  ( ) 0det =A , δηλαδή ότι ο  A  δεν είναι αντιστρέψιμος. 

Ι.5. ΙΔΙΟΤΙΜΕΣ ΚΑΙ ΙΔΙΟΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ 
 

Ι.5.1. ΟΡΙΣΜΟΙ  
 

Ορισμός  Ι.5.1.1.  Έστω  ότι  A   είναι  ένας  nn×   πίνακας.  Λέμε  ότι  το  K∈λ   είναι  μία 



ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

ΤΟΜΟΣ Ι 
Ν.ΔΑΡΑΣ 

 

58  ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  

 

ιδιοτιμή του  A  και ότι το  nz K∈  είναι το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα εάν:  

0≠z  και  zλzA .. = . ■ 

  Είναι σαφές ότι η εξίσωση  zzA ⋅=⋅ λ  μπορεί ισοδύναμα να γραφεί υπό την μορφή  

0)( =⋅⋅− zA Iλ , 

κι επειδή έχει υποτεθεί ότι  0≠z , η τελευταία σημαίνει ότι το λ είναι ρίζα της εξίσωσης  

( ) 0det =Ι⋅− λA . 

  Προφανώς,  το ανάπτυγμα  της ορίζουσας  ( )Ι⋅− λAdet είναι  ένα πολυώνυμο ως προς 

λ . Πράγματι, εάν  )( ji,aA =  τότε:  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
−

=⋅−

λ

λ
λ

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

,2,1,

,22,21,2

,12,11,1

det)det(

L

MOMM

L

L

Ιλ . 

  Αυτό  το  πολυώνυμο  ονομάζεται  χαρακτηριστικό  πολυώνυμο  του  A ,  ενώ  η  εξίσωση  

( ) 0det =Ι⋅− λA   λέγεται  χαρακτηριστική  εξίσωση  του  πίνακα  A .  Το  χαρακτηριστικό 

πολυώνυμο του  A  είναι βαθμού  n  και οι ρίζες του είναι οι ιδιοτιμές του  A .  

  Για απλοποίηση, θα συμβολίζουμε με  

)(λnP  ή με  )(P λ  

αυτό το πολυώνυμο.  

  Όπως προκύπτει εύκολα, ισχύει ότι: 

++⋅−=⋅−== ...)1())()( nn
n APP λdet( Iλλλ σταθερός όρος. 
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  Εξ  άλλου,  σύμφωνα  με  το Θεμελιώδες Θεώρημα  της  Άλγεβρας,  το  πλήθος  όλων  των 

ριζών του πολυωνύμου  )(λP  είναι ίσο με  n . Συνεπώς, ένας πίνακας τάξης  n  επιδέχεται το 

πολύ n  διάφορες ιδιοτιμές.  

  Τα ιδιοδιανύσματα ενός τέτοιου πίνακα δεν μπορούν κι αυτά να ξεπερνούν σε πλήθος 

τον  αριθμό  n ,  υπό  την  έννοια  ότι  εάν  )()2()1( ,...,, nvvv   είναι  τα  ιδιοδιανύσματα  του  A   που 

αντιστοιχούν στις ιδιοτιμές  nλ,...,λ,λ 21  του  A , τότε κάθε άλλο ιδιοδιάνυσμα του  A  θα είναι 

αριθμητικό πολλαπλάσιο κάποιου από τα  )()2()1( ,...,, nvvv .   Πράγματι,  εάν  jλ είναι  μία 

ιδιοτιμή  του  A   και  εάν  )( jv   είναι  αντίστοιχο  ιδιοδιάνυσμα,  τότε  και  κάθε  αριθμητικό 

πολλαπλάσιο  ( )K∈⋅ cvc j )( του  )( jv  είναι επίσης ιδιοδιάνυσμα του  A , γιατί:  

( ) ( ) ( ) ( ) )()( j
j

j
j

jj vcvcvAcvcA ⋅⋅=⋅=⋅⋅=⋅⋅ λλ . 

  Επίσης,  

zzzAzAzAAzA ⋅=⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅=⋅ 22 )()()()( λλλλλ  

και γενικότερα,  

zzA ⋅=⋅ κλκ , 

που δείχνει ότι εάν  λ  είναι ιδιοτιμή του  A , τότε το  κλ  είναι ιδιοτιμή του  κA . Το αντίστοιχο 

ιδιοδιάνυσμα είναι, και στις δύο περιπτώσεις, το διάνυσμα  z . 

  Σε ό,τι ακολουθήσει, θα συμβολίζουμε με: 

nλλλ ,...,, 21  

τις ιδιοτιμές του  A  (διάφορες ή όχι μεταξύ τους) και με:  

)()2()1( ,...,, nvvv  
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τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα του  A  (το κάθε ένα από αυτά θεωρείται σαν αντιπρόσωπος της 

κατηγορίας όλων των αριθμητικών πολλαπλασίων κάποιου ιδιοδιανύσματος). 

Ορισμός  Ι.5.1.2.  Ο  μη  αρνητικός  αριθμός  ρ }:{ njA j ,...,2,1max)( == λ   καλείται 

φασματική ακτίνα του  A . ■ 

  Η σημασία της έννοιας της φασματικής ακτίνας ενός τετραγωνικού πίνακα θα φανεί σε 

επόμενο  Κεφάλαιο.  Προς  το  παρόν,  παρουσιάζουμε  τις  βασικές  ιδιότητες  των  ιδιοτιμών  και 

ιδιοδιανυσμάτων. 

Ι.5.2. ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ  
 

Πρόταση Ι.5.2.1. Ένας τετραγωνικός  nn×  πίνακας  A  και ο ανάστροφός του  TA  έχουν 

τις ίδιες ιδιοτιμές. 

Απόδειξη. Τα χαρακτηριστικά πολυώνυμα του  A  και του  TA είναι ταυτόσημα. Προκειμένου 

να γίνει αντιληπτός αυτός ο ισχυρισμός, αρκεί να αναπτυχθεί  η ορίζουσα  )det( I⋅− λA  κατά 

γραμμές και η ορίζουσα  )det( I⋅− λTA  κατά στήλες. ■ 
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Πρόταση Ι.5.2.2. Εάν  )()1( ,..., nvv και  )()1( ,..., nuu  είναι τα ιδιοδιανύσματα των  A  και  *A  

αντίστοιχα, τότε: 

( ) ( ) 0/λλ =〉〈⇒≠ ji
ji uv . 

Απόδειξη. Επειδή  ( ) ( )i
i

i vvA ⋅=⋅ λ  και  )()(* j
j

j uuA ⋅=⋅ λ , έχουμε:  

( ) ( ) ( ) ( ) 〉〈=〉⋅〈 ij
j

ij vuvuA //* λ  και  ( ) ( ) ( ) ( ) 〉〈=〉⋅〈 ij
j

ij vuvuA //* λ , 

οπότε, αφαιρώντας κατά μέλη και κάνοντας χρήση του γεγονότος ότι  

〉⋅〈=〉⋅〈 wzAwAz // *   z∀ και  nw K∈  

διαπιστώνουμε πως: 

( ) ( ) ,/)(0 〉〈−= ij
ji vuλλ  

που ολοκληρώνει την Aπόδειξη, εφ’ όσον υποτεθεί ότι  ji λλ ≠ . ■ 

 

Πρόταση Ι.5.2.3. Οι ιδιοτιμές ενός ερμιτιανού πίνακα  A  είναι πραγματικοί αριθμοί, ενώ 

τα ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν σε δύο διάφορες ιδιοτιμές είναι ορθογώνια. 

Απόδειξη. Επειδή  )()( i
i

i vvA ⋅=⋅ λ θα είναι και  

〉〈=〉⋅〈=〉⋅〈 )()()()()()( /// ii
i

ii
i

ii vvvvvvA λλ , 

αλλά και επίσης:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 〉⋅〈=〉〈=〉⋅〈=〉〈 iiii
i

i
i

iii vvAvvvvvAv ///./ *λλ 〉⋅〈= )()( / ii vvA , 

αφού  *AA = . Αυτό συνεπάγεται ότι  ii λλ = , γιατί  ( ) ( ) 0/ ≠〉〈 ii vv , και επομένως οι ιδιοτιμές 

του  A  είναι πραγματικοί αριθμοί.  



ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

ΤΟΜΟΣ Ι 
Ν.ΔΑΡΑΣ 

 

62  ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  

 

  Όμοια, έχουμε:  

〉〈=〉⋅〈 )()()()( // ji
i

ji vvvvA λ , 

αλλά και  

〉〈=〉⋅〈=〉⋅〈 )()()()()(*)( /// ji
j

jiji vvvvAvAv λ . 

  Αφαιρώντας  κατά  μέλη,  και  επειδή  ji λλ ≠   παίρνουμε  ( ) ( ) 0/ =〉〈 ji vv .  Το  τελευταίο 

αυτό  αποτέλεσμα  δεν  είναι  τίποτε  άλλο  παρά  η  ιδιότητα  που  περιγράφεται  από  την 

προηγούμενη Πρόταση, γιατί  )()( ii vu = . ■  

Πρόταση  Ι.5.2.4.  Μία  αναγκαία  και  ικανή  συνθήκη  για  να  είναι  ο  nn×   πίνακας  A  

αντιστρέψιμος είναι να μην έχει μηδενική ιδιοτιμή. 

Απόδειξη.  Ο  σταθερός  όρος  του  χαρακτηριστικού  πολυωνύμου  του  Α  ισούται  με  την 

ορίζουσα  )det(A   του  A .  Χρησιμοποιώντας  τις  Σχέσεις Vieta  μεταξύ  ριζών  και  συντελεστών 

ενός πολυωνύμου, έχουμε  nλλλ ...21=)det(A , που αποδεικνύει την Πρόταση. ■ 
 

Πρόταση Ι.5.2.5. Εάν ο πίνακας  A  είναι αντιστρέψιμος και εάν λ  είναι μία ιδιοτιμή του  A  

)0( ≠λ , τότε ο αριθμός 
λ
1
είναι μία ιδιοτιμή του  1A− . 

Απόδειξη. Εάν  ,zzA ⋅=⋅ λ τότε  

,)()( 11111 zAzzAzzAzAA ⋅=⋅⇔⋅⋅=⇔⋅⋅=⋅⋅ −−−−− λλλ  

ισότητα που δείχνει ότι ο αριθμός 
λ
1
 είναι ιδιοτιμή του  1A− . (Παρατηρήστε ότι το αντίστοιχο 

ιδιοδιάνυσμα είναι το ίδιο.) ■ 
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Πρόταση Ι.5.2.6. Για κάθε αντιστρέψιμο  nn×  πίνακα T , οι πίνακες  

A  και  TATB ⋅⋅= −1  

έχουν ίδιες ιδιοτιμές.  

  Ακόμα, εάν το  z  είναι ιδιοδιάνυσμα του  A , τότε το  zTw ⋅= −1  είναι ιδιοδιάνυσμα του 

B . Τόσο το  z  όσο και το w  αντιστοιχούν στην ίδια ιδιοτιμή.  

Απόδειξη. Εάν  wwB ⋅=⋅ λ , τότε  wwTAT ⋅=⋅⋅⋅− λ1 , και συνεπώς  

wTwTA ⋅⋅=⋅⋅ λ , 

που αποδεικνύει την Πρόταση, εφ’ όσον τεθεί  .wTz ⋅=  ■ 

Πρόταση Ι.5.2.7. Εάν όλες οι ιδιοτιμές ενός  nn×  πίνακα  A  είναι διάφορες ανά δύο, τότε 

τα ιδιοδιανύσματα του  A  συνιστούν μία βάση του  nK . 

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι:  

1a ( ) ( ) ( ) 0...2
2

1 =⋅++⋅+⋅ nvavav n  

για κάποιους μιγαδικούς αριθμούς  1a naa ,...,, 2 . Τότε: 

( ) ( ) ( ) ( ) ,01
11

1
1 =⋅++⋅=⋅⋅++⋅⋅ n

nn
n

n vavavAavAa λλ LL  

και ομοίως: 
( ) ( ) 01

11 =⋅++⋅ n
nn vava κκ λλ L  

για οποιοδήποτε  1,...,2,1,0 −= nκ .  

  Ας θεωρήσουμε τα πολυώνυμα : 

)()()()( 321 nQ λλλλλλλ −−−= K  

)()()()( 312 nQ λλλλλλλ −−−= K  

………………………………………… 
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)()()()()( 111 niiiQ λλλλλλλλλ −−−−= +− KL  

...………………………………………. 

)()()()( 121 −−−−= nnQ λλλλλλλ K . 

  Όλα αυτά τα πολυώνυμα έχουν βαθμό  ίσο με  1−n . Είναι λοιπόν σαφές ότι μπορούν 

να γραφούν και υπό την μορφή: 

0,1,
2

2,
1

1,λ)( ii
n

ni
n

niiQ βλβλβλβ ++++= −
−

−
− ...  

με  0)( =jiQ λ   ( )ji ≠   και  .0)( ≠iiQ λ  Έχουμε: 

⋅= ∑ −

=

1

0 ,0 n
iκ κβ ( ) ( ) )( 1

11
n

nn vava ⋅++⋅ κκ λλ L , για  ni ,...,1=  

ή επίσης: 

( ) ( ) ( ) ( ) ,0 1
11

n
nini vQavQa ⋅++⋅= λλ L για ni ,...,1=  

απ’ όπου προκύπτει ότι: 

( ) ( )i
iii vQa ⋅= λ0 , για  ni ,...,2,1= . 

  Η τελευταία αυτή σχέση συνεπάγεται ότι: 

,0=ia για  ni ,...,2,1= , 

και,  κατά  συνέπεια,  αποδεικνύει  ότι  τα  ιδιοδιανύσματα  )()1( ,..., nvv   είναι  K –γραμμικά 

ανεξάρτητα και άρα συνιστούν μία  K –βάση του  nK . ( Όμοια, μπορεί κανείς να αποδείξει ότι 

τα  ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν σε δύο διάφορες  ιδιοτιμές  είναι οπωσδήποτε γραμμικά 

ανεξάρτητα. Αυτό ισχύει ακόμα και στην περίπτωση που οι ιδιοτιμές είναι πολλαπλές). ■  

Πρόταση Ι.5.2.8. Εάν οι ιδιοτιμές του τετραγωνικού  nn×  πίνακα  A  είναι όλες διάφορες 

ανά δύο, τότε υπάρχει αντιστρέψιμος  nn×  πίνακας T  έτσι ώστε ο πίνακας:  

TAT ⋅⋅−1  

να είναι διαγώνιος. Τα στοιχεία της διαγωνίου αυτού του πίνακα είναι οι ιδιοτιμές του  A . 
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Απόδειξη. Σύμφωνα με την Πρόταση  Ι.5.2.7, εάν οι  ιδιοτιμές του πίνακα  A  είναι όλες ανά 

δύο διάφορες,  τότε τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα του  A  συνιστούν μία βάση του  nK . Κάθε 

διάνυσμα  z  του  nK  μπορεί λοιπόν να γραφεί σαν  K –γραμμικός συνδιασμός των στοιχείων 

της K –βάσης που συνιστούν τα ιδιοδιανύσματα του  A :  

( ) ( )n
n vavaz ⋅++⋅= L1

1   )( K∈ja . 

  Άρα, και το διάνυσμα  nzAw K∈⋅=  μπορεί να γραφεί ως εξής: 

=⋅= zAw ( ) ( )n
n vAavAa ⋅⋅++⋅⋅ L1

1  

είτε: 

=w ( ) ( )n
nn vava ⋅++⋅ λλ L1

11 . 

  Με άλλα λόγια, το διάνυσμα  nw K∈  μπορεί να προκύψει από το  nz K∈  σύμφωνα με 

τον μετασχηματισμό: 

zBw ⋅= , 
όπου: 

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

1λ

B

O

2λ
O

nλ

O

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

. 

  Συνεπώς,  ως  προς  την  K ‐βάση  των  ιδιοδιανυσμάτων,  η  απεικόνιση  f ,  που 

περιγράφεται από τον πίνακα  A , αντιστοιχεί σε διαγώνιο πίνακα. Σύμφωνα με την Παράγραφο 

Ι.3.7, υπάρχει αντιστρέψιμος πίνακας T  τέτοιος ώστε:  

TATB ⋅⋅= −1 . 

Η διαπίστωση τούτη ολοκληρώνει την Aπόδειξη της Πρότασης. ■ 
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Θεώρημα Ι.5.2.9. (Cayley‐Hamilton)     ( ) .0=AP  ■  

  Κατά  το Θεώρημα Cayley‐Hamilton,  εάν αντικαταστήσουμε  τον αριθμό  λ   του  K   με 

τον πίνακα  A  στην έκφραση του χαρακτηριστικού πολυωνύμου  ( )λP , τότε ο πίνακας  ( )AP , 

που  λαμβάνεται  κατ’  αυτόν  τον  τρόπο,  είναι  ο  μηδενικός  πίνακας  :  Εάν 

=)(λP 01 aaa n
n +++ λλ L , τότε  

=)(AP Ο=Ι⋅+⋅++⋅ 01 aAaAa n
n L . 

  Δεν  θα  δώσουμε  εδώ  την  απόδειξη  αυτού  του  σημαντικού  Θεωρήματος.  Θα 

επισημάνουμε μόνον ότι δεν υπάρχει άλλο πολυώνυμο με αυτή την ιδιότητα. 

Πρόταση Ι.5.2.10. Εάν ο πίνακας  A  είναι τριγωνικός (άνω ή κάτω), τότε οι ιδιοτιμές του  A  

είναι τα διαγώνια στοιχεία του. 

Απόδειξη.  Χωρίς  απώλεια  της  γενικότητας,  θα  περιορισθούμε  στην  περίπτωση  που  ο 

πίνακας  )( , jiaA =  είναι άνω τριγωνικός. Έχουμε: 

( ) detdet =Ι⋅− λA
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και αναπτύσσοντας την ορίζουσα αυτή ως προς την πρώτη στήλη παίρνουμε: 



Ν. ΔΑΡΑΣ 
ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

ΤΟΜΟΣ Ι 

 

ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  67 

 

( ) ( )detdet 1,1 λλ −=Ι⋅− aA
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  Επαναλαμβάνοντας την ίδια διαδικασία ως προς την δεύτερη στήλη και διαδοχικά ως 

προς την τρίτη και τις υπόλοιπες, βρίσκουμε: 

))...(()()det( ,2,21,1 λλλλ −−−=⋅− nnaaaA I . 

Η ισότητα αυτή αποδεικνύει την ιδιότητα της Πρότασης. ■ 

  Η  τελευταία  ιδιότητα  που  παραθέτουμε  προκύπτει  άμεσα  από  τις  Σχέσεις  Newton 

μεταξύ των συντελεστών και των ριζών ενός πολυωνύμου. 

Πρόταση  Ι.5.2.11.  Έστω  ένας  τετραγωνικός  πίνακας  )( , jiaA =   τάξης  n .  Ονομάζουμε 

ίχνος του  A  και συμβολίζουμε με  )(Atr   το άθροισμα των στοιχείων της διαγωνίου του  A . 

Ισχύει : 

∑ ∑= =
==

n

i

n

i iiiaAtr
1 1,)( λ . 

Γενικότερα, για οποιοδήποτε φυσικό αριθμό  ,...,2,1,0=κ ισχύει:  

∑=
=

n

i iAtr
1

)( κκ λ . ■ 
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Ι.5.3. Η ΜΟΡΦΗ JORDAN 

  Η μορφή  Jordan  ενός πίνακα  )( , jiaA =   είναι σημαντική για τις διάφορες εφαρμογές 

και κυρίως για την απόδειξη της σύγκλισης των επαναληπτικών μεθόδων επίλυσης γραμμικών 

συστημάτων. Έχουμε το: 

 

Θεώρημα  Ι.5.3.1.  Για  κάθε  τετραγωνικό  nn×   πίνακα  A ,  υπάρχει  ένας  αντιστρέψιμος 

πίνακας T  τέτοιος ώστε  ,1 JTAT =⋅⋅− όπου  AJJ =  είναι ο πίνακας: 
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Το  iλ είναι ιδιοτιμή πολλαπλότητας  in  του πίνακα  A  : 

,...21 nnnn =+++ κ  

και το  n  είναι το μέγεθος του πίνακα  A .� 
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  Ο  πίνακας  J   ονομάζεται  η  κανονική  μορφή  Jordan  του  πίνακα  A ,  και  προφανώς 

εξαρτάται από τα στοιχεία του  A .  

  Η απόδειξη του πιο πάνω αποτελέσματος είναι σχετικά μεγάλη και πολύπλοκη και δεν 

πρόκειται  να  την  παραθέσουμε.  Θα  παρατηρήσουμε  μόνον  ότι,  όταν  όλες  οι  ιδιοτιμές  του 

πίνακα  A  είναι ανά δύο διάφορες, το περιεχόμενο του Θεωρήματος Ι.5.3.1 ταυτίζεται με αυτό 

της Πρότασης Ι.5.2.8.   

 

Ι.5.4. ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ SCHUR  
  Θα δώσουμε κατ’ αρχάς έναν Ορισμό: 

Ορισμός  Ι.5.4.1.  Ένας  τετραγωνικός  πίνακας  H   λέγεται  μοναδιοειδής  εάν  είναι 

αντιστρέψιμος και ισχύει: 

*1 HH =− . 
  Στην περίπτωση που ο τετραγωνικός πίνακας είναι πραγματικός και αντιστρέψιμος, 

έτσι ώστε:  

,HH T1 =−  

λέμε ότι ο  H  είναι ορθογώνιος. ■ 

  Το Θεώρημα Schur είναι το ακόλουθο:  

Θεώρημα  Ι.5.4.2.(Schur)  Για  κάθε  τετραγωνικό  nn×   πίνακα  A ,  υπάρχει  ένας 

μοναδιοειδής πίνακας  H  τέτοιος ώστε: 
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,* UHAH =⋅⋅  

όπου U  είναι ένας άνω τριγωνικός πίνακας. 

Απόδειξη. Το Θεώρημα αποδεικνύεται επαγωγικά ως προς το μέγεθος n των πινάκων.  

  Προφανώς, για  1=n  το αποτέλεσμα είναι άμεσο.  

  Ας υποθέσουμε ότι ο ισχυρισμός του Θεωρήματος είναι αληθινός για κάθε τετραγωνικό 

πίνακα μεγέθους μικρότερου ή ίσου του  n . Θα δείξουμε ότι η προς απόδειξη ιδιότητα ισχύει 

και για όλους τους τετραγωνικούς πίνακες μεγέθους ίσου με  1+n .  

  Προς  τούτο,  έστω  )1(z   το  ιδιοδιάνυσμα  του  A   που αντιστοιχεί  στην  ιδιοτιμή  1λ .  Ας 

υποθέσουμε ότι: 

1/ )()( =〉〈 11 zz  

(κάτι που είναι πάντα δυνατό),  και ας επικαλεσθούμε  την μέθοδο ορθογωνοποίησης Schmidt 

(Παράγραφος Ι.3.4) προκειμένου να κατασκευάσουμε τα διανύσματα  :,..., )1()2( +nzz  

)( )1()2(
2

)2( zeγz ⋅+⋅= 2,1β  

……………………………………………………………… 
( ) ( ) ( ) ( ) )...( 1

1,
2

2,
1

1,
−

− ⋅++⋅+⋅+⋅= κ
κκκκ

κκ βββ zzzeγz κ , 

έτσι ώστε: 

      
.      1

     0
/
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>=<
ji
ji

zz ji

 εάν
εάν

 

  Προφανώς, η μέθοδος ορθογωνοποίησης ολοκληρώνει τον κύκλο εφαρμογής της όταν 

,1+= nκ γιατί στο  1+nK  δεν είναι δυνατόν να υπάρχουν περισσότερα από  1+n   ορθογώνια 

διανύσματα (δηλαδή περισσότερα από  1+n  γραμμικά ανεξάρτητα διανύσματα).  

  Έστω τώρα ο πίνακας  1H  του οποίου οι στήλες είναι τα διανύσματα  .,...,, )1()2()1( +nzzz  

Από κατασκευής, είναι: 

1
*
1 HH = . 
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  Επίσης, ο πίνακας  1
*
1 HAHA ⋅⋅=′ είναι της μορφής: 
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όπου Β  ένας τετραγωνικός  nn×  πίνακας. Πράγματι, κατ’ ανάγκη πρέπει να ισχύει ότι: 

( ) ( ) ,. 1
1

1
1

*
1 zzHAH ⋅=⋅⋅ λ  

γιατί ο  A′  είναι όμοιος με τον  A . Από την επαγωγική υπόθεση, υπάρχει ένας μοναδιοειδής 

πίνακας  2H τέτοιος ώστε:  

,22
*
2 UHBH =⋅⋅  

όπου  2U είναι άνω τριγωνικός πίνακας της μορφής :  
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με  132 +nλλλ ,...,,  : ιδιοτιμές του  A , επειδή  .)det()()'(det II 1 ⋅−Β−=⋅− λλλλA  

  Θέτοντας: 
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διαπιστώνουμε εύκολα ότι τόσο ο πίνακας  3H όσο και ο πίνακας: 

31 HHH ⋅=  

είναι μοναδιοειδής και επίσης ότι: 

UHAH =⋅⋅*  

για κάποιον άνω τριγωνικό  nn×  πίνακα U. Η Aπόδειξη είναι πλήρης. ■  
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  Το Θεώρημα Schur έχει ορισμένες σπουδαίες συνέπειες. Μία από αυτές περιγράφεται 

στο ακόλουθο : 

Πόρισμα  I.5.4.3.  Εάν  ο  τετραγωνικός  nn×   πίνακας  A   είναι  ερμιτιανός,  υπάρχει  ένας 

μοναδιοειδής πίνακας  H  τέτοιος ώστε ο πίνακας: 

HAHD ⋅⋅= *  
να είναι διαγώνιος. 

Απόδειξη. Σύμφωνα με το Θεώρημα  Schur, έχουμε: 

.)()( ******* UHAHHAHUHAH =⋅⋅=⋅⋅==⋅⋅  

Άρα,  *UU = και ο τριγωνικός πίνακας U  είναι απαραίτητα διαγώνιος. ■ 

Παρατήρηση  Ι.5.4.4.  Τα  στοιχεία  της  διαγώνιας  του  πίνακα  U ,  στην  Απόδειξη  του 

Πορίσματος  Ι.5.4.3,  είναι  πραγματικοί  αριθμοί  και,  κατά  συνέπεια,  όλες  οι  ιδιοτιμές  του  A  

είναι  πραγματικοί  αριθμοί.  Αποδεικνύουμε  δηλαδή  με  αυτόν  τον  διαφορετικό  τρόπο  την 

Πρόταση Ι.5.2.3. ■  

Παρατήρηση  Ι.5.4.5.  Εάν  ο  τετραγωνικός  nn×   πίνακας  A   είναι  πραγματικός 

συμμετρικός, τότε υπάρχει ένας ορθογώνιος πίνακας  H  τέτοιος ώστε ο πίνακας:  

HAHD T ⋅⋅=  

να είναι διαγώνιος. ■  
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Παρατήρηση  Ι.5.4.6.  Τόσο  στην  περίπτωση  του  Πορίσματος  Ι.5.4.3,  όσο  και  στην 

περίπτωση της Παρατήρησης Ι.5.4.5, ο πίνακας  H  έχει στήλες του τα ιδιοδιανύσματα του  A . 

Πράγματι, είναι:  

DHHA ⋅=⋅  

με  ),...,,( )()2()1( nvvvH =  και  )λdiag(λD n,...,1= = ο διαγώνιος πίνακας που έχει στην κύρια 

διαγώνιά του τις ιδιοτιμές  nλλ ,...,1  του  A . Έτσι:  

,)()( i
i

i vvA ⋅=⋅ λ για κάθε  ni ,...,2,1= .■ 

  Θα εισάγουμε τώρα την έννοια του θετικά ορισμένου συμμετρικού πίνακα, που θα μας 

χρησιμεύσει  στην  συνέχεια.  Έστω  A   ένας  πραγματικός  συμμετρικός  πίνακας.  Λέμε  ότι  ο  A  

είναι θετικά ορισμένος, εάν οποιοδήποτε μη μηδενικό διάνυσμα  z  ισχύει : 

.0   ./ >〉〈 zAz  

Επειδή ο  A  είναι συμμετρικός, ο πίνακας, του οποίου οι στήλες είναι τα ιδιοδιανύσματα του 

A ,  είναι  ορθογώνιος.  Επομένως,  τα  ιδιοδιανύσματα  )()2()1( ,...,, nvvv   του  A   συνιστούν  μία 

βάση  του  nK και  κάθε  διάνυσμα  nz K∈   μπορεί  να  γραφεί  υπό  την  μορφή 

..... )()2(
2

)1(
1

n
n vcvcvcz ⋅++⋅+⋅=   Εάν  επιλέξουμε  ,)(ivz =   για  οποιοδήποτε 

,,...,2,1 ni = τότε: 

( ) ( ) ( ) ( ) ,0  // >〉〈=〉⋅〈 ii
i

ii vvvAv λ  

γεγονός που δείχνει ότι ένας συμμετρικός πίνακας είναι θετικά ορισμένος εάν και μόνον εάν 

όλες οι ιδιοτιμές του είναι πραγματικοί αριθμοί (Πρόταση Ι.5.2.3) και μάλιστα θετικοί. 
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Ι.5.5. ΕΝΤΟΠΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΙΔΙΟΤΙΜΩΝ  

  Σε πολλές εφαρμογές, είναι συχνά απαραίτητος ο εντοπισμός της θέσης των ιδιοτιμών 

ενός  πίνακα  στο  μιγαδικό  επίπεδο.  Θα  δώσουμε  έναν  περιορισμένο  αριθμό  αποτελεσμάτων 

που επιτρέπουν άλλες φορές ευκολότερα ή ακριβέστερα κι άλλες φορές δυσκολότερα ή κατά 

προσέγγιση, τη διερεύνηση αυτού του εντοπισμού. 

Θεώρημα  I.5.5.1 Έστω  A   ένας  τετραγωνικός  nn×   μιγαδικός πίνακας.  Εάν    )( , jiaA =  

και  

∑
≠
==Λ

n

ij
j jii a1 ,   ),...,2,1( ni = , 

τότε  όλες  οι  ιδιοτιμές  λ   του  πίνακα  A   περιέχονται  μέσα  στην  ένωση  όλων  των  κλειστών 

δίσκων που έχουν κέντρα τα σημεία  iia ,  και ακτίνες  :iΛ  

,, iiia Λ≤−λ  για  .,...,2,1 ni =  

Απόδειξη.  Έστω  λ   μία  ιδιοτιμή  του  πίνακα  A   και  έστω  T
nz,...,z,zz )( 21= το  αντίστοιχο 

ιδιοδιάνυσμα του  A .  

  Ας  υποθέσουμε  ότι  iz   είναι  η  συνιστώσα  με  το  μεγαλύτερο  μέτρο.  Μπορούμε  να 

διαιρέσουμε  το διάνυσμα  z   με  το  || iz ,  έτσι ώστε  τα μέτρα όλων  των νέων συνιστωσών να 

είναι μικρότερα ή ίσα της μονάδας και το μέτρο της i‐οστής νέας συνιστώσας να ισούται με ένα.  

  Από την σχέση  

∑
≠
= ⋅=⋅−

n

ij
j jjiiii zaza 1 ,, )(λ  

συμπεραίνουμε ότι:  
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i
r

ij
j ji

i

jn

ij
j jiii a

z

z
aa Λ=≤≤− ∑∑

≠
=

≠
= 1 ,1 ,,λ , 

γιατί  ij zz ≤ . Έτσι, η ιδιοτιμή  λ  βρίσκεται μέσα στον κλειστό δίσκο που έχει κέντρο το  iia ,  

και ακτίνα  ίση με  iΛ . Συνεπώς, όλες οι ιδιοτιμές του πίνακα  A  βρίσκονται μέσα στην ένωση 

αυτών των κλειστών δίσκων. ■  

  Το  Θεώρημα  αυτό  είναι  γνωστό  σαν  το  Θεώρημα  Gerschgorin‐Hadamard.  Άμεσες 

συνέπειές του είναι τα επόμενα τρία Πορίσματα: 

Πόρισμα  I.5.5.2.  Εάν ρ )(A   είναι  η  φασματική  ακτίνα  του  τετραγωνικού  nn×   πίνακα 

)( , jiaA = , τότε:  

ρ .max)(
1 ,1 ∑ =≤≤≤

n

j jinj aA  

Απόδειξη.  Θα  υιοθετήσουμε  τους  εξής  δύο  συμβολισμούς:  ),( rΣΔ   θα  είναι  ο  ανοικτός 

επίπεδος  δίσκος  με  κέντρο  το  σημείο  C∈Σ   και  με  ακτίνα  0>r   και  ),( rΣΔ   θα  είναι  ο 

κλειστός επίπεδος δίσκος με κέντρο το Σ και ακτίνα r. Δηλαδή:  

}:{ rr <Σ−Τ∈Τ=ΣΔ C),(     και  ),( rΣΔ }:{ r≤Σ−Τ∈Τ= C . 

  Επειδή  ,,, iiiiii aTa Λ+≤⇒Λ≤−Τ ο  κλειστός  δίσκος  ),( , iiia ΛΔ   περιέχεται 

στον κλειστό δίσκο  )||,0( , iiia Λ+Δ  Από το προηγούμενο Θεώρημα έπεται ότι όλες οι ιδιοτιμές 

του πίνακα  A  περιέχονται στην ένωση των κλειστών δίσκων  ),0(
1 ,∑ =

Δ
n

j jia  για  .,...,2,1 ni =  

Η φασματική ακτίνα του  A  είναι λοιπόν μικρότερη ή ίση της μεγαλύτερης ακτίνας αυτών των 

δίσκων. ■ 
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Πόρισμα  I.5.5.3.  Εάν ρ )(A   είναι  η  φασματική  ακτίνα  του  τετραγωνικού  nn×   πίνακα 

)( , jiaA = , τότε:  

ρ ∑ =≤≤≤
n

i jinj
T aA

1 ,1max)( . 

Απόδειξη. Σύμφωνα με την Πρόταση Ι.5.2.1, ο πίνακας  A  και ο αντίστροφος του  TA  έχουν 

τις  ίδιες  ιδιοτιμές.  Το  αποτέλεσμα  του  Πορίσματος  έπεται  άμεσα,  από  την  εφαρμογή  του 

προηγούμενου Θεωρήματος για τον πίνακα  TA . ■  

Πόρισμα I.5.5.4. Αν  n21 d,...,d,d  είναι θετικοί πραγματικοί αριθμοί, τότε: 

ρ }{ 21,min)( κκ≤A , 

όπου:  

,max
1

1 ,

11 d

dan

j jji

ni

∑ =

≤≤
=κ  

nj≤≤
=

12 maxκ ∑ =

n

i
i

ji
j d

a
d

1

, .  

Απόδειξη. Θέτουμε: 

.

O

O
: 2

1

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nd

d
d

D
O

 

Αυτός ο πίνακας  είναι αντιστρέψιμος,  επειδή  όλοι  οι  αριθμοί  id   είναι  θετικοί  και  επομένως 

διάφοροι του μηδενός. Ο πίνακας:  

DADB ⋅⋅= −1  

έχει  τις  ίδιες  ιδιοτιμές με  τον πίνακα  A .  Το αποτέλεσμα του Πορίσματος προκύπτει από  την 

εφαρμογή των Πορισμάτων Ι.5.5.3 και Ι.5.5.4 για τον πίνακα  B . ■ 
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  Θα δώσουμε τέλος ένα αποτέλεσμα που ισχύει μόνο στην περίπτωση των συμμετρικών 

πραγματικών πινάκων. 

Θεώρημα  I.5.5.5.  Έστω  A   ένας  συμμετρικός  πραγματικός  nn×   πίνακας.  Εάν 

αριθμήσουμε τις ιδιοτιμές του έτσι ώστε:  

,...21 nλλλ ≥≥≥  

τότε: 

{ } { } 〉〈
〉〈

=≤
〉〈
〉〈

≤=
〉〈
〉〈

−∈−∈ zz
zAz

ww
wAw

zz
zAz

nn z
n

z /
./max

/
./

/
./min

0
1

0 RR
λλ  

για κάθε  .w n }0{−∈R  

Απόδειξη.  Επειδή  ο  πίνακας  A   είναι  συμμετρικός,  οι  ιδιοτιμές  του  είναι  πραγματικοί 

αριθμοί  (Πρόταση  Ι.5.2.3)  και  υπάρχει  ένας  ορθογώνιος  πίνακας  Q   έτσι  ώστε  το  γινόμενο 

QAQ ⋅⋅=Λ −1   να είναι ο διαγώνιος πίνακας  του οποίου τα στοιχεία  της διαγωνίου είναι οι 

ιδιοτιμές του  A  (Θεώρημα Ι.5.4.2).  

  Ας  ονομάσουμε  )()2()1( ,...,, nxxx   τα  διανύσματα  στήλες  του  πίνακα  Q .  Επειδή  ο  Q  

είναι  αντιστρέψιμος,  τα  διανύσματα  αυτά  συνιστούν  μία  βάση  του  nR   και  συνεπώς  κάθε 

}0{−∈ nx R  μπορεί να γραφεί υπό την μορφή :  

)()2(
2

)1(
1 ... n

n xcxcxcx ⋅++⋅+⋅=  

για κάποιους πραγματικούς αριθμούς  .,...,, 21 nccc  

  Έτσι, βλέπουμε ότι: 

    ( ) ( ) ( ) ( ) 〉〈++〉〈=〉〈 nn
n xxcxxcxx /...// 2112

1    

και  
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    ,/...// )()()1()1(2
1 〉〈++〉〈=〉⋅〈 nn

nn xxcxxcxAx λλ 2
1  

γιατί  ( ) ( ) 0/ =〉〈 ji xx  για κάθε  ji ≠  και  .... )()1(
11

n
nn xcxcxA ⋅++⋅=⋅ λλ  Θέτουμε:  

( ) ( ) 〉〈= ii
ii xxcm /2:  για  .,...,2,1 ni =   

  Προφανώς,  0≥im  και:  

.
.../

./

1

1

n

nn

mm
m

xx
xAx

++
++

=
〉〈
〉〈 λλ ...1m

 

  Εάν  τοποθετήσουμε  τα σημεία  nλλ ,...,1   επάνω στον πραγματικό άξονα  και  εάν  τους 

επισυνάψουμε  τις  μάζες  ,,...,1 nmm   βλέπουμε  ότι  ο  λόγος  〉〈〉⋅〈 xxxAx ///   είναι  το 

βαρύκεντρο αυτών των μαζών και επομένως :  

,
/

/
1λλ ≤

〉〈
〉⋅〈

≤
xx

xAx
n   για κάθε  }0{−∈ nx R . 

  Το βαρύκεντρο  των μαζών δεν μπορεί  να  ταυτίζεται  με  το  nλ παρά μόνο εάν όλες οι 

μάζες είναι μηδενικές εκτός από εκείνη του σημείου  nλ . Εάν το  nλ  είναι απλή ιδιοτιμή του  A , 

τότε  0... 121 ==== −nmmm ,  που  συνεπάγεται  ότι  ,0... 121 ==== −nccc   γεγονός  που 

πιστοποιεί  ότι  τότε  το  διάνυσμα  x  είναι  ανάλογο  του  διανύσματος  )(nx .  Εάν  το  nλ   είναι 

πολλαπλή ιδιοτιμή, η απόδειξη είναι όμοια. Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι: 

.
/

/min
}0{ 〉〈

〉⋅〈
=

−∈ xx
xAx

nx
n

R
λ  

Με εντελώς όμοιο τρόπο, αποδεικνύεται ότι: 

,
/

/max
}0{

1 〉〈
〉⋅〈

=
−∈ xx

xAx
nx R

λ  

και η Απόδειξη του Θεωρήματος ολοκληρώνεται. ■ 
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Ι.6. ΔΙΑΣΠΑΣΗ ΠΙΝΑΚΑ  

 Το  Εδάφιο  αυτό  συνιστά  μία  ευθεία  εισαγωγή  στη  Θεωρία  των  Άμεσων 

Μεθόδων  Επίλυσης  Συστημάτων  Γραμμικών  Εξισώσεων  και  στις  επαναληπτικές  μεθόδους 

υπολογισμού των ιδιοτιμών ενός πίνακα. 

  Θα λέμε ότι πραγματοποιήθηκε μία διάσπαση ενός πίνακα  A , εάν είναι γνωστοί δύο 

άλλοι πίνακες  B  και C  και εάν ο  A  γράφτηκε υπό την μορφή: 

.CBA ⋅=  

  Στο παρόν Εδάφιο θα αρχίσουμε να μελετούμε τρείς βασικούς τύπους διάσπασης. 

Ι.6.1. ΔΙΑΣΠΑΣΗ GAUSS 

  Η διάσπαση Gauss συνίσταται στη γραφή ενός πίνακα  A  υπό την μορφή:  

,ULA ⋅=  

όπου  L  είναι ένας κάτω τριγωνικός πίνακας, που έχει όλα τα στοιχεία της διαγώνιάς του ίσα με 

1, και U  είναι ένας άνω τριγωνικός πίνακας.  

  Η  συγκεκριμένη  διάσπαση  οδηγεί  στη  μέθοδο  Gauss  για  την  επίλυση  συστημάτων 

γραμμικών  εξισώσεων  καθώς  επίσης  και  στον  αλγόριθμο  LR   για  τον  υπολογισμό  των 

ιδιοτιμών  πίνακα.  Η  ύπαρξη  της  διάσπασης  Gauss  πιστοποιείται  με  την  παρουσίαση  του 

αλγορίθμου  κατασκευής  των  πινάκων  L   και  U :  Πρόκειται  για  την  μέθοδο  Gauss,  που 

εφαρμόζεται κατά την επίλυση συστημάτων γραμμικών αλγεβρικών εξισώσεων. 
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Θεώρημα I.6.1.1. Εάν ο τετραγωνικός πίνακας  A  είναι αντιστρέψιμος, τότε η διάσπαση 

Gauss του  A  υπάρχει και είναι μοναδική. 

Απόδειξη. Προς το παρόν, θα αποδείξουμε μόνον τη μοναδικότητα της διάσπασης Gauss.  

  Προς  τούτο,  ας  υποθέσουμε  ότι  υπάρχουν  κάτω  τριγωνικοί  πίνακες  1L   και  2L ,  που 

έχουν όλα τα στοιχεία των διαγώνιών τους  ίσα με  1,  και άνω τριγωνικοί πίνακες  1U   και  2U  

τέτοιοι ώστε : 

2211 ULULA ⋅=⋅= . 

  Προφανώς,  οι  1L   και  2L   είναι  αντιστρέψιμοι,  γιατί  έχουν  μόνον  μία  (πολλαπλή) 

ιδιοτιμή: τον αριθμό 1. Επί πλέον, τόσο ο  1U , όσο και ο  2U  είναι αντιστρέψιμοι, επειδή ο  A  

μπορεί επίσης να αντιστραφεί. Έτσι, θα ισχύει ότι:  

1
121

1
2

−− ⋅=⋅ UULL . 

  Σύμφωνα  με  το  περιεχόμενο  της  Παραγράφου  Ι.3.6,  ο  πίνακας  1
1

2 LL ⋅− είναι  κάτω 

τριγωνικός  και  ο  πίνακας  1
12
−⋅UU   είναι  άνω  τριγωνικός.  Οι  δύο  αυτοί  πίνακες  δεν  μπορεί 

λοιπόν παρά να είναι διαγώνιοι, γιατί είναι ίσοι. Ακόμα,  I=⋅−
1

1
2 LL , γιατί τα διαγώνια στοιχεία 

του  1
2
−L  και του  1L  ισούνται με 1. Άρα,  

211
1

2 LLLL =⇒=⋅− I  και  12
1

12 UUUU =⇒=⋅ − I . 

Οι δύο αυτές ισότητες εγγυώνται τη μοναδικότητα της διάσπασης Gauss. ■  
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Ι.6.2. ΔΙΑΣΠΑΣΗ CHOLESKY 

  Η διάσπαση Cholesky είναι μία παραλλαγή της διάσπασης Gauss, που δεν εφαρμόζεται 

παρά  μόνο  στην  περίπτωση  των  συμμετρικών  πινάκων,  και  συνίσταται  στην  έκφραση  του 

τετραγωνικού πίνακα  A  υπό την μορφή :  

TLLA ⋅= , 

όπου L είναι ένας κάτω τριγωνικός πίνακας. 

Θεώρημα  I.6.2.1.  Μία  αναγκαία  και  ικανή  συνθήκη  για  την  ύπαρξη  της  διάσπασης 

Cholesky ενός πίνακα είναι ο πίνακας να είναι συμμετρικός θετικά ορισμένος. 

Απόδειξη.  Εάν  ο  πίνακας  είναι  συμμετρικός  και  θετικά  ορισμένος,  τότε  είναι  και 

αντιστρέψιμος  επειδή  οι  ιδιοτιμές  του  είναι  γνήσια  θετικές.  Μπορούμε  λοιπόν  να 

εφαρμόσουμε την μέθοδο της διάσπασης Gauss.  

  Προς τούτο, θέτουμε:  

)( , jiaA = ,  )( , jilL =    και   )( , jiuU = . 

  Προφανώς, θα ισχύει:  

iiiiii ula ,,, = . 

  Αντί  όμως  να  επιλέξουμε  αυθαίρετα,  όπως  κατά  την  εφαρμογή  της  μεθόδου  Gauss, 

1, =iil , θα πάρουμε  iiii al ., = . Πράγματι, επειδή ο πίνακας  A  είναι θετικά ορισμένος, είναι:  

0./ )()(
, >〉〈= ii
ii eAea   για κάθε   .,...,2,1 ni =  

  Επομένως, θα είναι και:  
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iiii au ,, =   ,  TLU = , 

γεγονός που αποδεικνύει ότι η θετικά ορισμένη συμμετρία του πίνακα  A  είναι ικανή συνθήκη 

για την ύπαρξη της διάσπασης Cholesky.  

  Αντιστρόφως, εάν υποτεθεί ότι η διάσπαση Cholesky του πίνακα  A  υπάρχει, τότε: 

0/// >〉⋅⋅〈=〉⋅⋅〈=〉⋅〈 zLzLzLLzzAz TTT   

για κάθε  }0{−∈ nz K , ανισότητα που ολοκληρώνει την Απόδειξη του Θεωρήματος.■ 

Παρατήρηση  Ι.6.2.2.  Αντίθετα  με  ότι  συμβαίνει  στην  περίπτωση  της  μεθόδου Gauss, η 

διάσπαση  Cholesky  πίνακα  δεν  είναι  μοναδική.  Πράγματι,  ας  υποθέσουμε  ότι 

TT LLLLA 2211 ⋅=⋅= .  Σε  μία  τέτοια  περίπτωση,  θα  είναι  1
121

1
2 )( −− ⋅=⋅ TT LLLL ,  και  ο  μεν 

πίνακας  1
1

2 LL ⋅− θα είναι κάτω τριγωνικός, ο δε πίνακας  1
12 )( −⋅ TT LL  θα είναι άνω τριγωνικός. 

Επομένως,  οι δύο αυτοί πίνακες δεν μπορεί  να  είναι  ίσοι μεταξύ  τους παρά μόνον εάν είναι 

διαγώνιοι, δηλαδή εάν υπάρχει διαγώνιος πίνακας  D  τέτοιος ώστε  

DLL ⋅= 21  και  TT LDL 12 ⋅= , 

με  I=2D   επειδή  2
11 DLL ⋅= .  Αυτό  σημαίνει  ότι  αν  )( , jidD =   θα  ισχύει  1, ±=iid .  Σε 

τέτοιες περιπτώσεις, λέμε ότι η διάσπαση είναι επί της ουσίας μοναδική. ■ 
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Ι.6.3. ΔΙΑΣΠΑΣΗ HOUSEHOLDER 

  Η διάσπαση Householder συνίσταται στη γραφή ενός τετραγωνικού πίνακα  A  υπό την 

μορφή:  

,UQA ⋅=   

όπου  Q  είναι ένας ορθογώνιος πίνακας και U  ένας άνω τριγωνικός πίνακας. Η συγκεκριμένη 

διάσπαση  οδηγεί  στη  μέθοδο  επίλυσης  Householder  τετραγωνικών  συστημάτων  γραμμικών 

αλγεβρικών εξισώσεων καθώς επίσης και στον αλγόριθμο QR  υπολογισμού ιδιοτιμών πίνακα.  

  Η ύπαρξη της διάσπασης Householder αποδεικνύεται με την διατύπωση των κανόνων 

που επιτρέπουν την κατασκευή των πινάκων Q  και  .U  

Θεώρημα I.6.3.1. Εάν ο πίνακας  A  είναι αντιστρέψιμος, η διάσπαση Householder του  A  

υπάρχει και είναι επί της ουσίας μοναδική. 

Απόδειξη. Θα περιοριστούμε στην απόδειξη της επί της ουσίας μοναδικότητας. Προς τούτο, 

ας υποθέσουμε ότι υπάρχουν ορθογώνιοι πίνακες  1Q και  2Q , με  21 QQ ≠ , και άνω τριγωνικοί 

πίνακες  1U και  2U , με  21 UU ≠ , τέτοιοι ώστε  

2211 UQUQA ⋅=⋅= . 

  Επειδή ο A είναι αντιστρέψιμος, μπορούμε άμεσα να διαπιστώσουμε ότι:  

VUUQQ =⋅=⋅ −− 1
121

1
2 , 

όπου ο V είναι ένας άνω τριγωνικός μοναδιοειδής πίνακας. Έτσι: 

I=⋅VV T . 
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  Η τελευταία ισότητα είναι μία διάσπαση Cholesky του πίνακα  Ι . Ο πίνακας  )( , jivV =  

είναι διαγώνιος τέτοιος ώστε  1, ±=iiv . Επί πλέον: 

VQQ ⋅= 21  και  12 UVU ⋅= , 

ισότητες  που  βεβαιώνουν  ότι  η  διάσπαση  Householder  ενός  τετραγωνικού  αντιστρέψιμου 

πίνακα είναι επί της ουσίας μοναδική. ■ 
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Κεφάλαιο 2

Αριθμητικός Υπολογισμός 
Ιδιοτιμών

 

ΙΙ.1. Η ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΩΝ ΔΥΝΑΜΕΩΝ  

  Η  μέθοδος  των  δυνάμεων  χρησιμοποιείται  για  την  εύρεση  της  μεγαλύτερης  κατ΄ 

απόλυτη  τιμή  ιδιοτιμής  ενός  πίνακα  και  του  αντίστοιχου  ιδιοδιανύσματος.  (Σε  ορισμένες 

περιπτώσεις, μία αρκετά απλή πράξη – που λέγεται ύφεση – μπορεί να εκτελεσθεί πάνω στον 

πίνακα,  έτσι ώστε η μέθοδος των Δυνάμεων να εφαρμόζεται προκειμένου να βρεθούν και οι 

υπόλοιπες δυνάμεις.) 

  Έστω  A   ένας  nn×   πραγματικός  πίνακας,  με  ιδιοτιμές  R∈nλλλ ,21 ,...,   και 

αντίστοιχα  ιδιοδιανύσματα  nnzzz R∈)()2()1( ,...,, .  Ας  υποθέσουμε  ότι  το  σύστημα 

},...,,{ )()2()1( nzzz συνιστά μία βάση του  nR  (πρ. βλ. Πρόταση Ι.5.2.7) και ότι:  

  nλλλλ ≥≥≥> ...321   R∈iλ . 

  Εάν  )0(u είναι τυχαίο διάνυσμα του  nR , τέτοιο ώστε  0/ )1()0( >≠< zu , δημιουργούμε 

την επαγωγική ακολουθία : 

)()1( κκ uAu ⋅=+         ,...2,1,0=κ  

  Επειδή τα ιδιοδιανύσματα  )()2()1( ,...,, nzzz σχηματίζουν βάση, θα είναι : 
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1

)0( in

i i zu ⋅= ∑ =
α  

=⋅= )0()1( uAu )(
1

in

i i zA ⋅⋅∑ =
α )(

1
i

i
n

i i z⋅⋅= ∑ =
λα , 

και διαδοχικά: 
)0()1()( ... uAuAu ⋅==⋅= − κκκ ⇒⋅⋅= ∑ =

)(
1

i
i

n

i i zκλα  

( ) ( ) ( ).
1

2111
iin

i i
i zzu ⋅⎟⎟

⎠

⎞
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⎝

⎛
⋅+⋅= ∑ =

κ
κκκ

λ
λ

αλλα  

  Θεωρώντας τον λόγο δύο αντίστοιχων συνιστωσών του  )1( +κu και του  )(κu , παίρνουμε:  

j
n

i
i

j
n

i
i

j

j

zz

zz

u
u

])([

])([

2
)(

1

2
)(1

1
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)1(

∑
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λ
λ
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λ
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1
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1
1

1
i

i

i
i

. 

  Παρατηρώντας ότι  1<
1λ
λi  για κάθε  ni ,...,3,2=  (γιατί  1λλ >i ), βλέπουμε ότι:   

,0lim
1

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∞→

κ

κ λ
λi  για κάθε  ni ,...,3,2=  

και επομένως ισχύει ότι: 

1λκ

κ

κ =
+

∞→ )(

)1(

lim
j

j

u
u

. 

  Επί πλέον, η ταχύτητα σύγκλισης προς το πιο πάνω όριο εξαρτάται από τον λόγο  

1

2

λ
λ

, 

γιατί: 

)(
1

2
)(

)1( κ

κ

κ

λ
λ

λ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

+

O1
j

j

u
u

. 

  Από την άλλη μεριά, αξίζει να σημειωθεί ότι:  

⇒⋅⋅=⋅
+

+
+
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)(

)1(
)1(
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⇒⋅=⋅ +
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)1(
)(
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lim z
u
u

j

=∞→ κ

κ

κ . 

  Εάν υποθέσουμε τώρα ότι:  

,... rλλλ === 21    ),...( nrrr λλλλ ≥≥≥> ++ 21  

διαπιστώνουμε με τον ίδιο τρόπο πως:  

+=
+

1λκ

κ

)(

)1(

j

j

u
u

)(
1

1

κ

λ
λ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ο +r , 

ενώ αν υποθέσουμε ότι: 

21 λλ −=  ,  nλλλ ≥≥> ...32 , 

μπορούμε να συμπεράνουμε εύκολα πως: 

    ∑ =
⋅+⋅+⋅=

n

i
izzzu

3
)()2()1()2( )( 2.κ

ii
2.κκ λαλαα 121  

και  

    +⋅−⋅= ++ 12
1

)2()1()12( )( κκ λαα zzu 21
( ) ,12

3
i

i
n

i i z⋅+
=∑ κλα  

απ’ όπου συνεπάγεται αμέσως ότι: 

2
)12(

)32(

)2(

)22(

limlim 1λκ

κ

κκ

κ

κ == +

+

∞→

+

∞→
j

j

j

j

u
u

u
u

 . 

  Ας θεωρήσουμε τώρα την περίπτωση όπου η ιδιοτιμή  1λ  είναι μιγαδικός αριθμός. Τότε, 

θα ισχύει  12 λλ =  και, όπως προηγουμένως :  

+⋅+⋅= )2()1()( zzu κκ
2211 λαλακ ( ) ,

3
i

i
n

i i z⋅∑ =
κλα  

με  12 αα = ,  επειδή  το  διάνυσμα  )(κu   έχει  πραγματικές  συνιστώσες  και  )1()2( zz = . 

  Θέτουμε: 
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       θ: ier=1λ ,    θ: ier −=2λ , 

      φ: ieR=1α ,    φieR −=2α    

και 

    )(Re )1()1( zw = . 

  Με αυτήν την γραφή, το διάνυσμα  )(κu εκφράζεται ως εξής:  

++= (1)wφκθ )cos(2)( κκ rRu ( )i
i

n

i i z⋅∑ =
κλα

3
. 

  Σχηματίζοντας τον λόγο: 
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

,
det

det

21

3

32
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⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

=

++

+

++

++

κκ

κκ

κκ

κκ

κ

jj

jj

jj

jj
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s  

βρίσκουμε ότι: 

)()(
1

32

1

3

κκ

κ λ
λ

λ
λ

λλ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= OO21 rs , 

εφόσον δεχθούμε ότι  nλλλ ≥≥> ...32 .  

  Από αυτήν τη σχέση μπορούμε να προσδιορίσουμε το  r .  

  Ας υπολογίσουμε το θ . Επειδή  

+−+++ θθ 1)cos[(]1)cos[( κϕκ [ ]ϕκθϕ += cos2] θcos , 

έχουμε: 

)(cos
2 1

3
)(

)1(1)1( κ

κ

κκ

λ
λ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

⋅

⋅+⋅ +−−

Οθ
j

jj

u
urur

, 

και το θ  προσδιορίζεται εύκολα. 

  Ας  εξετάσουμε  τέλος  την  περίπτωση  όπου  τα  ιδιοδιανύσματα  του  πίνακα  A   δεν 

συνιστούν πλέον βάση του  nR .  

  Για απλοποίηση, θα υποθέσουμε ότι ο πίνακας  A  μπορεί να τεθεί σε μορφή Jordan : 
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με  nλλλ ≥≥> ...31 .  Επειδή  τα  ιδιοδιανύσματα  του  A   δεν  συνιστούν  πια  βάση,  ας 

συμβολίσουμε  με  )()2()1( ,...,, nzzz τα  διανύσματα  της  βάσης ως  προς  την  οποία  ο  πίνακας A 

μετασχηματίζεται σε μορφή Jordan :  

)2()1()1( zzzA +⋅=⋅ 1λ , 

=⋅ )2(zA   )2(z⋅1λ , 

=⋅ )3(zA   )3(z⋅3λ  , 

..................................... 

=⋅ )(nzA   )(nz⋅nλ . 

  Βρίσκουμε έτσι ότι:  

  ∑=
⋅+⋅+⋅+⋅=⋅=

n

i
izzzzuAu

3
)()2()2()1()0()1(

ii λαλααλα 12111 , 

και γενικότερα:  
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izzzzuAu
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απ’ όπου προκύπτει ότι: 

))1((1)(

)1(

κ
λκ

κ

O1 +=
+

j

j

u
u

. 

  Από  την  τελευταία  αυτή  σχέση  υπολογίζεται  το  1λ .  Αξίζει  να  σημειωθεί  ότι  εάν 

χρησιμοποιούσαμε τον λόγο των προηγουμένων οριζουσών θα είχαμε βρεί ότι:  

)(
1

32
κ

κ λ
λ

λ ⎟⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛
+= O1s . 
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ΙΙ.1.1. Η ΕΠΙΤΑΧΥΝΣΗ ΤΗΣ ΣΥΓΚΛΙΣΗΣ  

  Όπως μπορούμε  να παρατηρήσουμε,  η σύγκλιση  της μεθόδου  των Δυνάμεων μπορεί 

να είναι εξαιρετικά αργή, εάν υπάρχει άλλη ιδιοτιμή πολύ γειτονική με την  1λ .   Σε  μία  τέτοια 

περίπτωση,  επιταχύνουμε  τη  σύγκλιση,  χρησιμοποιώντας  έναν  αλγόριθμο  επιτάχυνσης  της 

σύγκλισης  που  πολύ  συχνά  εφαρμόζεται  στην  Αριθμητική  Ανάλυση  :  τον  αλγόριθμο  2Δ   του 

Aitken.  

  Σύμφωνα με τον αλγόριθμο αυτόν, εάν  

):)(( 1 N∈−+=+= − κSSSSS κκ bba κ  

είναι μία ακολουθία πραγματικών αριθμών, τότε, με δεδομένο ότι: 

1)(1 −=−=Δ + bba κ
κκκ SSS και  2

1
2 1)( −=Δ−Δ=Δ + bba κ

κκκ SSS , 

ορίζουμε την καινούργια ακολουθία πραγματικών αριθμών  N∈κκ :(V ) με:  

κ

κ
κκ S

SSV 2

2)(
Δ
Δ

−= . 

  Είναι προφανές ότι: 

SSV =
−
−

−+= 2

222

1)(
1)(

bba
bbaba

κ

κ
κ . 

  Εάν πάλι  

):)()(( 1 N∈−++= − κε κκκ SSSS b  

είναι άλλη ακολουθία πραγματικών αριθμών, τέτοια ώστε  

0lim =∞→ κκ ε , 

τότε, με δεδομένο ότι  
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)()(]1)[( 11 SSS −+−+=Δ −+ κκκκ εε bb  

και  

)()()]1()()1[( 1112
2 SSS −+−+−+−+=Δ −+++ κκκκκκ εεεε bbbb , 

διαπιστώνουμε ότι: 

  SV =∞→ κκlim     (εάν  1≠b ). 

Επί πλέον, καθώς: 

  0lim =
−
−

∞→ SS
SV

κ

κ
κ (εάν  1≠b ), 

η  ακολουθία  )( N∈κκ :V   συγκλίνει  προς  το  S   πιο  γρήγορα  απ’  ότι  η  ακολουθία 

)(S N∈κκ :  . 

  Εάν εφαρμόσουμε  τον αλγόριθμο  2Δ του Aitken στην ακολουθία που θεωρήσαμε πιο 

πάνω με την μέθοδο της δύναμης : 
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κ

κ λ
λ

λ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+==

+

O1
j

j

u
u

S , 

θα βρούμε:  

)(λ
1

3

κ

κ λ
λ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= O1V   (εάν  R∈321 λλλ ,, ). 

  Ας  σημειωθεί  ότι  υπάρχει  μία  γενίκευση  του  αλγόριθμου  2Δ   του  Aitken  που 

ονομάζεται  ε‐αλγόριθμος  και  που  αποδίδεται  στον  D.Shanks  και  στον  P.Wynn.  Αυτός  ο 

αλγόριθμος επιτρέπει την περαιτέρω αύξηση της ταχύτητας της μεθόδου της δύναμης. 
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ΙΙ.1.2. ΠΑΡΑΛΛΑΓΕΣ ΤΗΣ ΜΕΘΟΔΟΥ ΤΩΝ ΔΥΝΑΜΕΩΝ  
 

  Διάφορες  παραλλαγές  της  μεθόδου  των  Δυνάμεων  προτείνονται  με  σκοπό  την 

επιτάχυνση της ταχύτητας σύγκλισης της μεθόδου. Ανάμεσα σ’ αυτές, δύο είναι οι κυριότερες : 

ΙΙ.1.2.(i).Η  Μέθοδος  των  Ιχνών.  Όπως  είδαμε  στην  Πρόταση  Ι.5.2.11,  το 

άθροισμα  των στοιχείων  της  διαγωνίου ενός  τετραγωνικού πίνακα  A   τάξης  n   λέγεται  ίχνος 

του  A , συμβολίζεται με  ( ),Atr  και έχει την ιδιότητα: 

m
n

m λλ ++= ...)( 1
mAtr  

για κάθε  ,...2,1=m  

  Έπεται ότι σε μία τέτοια περίπτωση, θα ισχύει : 

]1[1]1[)]([
1

2
1

2
1

1 m

mn

i

m

imm

m
Atr ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= ∑ = λ

λ
λ
λ

λ O1 , 

και συνεπώς, εάν  iλλ >1 για  ni ,...,3,2= , θα είναι : 

mm
m Atr

1

)]([lim ∞→=1λ . 

  Από  πρακτικής  άποψης,  είναι  πιο  εύκολο  να  υπολογισθεί  η  ακολουθία  πινάκων 

,...,,,, 16842 AAAA   με  ύψωση  στο  τετράγωνο  των  διαδοχικά  προκυπτόντων  πινάκων.  Έτσι, 

τελικά, η μέθοδος περιγράφεται από τον Τύπο: 

]
2
1[)]([

2

1

22
12

κ

κ

λ
λ

λ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= O1Atr . 
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II.1.2.(ii).  Η  Μέθοδος  του  Εσωτερικού  Γινομένου.  Η  μέθοδος  αυτή 

συνίσταται στην κατασκευή δύο ακολουθιών διανυσμάτων : 

 

)()1( κκ uAu ⋅=+  και  )()1( κκ vAv T ⋅=+ , 

με:  

∑ =
⋅=

n

i
izu

1
)()0(

iα  και  ∑=
⋅=

n

i
i

i wv
1

)()0( β , 

όπου  )(iz  και  )(iw είναι τα ιδιοδιανύσματα του  A  και του  ΤA , αντίστοιχα (προϋποτιθεμένου 

βεβαίως ότι οι ιδιοτιμές του  A  είναι ανά δύο διάφορες μεταξύ τους).  

  Τότε, θα είναι:  

〉⋅〈=〉⋅⋅〈=〉〈 Τ )0(2)0()0()0()()( /// uAvvAuAvu κκκκ κ

, 

δηλαδή: 

∑ ∑= =
〉⋅⋅〈=〉〈

n

i

n

i
i

i
i

i zwvu
1 1

)(2)()()( // κκκ λαβ i . 

  Επειδή, σύμφωνα με την Πρόταση Ι.5.2.2,  0/ )()( =〉〈 ji zw   )( ji ≠ , έπεται ότι:  

=〉〈 )()( / κκ vu ( ) ( ) 〉〈∑ =
ii

i
n

i ii wz /2
1

κλβα . 

  Με όμοιο τρόπο, διαπιστώνουμε ότι:  

⇒〉⋅〈=〉⋅⋅〈=〉〈 −− − )0(12.κ)0()0()0()1()( ///
1κ

uAvvAuAvu Tκκκ  

=〉〈 −− )1()1( / κκ vu ( ) ( ) 〉〈−
=∑ ii

i
n

i ii wz /12
1

κλβα . 
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 Επομένως, εάν: 

...,>>> 321 λλλ  

θα είναι: 

][
/
/

2

1

2
)1()(

)()( κ

κκ

κκ

λ
λ

λ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

〉〈
〉〈

− O1vu
vu

. 

  Η μέθοδος αυτή μπορεί να υιοθετηθεί ιδιαίτερα αποτελεσματικά στην περίπτωση των 

συμμετρικών πινάκων, γιατί εάν  )()( vu 00 = τότε  )()( κκ vu =  για κάθε κ .  

ΙΙ.1.3. ΑΝΑΖΗΤΗΣΗ ΤΩΝ ΑΛΛΩΝ ΙΔΙΟΤΙΜΩΝ  

  Ας υποθέσουμε τώρα ότι, με την βοήθεια μίας από τις προηγούμενες μεθόδους, έχουμε 

καταφέρει  να  προσδιορίσουμε  την  ιδιοτιμή  1λ του  A   που  έχει  μεγαλύτερο  μέτρο  και 

ενδεχομένως το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα  )1(z του  A .  

  Το πρόβλημα που εγείρεται εύλογα είναι ο προσδιορισμός της ιδιοτιμής  2λ  εκείνης του 

A  που έχει το αμέσως μικρότερο μέτρο από το  1λ . 

Υπάρχουν  δύο  βασικοί  τρόποι,  που  είναι  ριζικά  διαφορετικοί  μεταξύ  τους,  για  την 

αντιμετώπιση αυτού του προβλήματος : 

 Η μεταβολή της αρχικής επαναληπτικής μεθόδου προκειμένου να επιτευχθεί σύγκλιση της 

μεθόδου προς την ιδιοτιμή  2λ . Πρόκειται για την μέθοδο της  −λ διαφοράς. 

 Η μεταβολή του πίνακα  A  έτσι ώστε ο καινούργιος πίνακας να έχει τις ιδιοτιμές:  0  (αντί 

για  1λ ),  ,...,, 32 λλ nλ . Πρόκειται για την μέθοδο της ύφεσης. 



Ν. ΔΑΡΑΣ 
ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

ΤΟΜΟΣ Ι 

 

ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  95 

 

ΙΙ.1.3.(i). Η Μέθοδος της λ‐Διαφοράς. Επειδή: 

∑=
+ ⋅−+⋅−=−

n

i
izzuu
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)()2()()1( )()(. κ
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κ λλλαλλλαλ κκ

121221 , 

έχουμε: 
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  Είναι  φανερό  ότι  αυτός  ο  λόγος  συγκλίνει,  μαζί  με  το  ∞→κ   ,  προς  το  2λ ,  εάν 

nλλλ ≥≥> ...32 . 

ΙΙ.1.3.(ii).  Η  Μέθοδος  της  Ύφεσης.  Έστω  )(iz το  ιδιοδιάνυσμα  του  A   που 

αντιστοιχεί στην  ιδιοτιμή  iλ και  έστω  )(iw το  ιδιοδιάνυσμα  του  TA που αντιστοιχεί στην  ίδια 

ιδιοτιμή  iλ .  

  Θυμίζουμε ότι, σύμφωνα με την Πρόταση Ι.5.2.1, οι πίνακες  A  και  TA  έχουν τις ίδιες 

ιδιοτιμές, και ότι, σύμφωνα με την Πρόταση Ι.5.2.2,  0/ )()( =〉〈 ji wz  εάν  ji ≠ .  

  Ας θεωρήσουμε τον πίνακα  1A  που ορίζεται από τον Tύπο: 

〉〈
⋅

−= )1()1(

)1()1(

1 /
][

wz
wzAA

T

1λ . 

  Ο πίνακας αυτός έχει ιδιοτιμές τους αριθμούς  nλλ ,...,,0 2 . Πράγματι, αφ’ ενός ισχύει: 

0
/
/

/
][

)1()1(

)1()1(
)1()1(

)1()1(

)1()1()1(
)1()1(

1 =
〉〈
〉〈

⋅−⋅=
〉〈
⋅⋅

−⋅=⋅
wz
wzzz

wz
zwzzAzA

T

111 λλλ , 

που σημαίνει ότι το  0  είναι ιδιοτιμή του  1A  με αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα  )1(z , ενώ αφ’ ετέρου 

είναι: 
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)(
)1()1(

)1()(
)1()(

)1()1(

)()1()1(
)()(
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i
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i

iT
ii z

wz
wzzz

wz
zwzzAzA ⋅=

〉〈
〉〈

⋅−⋅=
〉〈
⋅⋅

−⋅=⋅ λλλλ 11 , 

(για  κάθε  1>i ),  σχέση  που  εγγυάται  ότι  το  iλ   είναι  ιδιοτιμή  του  1A με  αντίστοιχο 

ιδιοδιάνυσμα το διάνυσμα  )(iz . 

  Το  μειονέκτημα  της  μεθόδου  της  ύφεσης  είναι  ότι  προϋποθέτει  τον  υπολογισμό  του 

)1(w .  

  Εάν ο πίνακας  A  είναι συμμετρικός τότε  )1()1( wz =  και αυτή η μέθοδος φαίνεται πως 

υπερέχει.  

  Εν  τούτοις, στην πράξη, αυτή η μέθοδος  της ύφεσης παρουσιάζει ασθενή αριθμητική 

σταθερότητα, και, τις περισσότερες φορές, η εφαρμογή της αντενδείκνυται.   Συνήθως, 

προτιμάται  μία  διαφορετική  μέθοδος  ύφεσης,  στην  οποία  γίνεται  χρήση  ενός  ορθογωνίου 

μετασχηματισμού. Την μέθοδο αυτή θ’ αναπτύξουμε στην συνέχεια. 

  Έστω  H  ένας  nn×  κανονικός πίνακας, τέτοιος ώστε: 
(1)ezH ⋅=⋅ λ)1(   ( )0≠λ . 

Τότε η ισότητα  )1(
1

)1( zzA ⋅=⋅ λ  μπορεί να γραφεί διαδοχικά ως εξής : 

.)( )1(
1

)1(1)1(
1

)1(1 eeHAHzHzHHAH ⋅=⋅⋅⋅⇔⋅⋅=⋅⋅⋅⋅ −− λλ  

Η  τελευταία σχέση εξασφαλίζει ότι η πρώτη στήλη του πίνακα  1
1

−⋅⋅= HAHA   είναι  ίση με 

,)1(e⋅1λ δηλαδή ότι ο πίνακας  1A είναι της μορφής : 
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όπου  m   είναι  κάποιο  διάνυσμα  του  1−nR   και  όπου  M   είναι  ένας  τετραγωνικός  πίνακας 

διάστασης  1−n που έχει ιδιοτιμές τους αριθμούς  nλλ ,...,2 . 

  Αν συμβολίσουμε με  )2(u   το  ιδιοδιάνυσμα  του  1A   που αντιστοιχεί στην  ιδιοτιμή  2λ  

και αν γράψουμε το  )2(u  υπό την μορφή : 

=)2(u
( ) ⎟
⎟
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⎞

⎜
⎜
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⎝

⎛

2v
M

α
, 

όπου  R∈α  και  )2(v  είναι το ιδιοδιάνυσμα του  M  που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή  2λ , τότε: 
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και επομένως, η ιδιοτιμή  2λ  προκύπτει από την σχέση:  

0/)( )2(_
1 =〉〈+ vmαλλ 2 . 

  Όσον αφορά στον υπολογισμό του αντίστοιχου ιδιοδιανύσματος  )2(z , έχουμε ότι : 

.)2(1)2()2(1)2(1)2(1 uHzuHuHAuuHAH ⋅=⇔⋅⋅=⋅⋅⇒⋅=⋅⋅⋅ −−−−
22 λλ   

  Η  κατασκευή  του  πίνακα  Η  πραγματοποιείται,  σύμφωνα  με  την  μέθοδο  του 

Householder, ως εξής: Αφού επιλέξουμε διάνυσμα  nR∈σ  τέτοιο ώστε  

1/2 =〉〈= σσσ , 

θέτουμε:  

,2 TH σσ ⋅−= I  

και παρατηρούμε ότι ο πίνακας  H  είναι ορθογώνιος και συμμετρικός.  

  Επί πλέον, ισχύει  
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)1()1( zzH =⋅  

και συνεπώς, εάν  )1()1( ezH ⋅=⋅ λ  για κάποιο  0≠λ , τότε  .)1(z=λ  Συμβολίζοντας με  μ  το 

γινόμενο  

,/2 )1( 〉〈= zσμ  

διαπιστώνουμε ότι, εάν  )1()1( ezH ⋅=⋅ λ , για κάποιο  0≠λ , τότε:  

,2)2( )1()1()1()1(Τ ezez ⋅=⋅−⇔⋅=⋅⋅− λσμλσσI  

οπότε,  πολλαπλασιάζοντας  από  αριστερά  την  τελευταία  ισότητα  με  το  διάνυσμα  ,2 Τ⋅σ  

βρίσκουμε  ( )1
2 2 αλλμ −= . Αυτές οι εξισώσεις προσδιορίζουν τα  nR∈σ , λ  και  R∈μ έτσι 

ώστε να είναι  .)1()1( ezH ⋅=⋅ λ  

ΙΙ.2. ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΜΕΣΟΥ ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΜΟΥ ΤΟΥ 
ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΟΥ ΠΟΛΥΩΝΥΜΟΥ  

Θεωρητικά,  η  πιο  απλή  ιδέα  για  τον  υπολογισμό  όλων  των  ιδιοτιμών  ενός  πίνακα 

συνίσταται στον υπολογισμό των συντελεστών του χαρακτηριστικού του πολυωνύμου.  

Προφανώς,  μία  μέθοδος  που  περιγράφει  έναν  τέτοιον  υπολογισμό  είναι  και  η  πιο 

άμεση. Πρακτικά όμως, όλες αυτές οι μέθοδοι αντιμετωπίζονται με επιφύλαξη και φειδώ, γιατί 

είναι  αριθμητικά  ασταθείς.  Εν  τούτοις,  θα  παρουσιάσουμε  ενδεικτικά  μία  απ’  αυτές  τις 

μεθόδους,  γιατί  αυτή  η  συγκεκριμένη  μέθοδος  χρησιμεύει  σε  τυπικές  πράξεις  που  γίνονται 

κατά  τον  προγραμματισμό  ενός  υπολογιστικού  μηχανήματος,  όπως  για  παράδειγμα  στην 

τυπική πράξη εύρεσης του αντιστρόφου πίνακα ενός δοθέντος άλλου. 
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ΙΙ.2.1. Η ΜΕΘΟΔΟΣ SOURIAU 

  Η  μέθοδος  Souriau  προέρχεται  από  την  παραλλαγή  μίας  άλλης  μεθόδου  που 

επινοήθηκε από τον Leverrier.  

  Έστω  A  ένας  nn×  τετραγωνικός μιγαδικός πίνακας. Θέτουμε:  

  ,:1 AA =   ,)(: 11 Atr=a     Ia ⋅−= 111 : AB  

  ,: 12 ABA ⋅=   ,)(
2
1: 22 Atr=a     Ia ⋅−= 222 : AB  

  ,: 23 ABA ⋅=          ,)(
3
1: 33 Atr=a     Ia ⋅−= 333 : AB  

  ……………………………………………………………………….. 

  ,: 1 ABA nn ⋅= −   ,)(1: nn Atr
n

=a     Ia ⋅−= nnn AB :  

  Εάν  ( )λP  είναι το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του  A , τότε : 

Θεώρημα II.2.1.1.  
( ) )()1( 1

1
1 nn

nnnP aa...a −−−−−= −
− λλλλ  

και  

.0=nB   

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι το  ( )λP  είναι της μορφής:  

.)λ...λ()1()det(λ)( 1
1

1 nn
nnn cccA −−−−−=⋅−=Ρ −
−λIλ  

  Κατ’ αρχάς, είναι σαφές ότι, εάν  nλλ ,...,1  είναι ιδιοτιμές του  A , τότε: 

∑=
====

n

i i AtrAtrc
1 111 .)()( aλ  
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  Χρησιμοποιώντας  την  μέθοδο  της  μαθηματικής  επαγωγής,  θα  δείξουμε  ότι 

,κκ a=c για  κάθε  .,...,3,2 n=κ   Προς  τούτο,  θα  δεχθούμε  ότι  έχουμε  ήδη  αποδείξει  ότι 

,a,...,a,a 112211 −− === κκccc  και θα ενεργήσουμε ως εξής : Επειδή 

,)( 11111 Α⋅−⋅=⋅⋅−=⋅= −−−−− κκκκκκ aIa AAAAABA  

αλλά κι επειδή 

,221 AAAA ⋅−⋅= −−− κκκ a  

έχουμε ότι: 

,1
2

2
2

2 AAAAA ⋅−⋅−⋅= −−− κκκκ aa  

και, κατ’ ακολουθία: 

.... 1
2

2
1

1 AAAAA ⋅−−⋅−⋅−= −
−−

κ
κκκ

κ aaa  

  Η τελευταία αυτή ισότητα γίνεται, λόγω της επαγωγικής υπόθεσης : 

.... 1
2

2
1

1 AcAcAcAA ⋅−−⋅−⋅−= −
−−

κ
κκκ

κ  

  Επομένως,  χρησιμοποιώντας  τις  σχέσεις  του  Newton  μεταξύ  ριζών  και  συντελεστών 

πολυωνύμου, διαπιστώνουμε ότι:  

κκ
κκ

κ κ cAtrcAtrcAtrAtr =−−−= −
− )(...)()()( 1

1
1  

και άρα:    

.)(1
κκκκ

cAtr == a  

  Απομένει  να  δειχθεί  ότι  .0=nB Αυτό  είναι  μία  άμεση  εφαρμογή  του  Θεωρήματος 

Cayley‐Hamilton (Πρόταση Ι.5.2.9) : 

         =⋅−= Ia nnn AB  

         =⋅−⋅= − Ia nn AB 1  

               =⋅−⋅⋅−= −− IaIa nnn AA )( 11  

           =⋅−−⋅−= − Iaa n
nn AA ...1

1  

             0= . 

Η Aπόδειξη του Θεωρήματος είναι πλήρης. ■ 
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  Όπως επισημάνθηκε και πιο πάνω, η μέθοδος που περιγράφεται από το προηγούμενο 

Θεώρημα δεν είναι πρακτικά χρήσιμη, γιατί είναι αριθμητικά ασταθής.  

  Από  την άλλη μεριά όμως παρέχει  μεγάλες υπηρεσίες  στην αποτελεσματικότητα  των 

προγραμμάτων που αποσκοπούν στον υπολογισμό αντίστροφου πίνακα:  

Πόρισμα II.2.1.1. Ισχύει ο Τύπος:  1
1 1

−
− ⋅= n

n

BA
a

 . 

Απόδειξη. Επειδή  0=nB , βλέπουμε ότι: 

IaIa ⋅=⋅⇒⋅= − nnnn ABA 1 . 

Πολλαπλασιάζοντας από δεξιά με  1−A  την τελευταία ισότητα , βρίσκουμε : 

1
111

1 −
−−−

− ⋅=⇒⋅=⋅⋅ n
n

nn BAAAAB
a

a 1
. ■  

ΙΙ.3. Η ΜΟΡΦΗ HESSENBERG 

  Ένας  τετραγωνικός  πίνακας  njijiaA ≤≤= ,1, )( λέγεται  ότι  είναι  σε  (άνω)  μορφή 

Hessenberg, εάν: 

0, =jia ,    για       1+> ji      και       1,...,1 −= nj , 

δηλαδή εάν ο  A  είναι της μορφής: 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

−

−

−−

−

−

n,nn,n

n,n,,

n,n,,,

n,n,,,,

n,n,,,,

aa

aaa
aaaa
aaaaa
aaaaa

A

1

41434

12133323

212322212

111312111

O MMO

L

L

L

.  
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  Οι  πίνακες  Hessenberg  διαδραματίζουν  έναν  σημαντικό  ρόλο  σε  πολλές  μεθόδους 

υπολογισμού ιδιοτιμών.  

  Σε  ορισμένες  περιπτώσεις  μάλιστα  δεν  γνωρίζουμε  πώς  μπορεί  να  αποδειχθεί  η 

σύγκλιση της μεθόδου παρά μόνον όταν ο πίνακας του οποίου αναζητούμε τις ιδιοτιμές είναι 

της μορφής Hessenberg.  

  Όμως, όλη η σπουδαιότητα των πινάκων Hessenberg εντοπίζεται στο γεγονός  ότι   για 

κάθε πραγματικό πίνακα  A  υπάρχει ορθογώνιος πίνακας  P  τέτοιος ώστε ο πίνακας: 

PAPH T ⋅⋅=  

να είναι σε (άνω) μορφή Hessenberg.  

  Αυτό το σπουδαίο αποτέλεσμα θα αποδειχθεί πιο κάτω με κατασκευαστικούς τρόπους, 

δηλαδή  με  την  περιγραφή  μεθόδων  που  διατυπώνουν  την  σταδιακή  μεταβολή  του  A   με 

καταληκτικό αποτέλεσμα τον πίνακα  H .  

  Υπάρχουν δύο τέτοιες βασικές μέθοδοι. Μέσα απ’ αυτές τις δύο μεθόδους επιχειρείται 

η πραγματοποίηση μίας διαδοχής ορθογώνιων μετασχηματισμών, θέτοντας  

AA =:0  

και μετά:  

( )
kk

T
k

k
jik PAPaA ⋅⋅== −1, )(:   ( )2,...,2,1 −= nk , 

όπου ο πίνακας  1−kA  είναι της ενδεικτικής μορφής  (για  6=n ,  3=k ): 

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=−1kA

xxxx
xxxx
xxxx

xxxxx
xxxxxx
xxxxxx

||00
||00
||00

|0
|
|

−−−−−−

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

kn

k

−
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫
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Ο πίνακας  2−nA είναι όμοιος με τον  A  και επί πλέον είναι σε (άνω) μορφή Hessenberg. 

  Η πρώτη μέθοδος παρουσιάστηκε το 1954 από τον Givens, και καταφεύγει στην χρήση 

πινάκων στροφής του επιπέδου. Η δεύτερη μέθοδος προτάθηκε το 1958 από τον Householder, 

και στηρίζεται στην χρήση στοιχειωδών ορθογωνίων πινάκων. 

ΙΙ.3.1. Η ΜΕΘΟΔΟΣ GIVENS 

  Έστω  )( , jiaA = ένας τυχαίος πραγματικός  nn×  πίνακας και έστω  qpQ ,  ο ακόλουθος 

πίνακας : 

↓↓
qp  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

1

1
cossin

1

1
sincos

1

1

,

O

O

O

θθ

θθ

qpQ
q

p

←

←
 

  Όλα τα υπόλοιπα στοιχεία του  qpQ , είναι ίσα με μηδέν.  

  Θέτουμε:  

,  ( ,,, qp
T

qpji QAQcC ⋅⋅== :)  

και διαπιστώνουμε ότι:  
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    ,ac j,ij,i =  όταν  pi ≠   και  ,qj ≠  

    ,sincos ,,, θθ qipipi aac += όταν  pi ≠  και  ,qi ≠  

    jpc , = θθ sincos ,, jqjp aa + , όταν  pj ≠  και  qj ≠ , 

    qic , = θθ cossin ,, pjpi aa +− , όταν  pi ≠  και  qi ≠ , 

     jqc , = θθ cossin ,, jqjp aa +− , όταν  pj ≠  και  qj ≠ , 

     ppc , = θθθθ 2
,,,

2
, sincossin)(cos qqpqqppp aaaa +++ ,  

     θθθθ 2
,,,

2
,, coscossin)(sin qqpqqpppqq aaaac ++−= , 

     qpc , = θθθθ 2
,,,

2
, sincossin)(cos pqppqqqp aaaa −−+ , 

     pqc , = θθθθ 2
,,,

2
, sincossin)(cos qpppqqpq aaaa −−+ . 

  Η επιλογή του θ  μπορεί να γίνει έτσι ώστε:  

01, =−pqc . 

Τότε, θα ισχύει ότι:  

         0cossin 1,1, =+− −− θθ pqpp aa . 

  Εάν  01, =−pqa , παίρνουμε  0=θ , οπότε θα είναι  I, =qpQ . 

  Με  τον  δείκτη  p σταθερό,  εάν  αφήσουμε  τον  δείκτη  q   να  διατρέχει  τις  τιμές  από 

1+p  έως  n , βλέπουμε ότι κάθε στοιχείο της  −− )1( p στήλης, που ήταν ή έγινε μόλις ίσο με 

το μηδέν, δεν μεταβάλλεται από τους διαδοχικούς μετασχηματισμούς.  Έτσι,  θεωρώντας  τους 

πίνακες: 

∏ += +=
n

kq qkk QP
2 ,1 , 

καταφέρνουμε να μηδενίσουμε  διαδοχικά τα στοιχεία:  



Ν. ΔΑΡΑΣ 
ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

ΤΟΜΟΣ Ι 

 

ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  105 

 

1, +kia      ),,,2( nki K+=  

και συνεπώς να καταλήξουμε στον πίνακα  2−nA  που είναι σε (άνω) μορφή Hessenberg.  

  Από  αλγοριθμικής  άποψης,  η  προηγούμενη  μέθοδος  συνοψίζεται  στα  ακόλουθα 

βήματα:  

Για  2,,2,1 −= nk K   και   ,,,3,2 nkki K++=  

• Υπολογίζουμε τον αριθμό: 

( ) ( ) 2
1

2
,

2
, ])()[( 11

1
−−

+ += k
ki

k
kk aax , 

• Μετά, συνεχίζουμε, υπολογίζοντας τους αριθμούς: 

x
a k

kk
)1(

,1cos
−
+=θ    και   

x
a k

ki
)1(

,sin
−

=θ . 

Εάν  0=x  τότε να τεθεί : 

,0=θ       ,)(
,1 xa k
kk =+        .0)(

, =k
kia  

• Για  ,,,1 nkj K+=  να τεθεί: 

θθ sincos )1(
,

)1(
,1

)(
,1

−−
++ += k

ji
k

jk
k

jk aaa  

και 

θθ cossin )1(
,

)1(
,1

)(
,

−−
+ +−= k

ji
k

jk
k
ji aaa . 

• Για  ,,,2,1 nj K=  να τεθεί: 

θθ sincos )1(
,

)1(
1,

)(
1,

−−
++ += k

ij
k
kj

k
kj aaa  

και 

θθ cossin )1(
,

)1(
1,

)(
,

−−
+ +−= k

ij
k
kj

k
ij aaa . 
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Παρατηρήσεις  II.3.1.1.(i).  Το  τρίτο  βήμα  αναπαριστά  το  αποτέλεσμα  της  πράξης 

,1−⋅ k
T

k AP  ενώ το τέταρτο βήμα περιέχει την πράξη  kk
T

k PAP ⋅⋅ −1  . 

(ii).  Το  πέρασμα  από  τον  πίνακα  0A   στον  πίνακα  2−nA   απαιτεί  περίπου  3

3
10 n  

πολλαπλασιασμούς. 

(iii).  Εάν  ο  πίνακας  A   είναι  συμμετρικός,  τότε  και  οι  διαδοχικοί  πίνακες  kA   είναι  επίσης 

συμμετρικοί. Επομένως , η (άνω) μορφή Hessenberg  γίνεται τριδιαγώνια και η μέθοδος Givens 

είναι μία μέθοδος αναγωγής ενός συμμετρικού πίνακα σε έναν τριδιαγώνιο πίνακα όμοιό του. 

ΙΙ.3.2. Η ΜΕΘΟΔΟΣ HOUSEHOLDER  
  Η μέθοδος αυτή συνοψίζεται στο παρακάτω σκεπτικό. Θέτουμε:  

=− :1kA
kn

k

B

CH

kk

kk

−
⎭
⎬
⎫
⎭
⎬
⎫

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−−−−−

−−

−−

11

11

|b|O
|
|

 

όπου  1−kH   είναι  πίνακας  σε  (άνω)  μορφή Hessenberg  και  εκφράζουμε  τον  πίνακα  kP   όπως 

ακολούθως: 

kn

k

Q
P

k

k

−
⎭
⎬
⎫
⎭
⎬
⎫

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−−=

|O

O|I
  , 

όπου  T
kkkQ νν ⋅⋅−= 2I , με  kn

k
−∈Rν  και  1=〉〈 kk νν .  
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  Τότε:  

kn

k

QBQQ

QCH
PAPA

kkkkk

kkk

kkkk

−
⎭
⎬
⎫
⎭
⎬
⎫

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅⋅⋅
−−−−−−

⋅
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−−

−−

−

11

11

1

||
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|

bO
 

και αν επιλέξουμε τον πίνακα  kQ  έτσι ώστε όλες οι συνιστώσες του διανύσματος  1−⋅ kkQ b  να 

είναι μηδενικές εκτός από την πρώτη ( και φυσικά γνωρίζουμε ότι αυτό είναι δυνατόν ),  τότε ο 

κύριος υποπίνακας διάστασης  1+k  θα είναι σε (άνω) μορφή Hessenberg.  

  Μπορούμε  να  απλοποιήσουμε  τους  προηγούμενους  Τύπους,  εισάγοντας  στους 

υπολογισμούς μας το διάνυσμα  n
kw R∈ , του οποίου οι  k πρώτες συνιστώσες είναι μηδενικές, 

και το οποίο είναι τέτοιο ώστε  =〉〈 kk ww 1.  

  Τότε , ο πίνακας  kP  θα γράφεται σαν:  

⋅−= kk wP 2I 22 k

T
kkT

kw
τ
σσ ⋅

−Ι= , 

όπου  ( ) n
nkkk R∈= )(,,)( 1 σσσ K ,  R∈kτ  και:  

     ,0)()( 1 === kkk σσ K   

     k
k

kkkk a πσ m)1(
,11)( −

++ = , με  2
12)(

, ])([∑ +=
−=

n

ki
k
kik a

1
1π  , 

     )1(
,)( −= k
kiik aσ , για   ,,,2 nki K+=   

και:  

     k
k

kkkk a ππτ )1(
,1

222 −
+= m  ,  

ενώ ο πίνακας  nji
k
jik aA ≤≤= ,1
)(

, )(  θα είναι τέτοιος ώστε:  

k
k

kka π±=+
)(
,1  . 
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  Το πρόσημο  ±  μπροστά από το  kπ  είναι αυτό του  )1(
,1
−
+
k

kka , προκειμένου η συνιστώσα 

1)( +kkσ  να μην είναι μηδέν.  

Παρατηρήσεις  ΙΙ.3.2.1.(i).  Το  πέρασμα  από  τον  πίνακα  0A   στον  πίνακα  2−nA   απαιτεί 

περίπου  3

3
5 n πολλαπλασιασμούς. 

(ii).  Εάν  ο  πίνακας  0A   είναι  συμμετρικός,  τότε  όλοι  οι  πίνακες  kA   είναι  συμμετρικοί,  και 

επομένως ο πίνακας  2−nA  είναι τριδιαγώνιος. 

(iii).  Οι  μέθοδοι Givens  και Householder  δεν  είναι  τελείως  ανεξάρτητες.  Μπορεί  κανείς  να 

αποδείξει ότι οι πίνακες των δύο μετασχηματισμών είναι ταυτόσημοι με πολλαπλασιαστικούς 

παράγοντες που διαφέρουν ως προς το πρόσημο της κάθε στήλης τους.■ 

ΙΙ.4. ΟΙ ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΝΑΓΩΓΗΣ ΣΕ ΤΡΙΔΙΑΓΩΝΙΑ  
ΜΟΡΦΗ  
  Η αναγωγή πίνακα σε όμοιό του, τριδιαγώνιο πίνακα είναι πράξη ιδιαίτερα 

ενδιαφέρουσα, γιατί, μετά από μία τέτοια αναγωγή, ο υπολογισμός του χαρακτηριστικού 

πολυωνύμου είναι εύκολος. Εάν: 
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είναι  ένας  τριδιαγώνιος  πραγματικός  πίνακας  διάστασης  n,  τότε  συμβολίζουμε  με  )(λnP το 

χαρακτηριστικό του πολυώνυμο: 
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  Αναπτύσσοντας  την  ορίζουσα  κατά  την  τελευταία  στήλη  (ή  την  τελευταία  γραμμή), 

αποκομίζουμε την σχέση:  

).()()()( 2111 λγβλλλ −−−− −−= nnnnnn PPaP  

  Είναι σαφές ότι, για να μπορέσουμε να χρησιμοποιήσουμε αυτήν την επαγωγική σχέση, 

πρέπει προηγουμένως να εξασφαλίσουμε την ακριβή έκφραση των πολυωνύμων  

)(0 λP  και  )(1 λP . 

  Προς τούτο, παρατηρούμε ότι: 

λλ −= 11 )( aP  

και ότι, για  

( ) 10 =λP , 
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το πολυώνυμο  

11122 )()()( γβλλλ −−−= aaP  

είναι  πράγματι  το  χαρακτηριστικό  πολυώνυμο  του  τριδιαγώνιου  τετραγωνικού  πίνακα 

διάστασης  2 : 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

21

11)2(

a
a

A
γ

β
. 

  Μετά απ’ αυτό, μπορούμε να θεωρήσουμε πως:  

1)(0 =λP , 

και  να  κατοχυρώσουμε  την  ευχέρεια  χρήσης  της  πιο  πάνω  επαγωγικής  σχέσης  για  τον 

υπολογισμό του αριθμού  )(λnP για κάθε τιμή του λ .  

  Ας παρουσιάσουμε τώρα κάποιες ιδιότητες των ριζών των πολυωνύμων  :)(λnP  

Ιδιότητα 1. Εάν  0≠jj γβ  για κάθε  ,j  τότε τα πολυώνυμα  )(λnP  και  )(1 λ−nP  δεν έχουν 

κοινή ρίζα  ,...)2,1( =n . 

 

Ιδιότητα 2. Εάν  0>jj γβ  για κάθε  ,j  τότε οι ρίζες του  )(1 λ+nP είναι πραγματικές, απλές 

και διαχωρίζονται απ’ αυτές του  )(λnP . 

 

Ιδιότητα  3.  Εάν  0>jj γβ   για  κάθε  ,j   και  εάν  a  είναι  ένας  αριθμός  τέτοιος  ώστε 

0)( ≠anP , τότε ο αριθμός V(a) των ριζών του  )(λnP που είναι μεγαλύτερες του a είναι ίσος 

με τον αριθμό S(a) των αλλαγών προσήμων στην ακολουθία: 

.aa,a,a )(.)1(),...,(((,1 321 n
n PP)P)P −−−  



Ν. ΔΑΡΑΣ 
ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

ΤΟΜΟΣ Ι 

 

ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  111 

 

  Η  απόδειξη  της  Ιδιότητας  1  γίνεται  με  απαγωγή  στο  άτοπο:  Εάν  τα  πολυώνυμα 

)(λPn και  )(1 λPn− είχαν μία κοινή ρίζα, έστω τον αριθμό a, τότε θα ίσχυε ότι  

0)()(()( 2111 =−=−− −−−− aaa)a nnnnnn PPaP γβ , 

οπότε,  επειδή  από  την  υπόθεση  0,11 ≠−− nn γβ θα  ήταν  και  0)(2 =− anP .  Διαδοχικές 

επαναλήψεις  αυτού  του  σκεπτικού  θα  οδηγούσε  στο  συμπέρασμα  ότι  0)(0 =aP ,  που  είναι 

άτοπο γιατί  1)(0 =λP . 

  Η απόδειξη της  Ιδιότητας 2 γίνεται με μαθηματική επαγωγή: Προφανώς το  )(1 λP έχει 

μοναδική, πραγματική και απλή ρίζα το  1a . Ας μελετήσουμε τις ρίζες του  )(2 λP . Επειδή  

)()()()()( 112121
2

11122 γβλλγβλλλ −++−=−−−= aaaaaaP , 

η διακρίνουσα  Δ  του  )(2 λP είναι ίση με  11
2

21 4)( γβ+−=Δ aa και, εφόσον  011 >γβ ,   θα 

είναι  0>Δ   και  το  τριώνυμο  )(2 λP θα  έχει  δύο  απλές  πραγματικές  ρίζες.  Μάλιστα  επειδή 

0)( 1112 <−= γβaP , η ρίζα  1a  του  )(1 λP θα περιέχεται στο διάστημα μεταξύ των δύο ριζών 

του  )(2 λP ,  δεδομένου ότι ο συντελεστής  του  2λ στην  τριωνυμική  έκφραση  του  )(2 λP είναι 

θετικός.  

  Ας  υποθέσουμε  τώρα  ότι  η  ιδιότητα  είναι  αληθής  για  τα  πολυώνυμα 

)(3 λP , )(4 λP ,…, )(λnP  και δείξουμε ότι παραμένει αληθής και για το  )(λnP . Προς τούτο, ας 

συμβολίσουμε με:  

  121 ,...,, +nttt   τις ρίζες του πολυωνύμου  )(1 λ+nP , 

      nsss ,...,, 21    τις ρίζες του πολυωνύμου  )(λnP , 

      121 −nr,...,r,r   τις ρίζες του πολυωνύμου  )(1 λ−nP . 
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  Τότε, σύμφωνα με την επαγωγική υπόθεση, ισχύει:  

nnn srs...srsrs <<<<<<<< −− 1132211 , 

ενώ, προφανώς, είναι:  

),)...(()()( 21 λλλλ −−−= nn sssP  

).)...(()()( 1211 λλλλ −−−= −− nn rrrP  

  Χρησιμοποιώντας  τις  δύο  τελευταίες  ισότητες,  αλλά  και  την  βασική  σχέση 

)()()()( 111 λγβλλλ −++ −−= nnnnnn PPaP , βρίσκουμε ότι: 

),)...(())...(()()( 11111 λλγβλλλλ −−−−−−= −++ nnnnnn rrssaP  

και ειδικότερα, όταν  js=λ   )21( n,...,,j = , έχουμε:  

43421444 3444 21
0

1

1 τουαυτό
μοέχει πρόση

111 )()()(0)(

1
>

−−+ −−−−= jnjjjnnjn srsrsrsP

-n)(- 

γβ . 

  Επειδή  από  την  υπόθεση,  00 <−⇔> nnnn γβγβ ,  έπεται  ότι  το  πρόσημο  του 

αριθμού  )(1 jn sP +   είναι  αυτό  του  αριθμού  n)1(− .  Επομένως  ,  υπάρχει  μία  ρίζα  του 

)(1 λ+nP ανάμεσα σε δύο διαδοχικές ρίζες του  )(λnP , δηλαδή:  

nnn stsststs <<<<<<<< −133221 ... . 

  Επί  πλέον,  ο  όρος  με  τον  μεγαλύτερο  βαθμό  δύναμης  του  )(1 λ+nP είναι  ο  όρος 

11)1( ++− nn λ , με συνέπεια οι αριθμοί  )(1 λ+nP να τείνουν προς το  ∞+  όταν τα αντίστοιχα  λ  

τείνουν προς το  ∞− .  

  Καθώς όμως  0)( 11 <+ sPn , υπάρχει μια ρίζα  1t  του  )(1 λ+nP μικρότερη από το  1s : 

11 st < . 
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  Από την άλλη μεριά, το πρόσημο του αριθμού  )(1 nn sP + είναι το ίδιο με το πρόσημο του 

αριθμού  n)1(− , ενώ οι αριθμοί  )(1 λ+nP  τείνουν προς το  )()1( 1 +∞×− +n όταν τα αντίστοιχα  λ  

τείνουν προς  το  ∞+ , με συνέπεια να υπάρχει μία ρίζα  1+nt του  )(1 λ+nP  μεγαλύτερη από το 

ns :  

1+< nn ts . 

  Τελικά, ισχύει:  

132211 ... +<<<<<<<< nnn tsttstst , 

που ολοκληρώνει την απόδειξη της Ιδιότητας 2. 

  Όσον  αφορά  στην  απόδειξη  της  Ιδιότητας  3,  επισημαίνουμε  μόνον  ότι  η  ακολουθία 

πολυωνύμων  )(),...,(),( 10 λλλ nPPP είναι  μία  ακολουθία  Sturm:  ο  αριθμός  των  ριζών  που 

ανήκουν στο ανοικτό διάστημα  [,] ba είναι ίσος με  )()( bVaV − . 

  Πριν  προχωρήσουμε  στις  μεθόδους  αναγωγής  τετραγωνικού  πίνακα  σε  όμοιό  του, 

τριδιαγώνιο πίνακα,  κρίνουμε απαραίτητο  να  προβούμε  σε  κάποιες  πρόσθετες  επισημάνσεις 

και σχόλια.  

  Καταρχήν,  εάν  ο  τριδιαγώνιος  πίνακας  Α  είναι  συμμετρικός  και  τέτοιος  ώστε 

,0 jj ∀≠β   τότε  οι  τρεις  προηγούμενες  ιδιότητες  επαληθεύονται,  γιατί  ⇒= jj βγ  

0.2 >= jjj βγβ   

  Ακόμη,  θυμίζουμε  ότι  μία  ακολουθία  πολυωνύμων  είναι  ακολουθία  Sturm,  εάν  δύο 

διαδοχικά πολυώνυμα της ακολουθίας δεν μηδενίζονται στα ίδια σημεία και εάν σε κάθε ρίζα 

ενός  πολυωνύμου  της  ακολουθίας  τα  δύο  προσκείμενα  σ’  αυτό  πολυώνυμα  έχουν  αντίθετα 

πρόσημα.  

  Εξ’  άλλου,  εάν  κανείς  θελήσει  να  υπολογίσει  το  χαρακτηριστικό  πολυώνυμο  )(λnP , 

χρησιμοποιώντας την επαγωγική σχέση:  
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),()()()( 2111 λγβλλλ −−−− −−= nnnnnn PPaP  

είναι υποχρεωμένος να ξαναρχίζει τους υπολογισμούς για κάθε τιμή του λ .  

  Μπορούμε να αποφύγουμε την επίπονη αυτή διαδικασία, υπολογίζοντας μία και μόνον 

φορά τους συντελεστές του  )(λnP όπως ακολούθως.  

  Θέτουμε:  

( ) )()(
1

1)(
1

)(
0 ... n

n
n

n
nnnn

n AAAAP ++++= −
− λλλλ , 

και χρησιμοποιούμε την επαγωγική σχέση, προκειμένου να βρούμε: 
)1(

2
)(
11

)()1( −
−−+

+ −−= n
jnn

n
jn

n
j

n
j AAaAA γβ      )1,...,1,0( += nj , 

με: 

  ,
1

)(
1 ∑ =

−=
n

i i
n aA  

  0)( =p
jA  εάν  pj >   και   1)(

0 =nA . 

  Τέλος,  ο  υπολογισμός  των  ιδιοδιανυσμάτων  ενός  τριδιαγώνιου  πίνακα  A   είναι 

ιδιαίτερα απλός:  

  Έστω  λ  μία ιδιοτιμή του  A  και έστω  ),...,( 1 nxxx =   το αντίστοιχο  ιδιοδιάνυσμα του 

A . Τότε, η εξίσωση  xxA ⋅=⋅ λ  γράφεται ισοδύναμα υπό την μορφή: 

0)( 2111 =⋅+⋅− xxa βλ , 

0)( 322211 =⋅+⋅−+⋅ xxax βλγ , 

0)( 433322 =⋅+⋅−+⋅ xxax βλγ , 

………………………………………. 

0)( 11122 =⋅+⋅−+⋅ −−−−− nnnnnn xxax βλγ , 

0)(11 =⋅−+⋅ −− nnnn xax λγ . 

  Επιλέγοντας  11 =x   (ή  1=nx ),  το  σύστημα  λύνεται  αμέσως.  Πρέπει  ωστόσο  να 

προληφθούν ορισμένες καταστάσεις προκειμένου να μην γίνουν λάθη στρογγύλευσης. 
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ΙΙ.4.1. Η ΜΕΘΟΔΟΣ LANCZOS 

  Η  μέθοδος  αυτή,  αναγωγής  τυχαίου  πραγματικού  πίνακα  A   διάστασης  n ,  σε  όμοιό 

του, τριδιαγώνιο  B , επινοήθηκε το 1950  από τον Lanczos.  

  Δοθέντων δύο τυχαίων διανυσμάτων   x n }0{−∈R και  }0{−∈ ny R , θέτουμε: 

  nx R∈=  0:)0( ,    ny R∈=  0:)0( , 

  xx =:)1( ,                 yy =:)1( , 

και μετά, για κάθε  ,...,2,1=k  υπολογίζουμε τα διανύσματα: 

        )1(
1

)()()1( −
−

+ ⋅−⋅−⋅= k
k

k
k

kk xbxxAx a  

και:   

)1(
1

)()()1( −
−

+ ⋅−⋅−⋅= k
k

k
k

kTk ybyyAy a , 

όπου: 

00 =b  

και:  

( ) ( )

〉〈
〉⋅〈

=
〉〈
〉⋅〈

= −−

−

)1()1(

)1(

)()(

)(

    , kk

kk

kkk

kk

k yx
yxAb

yx
yxAa     ,...)2,1( =k . 

Θεώρημα II.4.1.1. Για κάθε  ,...2,1=i  και   ,...,2,1=j  εάν  ji ≠ , ισχύει  

0)()( =〉〈 ji yx . 

Απόδειξη. Προφανώς, είναι: 

0)0()1()1()0( =〉〈=〉〈 yxyx . 

Επί πλέον, έχουμε: 
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0)1()1(
)1()1(

)1()1(
)1()1()1()1(

1
)1()1()2( =〉〈

〉〈
〉⋅〈

−〉⋅〈=〉⋅−⋅〈=〉〈 yx
yx

yxAyxAyxxAyx a  

και: 

0// )1()1(
)1()1(

)1()1(
)1()1()1(

1
)1()1()2()1( =〉〈

〉〈
〉⋅〈

−〉⋅〈=〉⋅−⋅〈=〉〈 yx
yx

yxAyAxyyAxyx TT a  

  Ας υποθέσουμε τώρα πως έχει ήδη αποδειχθεί ότι:  

0)1()()()1( =〉〈=〉〈 ++ pppp yxyx ,    για   1,...,1,0 −= ip . 

Τότε:  

〉〈−〉〈−〉⋅〈=〉〈 −
−

+ )1()(
1

)()()()()1()( / ii
i

ii
i

iTiii yxbyxyAxyx a  

           

,0

0)()(
)()(

)()(
)()(

=

−〉〈
〉〈
〉⋅〈

−〉⋅〈= ii
ii

ii
iTi yx

yx
yxAyAx

 

και: 

  〉〈−〉〈−〉⋅〈=〉〈 −
−

+ )()1(
1

)()()()()()1( / ii
i

ii
i

iiii yxbyxyxAyx a  

           

,0

0)()(
)()(

)()(
)()(

=

−〉〈
〉〈
〉⋅〈

−〉⋅〈= ii
ii

ii
ii yx

yx
yxAyxA

 

και με όμοιο τρόπο:  

0)2()0()0()2( =〉〈=〉〈 yxyx , 

και  

   〉⋅−⋅−⋅〈=〉〈 )1(
1

)2()2()1()3()1( ybyyAxyx T
2a  

〉〈
〉〈
〉〈

−〉〈−〉⋅〈= )1()1(
)1()1(

)1()2(
)2()1()2()1( . yx

yx
yxAyxyAx T

2a  
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〉⋅〈−〉⋅〈= )1()2()2()1( yxAyxA  

〉⋅⋅−⋅〈−〉⋅−⋅⋅〈= )1()1()1(2)1()1()1( yxAxAyyAxA T
11 aa  

0

)1()1()1()1(2)1()1()1()1(2

=
〉⋅〈+〉⋅〈−〉⋅〈−〉⋅〈= yxAyxAyxAyxA 11 aa
 

και: 

.0                   

                   )1()1(
)1()1(

)1()2(
)1()2()1()2(

)1()1(
1

)2(
2

)2()1()3(

=

〉〈
〉〈
〉⋅〈

−〉〈−〉⋅〈=

〉⋅−⋅−⋅〈=〉〈

yx
yx

yxAyxyxA

yxbxxAyx

2a

a

 

  Ας υποθέσουμε, ακόμη, πως ήδη έχει αποδειχθεί ότι: 

  0)1()1()1()1( =〉〈=〉〈 +−−+ pppp yxyx ,  για  .1,...,1,0 −= ip  

Τότε:  

  〉〈−〉〈−〉⋅〈=〉〈 −−
−

−−+− )1()1(
1

)()1()()1()1()1( ii
i

ii
i

iTiii yxbyxyAxyx a  

                〉⋅〈−−〉⋅〈= −− )1()()()1( 0 iiii yxAyxA  

               
〉⋅⋅−⋅⋅−⋅〈−

〉⋅−⋅−⋅⋅〈=
−−

−
−

−
−

−
−

−
−

−−

)1()2(
2

)1(
1

)1(2

)2(
2

)1(
1

)1()1(

   ii
i

i
i

i

i
i

i
i

iTi

yxAbxAxA

ybyyAxA

a

a
 

               

〉⋅〈+〉⋅<+

〉⋅〈−〉⋅〈−

〉〈−〉⋅⋅〈=

−−
−

−−
−

−−−−
−

−−
−

−−

)1()2(
2

)1()1(
1

)1()1(2)2()1(
2

)1()1(
1

)1()1(

   

   
ii

i
ii

i

iiii
i

ii
i

iTi

yxAbyxA

yxAyxAb

yxyAxA

a

a

 

                〉⋅〈−〉⋅〈= −−
−

−−
−

)2()1(
2

)1()2(
2

ii
i

ii
i yxAbyxAb  

                  ……………………………………………………….. 
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0

)(... )0()1()1()0(
032

=
〉⋅〈−〉⋅〈= −− yxAyxAbbb ii  

και: 

  〉〈−〉〈−〉⋅〈=〉〈 −−
−

−−−+ )1()1(
1

)1()()1()()1()1( ii
i

ii
i

iiii yxbyxyxAyx a  

                

.0

0. )1()1(
)1()1(

)1()(
)1()(

=

〉〈
〉〈
〉⋅〈

−−〉〈= −−
−−

−
− ii

ii

ii
ii yx

yx
yxAyxA

 

  Έτσι   )2()()1()1( −−+ ⊥⊥⊥ iiii yxyx , και επομένως:  

0)2()1( =〉〈 −+ ii yx . 

Ομοίως, αποδεικνύεται ότι: 

0)1()2( =〉〈 +− ii yx . 

Με αυτόν τον τρόπο, βήμα‐βήμα, ολοκληρώνεται η Απόδειξη του Θεωρήματος. ■  

Πόρισμα II.4.1.2.     0)1()1( == ++ nn yx . ■ 

(Πραγματικά,  όπως  είναι  γνωστό,  μέσα  σ’  ένα  διανυσματικό  χώρο  διάστασης  n   δεν  είναι 

δυνατόν  να  υπάρχουν  περισσότερα  από  n   το  πλήθος  διανύσματα  ορθογώνια  προς  ένα 

δεδομένο διάνυσμα του χώρου.) 
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  Μετά  απ’  όσα  προηγήθηκαν,  είμαστε  σε  θέση  να  εξηγήσουμε  την  ανάπτυξη  της 

μεθόδου Lanczos.  

  Είναι φανερό ότι οι επαγωγικές σχέσεις: 

)1(
1

)()()1( −
−

+ ⋅−⋅−⋅= k
k

k
k

kk xbxxAx a      

     )1(
1

)()()1( −
−

+ ⋅−⋅−⋅= k
k

k
k

kTk ybyyAy a , 

μπορούν να γραφούν ισοδύναμα υπό την μορφή: 

)1()()1(
1

)( +−
− +⋅+⋅=⋅ kk

k
k

k
k xxxbxA a  

)1()()1(
1

)( +−
− +⋅+⋅=⋅ kk

k
k

k
kT yyybyA a  

για κάθε  ,...2,1=k   

  Εισάγοντας τώρα τους τρεις τετραγωνικούς πίνακες: 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

−

n

nn b

b
b

b

B

a
aO

a
Oa

a

1-

3

2

1

1
1

1
1

1

3

2

1

OOO

OOO , 

)...,( )()2()1( nx,x,xX =  

και  

)...,( )()2()1( ny,y,yY = , 

βλέπουμε ότι οι προηγούμενες σχέσεις γράφονται ισοδύναμα ως εξής: 
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XAXBBXXA ⋅⋅=⇔⋅=⋅ −1  

1−⋅⋅=⇔⋅=⋅ YAYBYBAY TT . 

  Αυτό σημαίνει ότι οι πίνακες  A  και  B  είναι όμοιοι, ενώ επί πλέον ο πίνακας  B  είναι 

τριδιαγώνιος. Θέτοντας: 

,)(   ,   1)( 10 λλλ −== 1aPP  

και κατασκευάζοντας την ακολουθία:  

  ),()()()( 111 λλλλ −++ −−= kkkkk PbPP a  για    ,n,...,,k 121 −=   

το πολυώνυμο  )(λnP  είναι το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του πίνακα  A .  

  Από αριθμητικής άποψης, αυτή η μέθοδος είναι αρκετά γρήγορη, όμως η ακρίβειά της 

είναι  αμφισβητήσιμη  για  πίνακες  μεγάλων  διαστάσεων.  Αυτό  οφείλεται  στο  γεγονός  ότι  η 

διορθογωνιότητα των ακολουθιών  

):( 0
)( N∈ix i  και  ( ) ):( 0N∈iy i  

είναι αριθμητικά αβέβαιη, κυρίως όταν οι συνιστώσες των διανυσμάτων  )()(    και    ii yx  είναι 

αρκετά μικρές.  

  Μπορούμε  να  ελαττώσουμε  αυτή  την  ενδεχόμενη  απώλεια  ακριβείας,  διορθώνοντας 

τα διανύσματα  )(ix   σε  κάθε επανάληψη και θεωρώντας  τα ελαφρώς  τροποποιημένα από  τα 

αρχικά διανύσματα: 

( ) ∑ −

=
⋅−=

1

1
)(

,
)( ,i

j
j

ji
ii xxx γ  

όπου: 
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〉〈
〉〈

= )()(

)()(

, jj

ji

ji yx
yxγ  . 

  Τότε, όπως εύκολα διαπιστώνεται, ισχύει πάλι: 

0)()( =〉〈 ji yx   όταν ,ji ≠  

  Όπως έχει ήδη επισημανθεί, έχουμε ιδιαίτερο κίνητρο να οδηγηθούμε σε τριδιαγώνιο 

πίνακα Β που να είναι συμμετρικός.  

  Προς τούτο, ο Durand πρότεινε μία παραλλαγή της μεθόδου Lanczos που καταλήγει σε 

συμμετρικό τριδιαγώνιο πίνακα.  

  Σύμφωνα μ’ αυτήν την παραλλαγή, θέτουμε: 

    ,00 (0))0( nn y       ,x RR ∈=∈=  

,)1((1))1()1( nn ey       ,ex RR ∈=∈=  

και: 

      ( ) ( ) −⋅=⋅ + kk
k xAxb 1

ka ( ) ( )1
1

−
− ⋅−⋅ k

k
k xbx  

      )1(
1

)()()1( −
−

+ ⋅−⋅−⋅=⋅ k
k

k
k

kTk
k ybyyAyb a  

για κάθε  ,...,2,1=k όπου οι αριθμοί  ka  και  kb  είναι επιλεγμένοι έτσι ώστε να ισχύει: 

⎩
⎨
⎧

≠
≠

==〉〈
,      0

      1
,

)()(

ji
ji

yx ji
ii

   εάν  
   εάν  

δ  

δηλαδή έτσι ώστε: 

〉⋅〈= )()( / kk
k yxAa  

και: 
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.// )()1()()( 〉⋅〈=〉⋅〈= + kkkk
k yxAyxAb  

  Αυτό σημαίνει ότι τα  ka  και  kb  συσχετίζονται μεταξύ τους όπως ακολούθως: 

−〉⋅⋅〈= )()( /( kk
k yAxAb ,) 2

122
kk b−a  

με: 

0.0 =b  

  Τότε, θεωρώντας τους πίνακες:  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
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⎝

⎛

=

−

−−−

nn

nnn

b
bb

bb
bb

b

B

a
aO

a
Oa

a

1

112

332

221

11

OOO
 

και:  

)...,( )()2()1( nx,x,xX = , 

αποδεικνύεται αμέσως ότι: 

⋅= −1XB XA ⋅ . 

  Αυτή  η  μέθοδος  παρουσιάζει  την  δυσκολία  ότι  ο  υπολογισμός  των  αριθμών  kb  

προϋποθέτει την χρησιμοποίηση σύνθετων και πολύπλοκων αριθμητικών πράξεων.  

  Επί πλέον, εάν ένα από τα  κb  είναι  ίσο με μηδέν,  τότε ο υπολογισμός των  )1( +kx  και 

)1( +ky  είναι αδύνατος.  

  Εν τούτοις, σ’ αυτήν την τελευταία περίπτωση, η ορίζουσα  )det( I⋅− λB  διασπάται σε 

γινόμενο δύο άλλων οριζουσών. 
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ΙΙ.4.2.ΟΙ ΜΕΘΟΔΟΙ GIVENS ΚΑΙ HOUSEHOLDER 

  Όπως επισημάνθηκε στις Παρατηρήσεις  ΙΙ.3.1.1.(iii) και  II.3.2.1.  (ii), όταν ο πίνακας  A  

είναι  συμμετρικός,  μπορούμε  να  χρησιμοποιήσουμε  τις  μεθόδους  Givens  και  Householder 

προκειμένου να πετύχουμε την αναγωγή του πίνακα Α σε τριδιαγώνια μορφή.  

  Σε μία τέτοια περίπτωση, η συμμετρία των πινάκων, που προκύπτουν κατά τα διάφορα 

στάδια  της  αναγωγής,  είναι  ο  λόγος  που  περιορίζει  σημαντικά  τον  απαιτούμενο  συνολικό 

αριθμό πολλαπλασιασμών που υπεισέρχεται στους υπολογισμούς.  

  Έτσι,  όταν  ο  A   είναι  συμμετρικός  nn×   πίνακας,  η  αναγωγή  του  σε  τριδιαγώνια, 

συμμετρική και όμοια μορφή απαιτεί:  

  3

3
4 n  περίπου πολλαπλασιασμούς, εάν εφαρμοστεί η μέθοδος Givens,  

και 

  3

3
2 n  πολλαπλασιασμούς, εάν εφαρμοστεί η μέθοδος Householder. 

  Γι’ αυτό, στην πράξη χρησιμοποιείται πάντοτε η μέθοδος Householder. Παρ’ όλα αυτά, 

η έκθεση της μεθόδου Givens δεν είναι άχρηστη, γιατί οι μέθοδοι Jacobi και Greenstadt για τον 

υπολογισμό των ιδιοτιμών πίνακα είναι παραλλαγές της μεθόδου Givens. Η μελέτη αυτών των 

μεθόδων θα αποτελέσει το αντικείμενο του επόμενου Εδαφίου.  
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ΙΙ.5. ΟΙ ΜΕΘΟΔΟΙ ΔΙΑΣΠΑΣΗΣ  

  Πολλές μέθοδοι υπολογισμού ιδιοτιμών ενός τετραγωνικού πίνακα  A  στηρίζονται στην 

ίδια βασική ιδέα: στην διάσπαση του πίνακα  A  σε γινόμενο δύο άλλων τετραγωνικών πινάκων 

B  και C , δηλαδή στην έκφραση  CBA ⋅= . 

  Εάν ο  B  είναι αντιστρέψιμος, τότε  ABC ⋅= -1  και  BABBC ⋅⋅=⋅ -1 . Αυτό σημαίνει 

ότι οι πίνακες  A  και  BC ⋅  είναι όμοιοι.  

  Εάν διασπάσουμε τον πίνακα  BC ⋅  σε γινόμενο δύο νέων πινάκων,  και συνεχίσουμε 

περαιτέρω τις διασπάσεις, θα οδηγηθούμε στις ακόλουθες εκφράσεις: 

      000 CBAA ⋅==  

        11001 CBBCA ⋅=⋅=  

      ………………………………………… 

        kkkkk CBBCA ⋅=⋅= −− 11  

      111 +++ ⋅=⋅= kkkkk CBBCA  

        …………………………………………. 

  Όλοι οι πίνακες  kA  είναι όμοιοι με τον πίνακα  A . Επομένως, για να υπολογισθούν οι 

ιδιοτιμές του  A , αρκεί οι διασπάσεις να έχουν επιλεγεί έτσι ώστε: 

1o). Η ακολουθία των πινάκων  kA να συγκλίνει προς έναν τετραγωνικό πίνακα, που 

θα συμβολίζεται με  ∞A , καθώς  ∞→k . (Αυτό σημαίνει πως εάν  ( )
nji

k
jik aA ≤≤= ,1, )(  και 

( )
∞≤≤

∞
∞ = jijiaA ,1, )( , τότε: 

( ) ( )∞

∞→
= ji

k
jik

aa    ,,lim  

  για κάθε  n,...,,i 21=  και για κάθε  .),...,2,1 nj =  

2o). Ο υπολογισμός των ιδιοτιμών του πίνακα  ∞A  να είναι απλός και εύκολος. 
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  Ας  εξετάσουμε  πρώτα  κάποιες  γενικές  ιδιότητες  των  μεθόδων  διάσπασης. 
  Θέτουμε: 

kk BBBP ...: 10 ⋅=   και   01...: CCCQ kk ⋅= . 

Τότε, είναι σαφές ότι: 

kkkkkk PAPBABA ⋅⋅==⋅⋅= −−
+

11
1 ... , 

και κατά συνέπεια η σύγκλιση των πινάκων  kA εξασφαλίζεται από την σύγκλιση των πινάκων 

kP .  

  Θέτοντας: 

kk PP ∞→∞ = lim: , 

και, χρησιμοποιώντας τον ορισμό του  kP , διαπιστώνουμε ότι:  

I=⋅=⋅= ∞
−
∞

−
−∞→∞→ PPPPB kkkkk

11
1limlim , 

κι επειδή  kkk C.BA =  θα είναι: 

kkkkkkkk CCBAA ∞→∞→∞→∞→∞ =⋅== limlimlimlim . 

Άρα, οι διασπάσεις αρκεί να επιλεγούν με τέτοιο τρόπο ώστε οι ιδιοτιμές των πινάκων  kC  να 

υπολογίζονται εύκολα. Το τελευταίο συμβαίνει όταν οι πίνακες  kC  είναι άνω τριγωνικοί, οπότε 

οι ιδιοτιμές τους είναι ακριβώς τα στοιχεία των διαγωνίων τους. 

  Μέχρι  τώρα,  ακριβώς  δύο  διασπάσεις  CBA ⋅= ,  με  τον  C   άνω  τριγωνικό  πίνακα, 

είναι γνωστές:  

 Η διάσπαση  LU , που οδηγεί στην μέθοδο Gauss για την επίλυση τετραγωνικών 

συστημάτων γραμμικών εξισώσεων. (Ο πίνακας  L  είναι κάτω τριγωνικός, με όλα 

τα  στοιχεία  της  κυρίας  διαγώνιάς  του  ίσα  με  1,  και  ο  πίνακας  U   είναι  άνω 

τριγωνικός).  

 Η  διάσπαση  QU   του  Householder.  (Ο  πίνακας  Q   είναι  ορθογώνιος,  ενώ  ο 

πίνακας U  είναι άνω τριγωνικός). 
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  Οι  μέθοδοι  που  θα  αναπτύξουμε  στην  συνέχεια  στηρίζονται  σ’  αυτές  τις  δύο 

διασπάσεις.  

  Η  πρώτη  διάσπαση  οδηγεί  στον  αλγόριθμο  LR ,  που  οφείλεται  στον  Rutishauser 

(1955 ).  

  Η  δεύτερη  διάσπαση οδηγεί  στον αλγόριθμο  QR ,  που  επινοήθηκε από  τους  Francis 

και Kublanovskaya το 1961, και στην μέθοδο Jacobi (1846 ) που αφορά στην περίπτωση που ο 

πίνακας  A  είναι συμμετρικός. 

  Προτού προχωρήσουμε στην ανάπτυξη αυτών των μεθόδων και αλγορίθμων, κρίνουμε 

ότι είναι χρήσιμο να προβούμε στην παράθεση κάποιων αξιοσημείωτων παρατηρήσεων.  

  Καταρχάς,  όπως  ήδη  αναφέρθηκε,  ισχύει  ότι  kkk BABA ⋅⋅= −
+

1
1 .  Η  γνώση  των 

πινάκων  kC   δεν  είναι  λοιπόν  απαραίτητη  για  την  λειτουργία  του  αλγορίθμου.  Άλλωστε  θα 

δούμε ότι το σκεπτικό της μεθόδου Jacobi στηρίζεται σ’ αυτήν ακριβώς την παρατήρηση και την 

συμμετρία του πίνακα  A . 

  Ακόμη, ας σημειωθεί ότι:  

11 −− ⋅⋅⋅=⋅ kkkkkk QCBPQP  

        11 −− ⋅⋅= kkk QAP  

      11
1
11 )( −−

−
−− ⋅⋅⋅⋅= kkkk QPAPP  

      11 −− ⋅⋅= kk QPA  

    22
2

−− ⋅⋅= kk QPA  

      ………………………………. 

        1+= kA , 

δηλαδή το γινόμενο  kk QP ⋅  είναι μία διάσπαση του πίνακα  1+kA . 

  Η  τελευταία παρατήρηση που θα  κάνουμε αναφέρεται  στα  ιδιοδιανύσματα: Εάν  ( )iz  

είναι το ιδιοδιάνυσμα του  A , που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή  iλ , τότε το διάνυσμα: 

( ) ( )ii zPw ⋅= −1 , 
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όπου  P  είναι τυχαίος τετραγωνικός, αντιστρέψιμος πίνακας που έχει τις ίδιες διαστάσεις με 

τον  A ,  είναι  ιδιοδιάνυσμα  του  πίνακα  PAP ⋅⋅−1   που  αντιστοιχεί  στην  ιδιοτιμή  iλ . 

Πράγματι: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ).)( 1

11

i
i

i

i
i

i

i
i

ii
i

i

wwPAP

wPPwPAP

wPwPAzzA

⋅=⋅⋅⋅⇔

⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⇔

⋅⋅=⋅⋅⇔⋅=⋅

−

−−

λ

λ

λλ

 

  Η τελευταία ισότητα αποδεικνύει τον παραπάνω ισχυρισμό.  

  Στο θέμα μας, η παρατήρηση αυτή εξυπηρετεί την πρόσθεσή μας να υπολογίσουμε τα 

ιδιοδιανύσματα  του  πίνακα  A .  Συγκεκριμένα,  από  την  στιγμή  που  έχουν  υπολογισθεί  οι 

ιδιοτιμές  του  ∞A ,  καθώς  και  τα  αντίστοιχα  ιδιοδιανύσματα  του  ( )iw ,  μπορούμε  αμέσως  να 

υπολογίσουμε τα ιδιοδιανύσματα του  A  θέτοντας: 

( ) ( )ii wPz ⋅= ∞: . 

ΙΙ.5.1. Η ΜΕΘΟΔΟΣ JACOBI 

  Η μέθοδος Jacobi εφαρμόζεται σε πραγματικούς, συμμετρικούς πίνακες. Έστω  A ένας 

τέτοιος πίνακας.  

  Όπως  επισημάνθηκε  στις  προηγούμενες  παρατηρήσεις,  μπορούμε  να  θέσουμε  σε 

λειτουργία  μία  μέθοδο  διάσπασης  χρησιμοποιώντας  μόνον  τους  πίνακες  kB   και  τους 

αντίστροφούς τους. Σαν πίνακες  kB επιλέγουμε τους ορθογώνιους πίνακες της μορφής: 
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1

O
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MOM

MM

LLL

O

θθ

θθ

 

    ↑↑                                       

                  p          q 

που έχουν όλα τα υπόλοιπα στοιχεία τους ίσα με μηδέν.  

  Μπορεί εύκολα να επαληθευτεί ότι  

T
kk BB =−1  

και ότι όλοι οι πίνακες  kA  που προκύπτουν είναι συμμετρικοί.  

  Επίσης,  ότι  κατά  το  πέρασμα  από  τον  πίνακα  kA   στον  1+kA ,  τα  μόνα  στοιχεία  που 

μεταβάλλονται είναι τα στοιχεία των γραμμών και των στηλών p και q. 

  Ας συμβολίσουμε με  ( )k
j,ia  τα στοιχεία του  kA .  

Τότε: 
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  ( ) ( )k
j,i

k
j,i aa =+1 , εάν  pi ≠  και  qj ≠  

  ( ) ( ) ( ) θθ sincos ,,
1

,
k
pi

k
pi

k
pi aaa +=+ , εάν  qpi ,≠  

  ( ) ( ) ( ) θθ cossin ,,
1

,
k
qi

k
pi

k
qi aaa +−=+ , εάν  qpi ,≠  

  ( ) ( ) ( ) ( ) θθθθ 2
,,

2
,, sincossin2cos k

qq
k

qp
k

pp
k

qp aaaa ++=+1  

  ( ) ( ) ( ) ( ) θθθθ 2
,,

2
,, coscossin2sin k

qq
k

qp
k

pp
k
qq aaaa +−=+1  

  ( ) ( ) ( ) θθ sincos ,,,
k

jq
k

jp
k

jp aaa +=+1 , εάν  q,pj ≠  

  ( ) ( ) ( ) θaθaa k
jq

k
jq

k
jq cos.sin. ,,
1

, +−=+ , εάν  q,pj ≠  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 ++ =−+−= k
pq

k
qp

k
pp

k
qq

k
qp aaaaa ,

22
,,,, )sin(coscossin)( θθθθ . 

  Βλέπουμε λοιπόν ότι εάν ένας πίνακας  kA  είναι συμμετρικός τότε και ο πίνακας  1+kA  

είναι συμμετρικός.  

  Η  γωνία  θ  επιλέγεται  με  τέτοιον  τρόπο  ώστε  τα  στοιχεία  ( )1
,
+k
qpa   και  ( )1

,
+k
pqa   να 

μηδενίζονται, δηλαδή έτσι ώστε: 

( ) ( ) ( ) )cos(sincossin)( 22
.,, θθθθ −=− k
qp

k
pp

k
qq aaa . 

  Διαιρώντας μάλιστα και τα δύο μέλη της παραπάνω ισότητας με  θ2cos− , βρίσκουμε 

ότι η γωνία θ πρέπει να επιλεγεί έτσι ώστε: 

( ) ( ) ( ) )tg1(tg)( 2
,,, θθ −=− k
qp

k
qq

k
pp aaa , 

ή ισοδύναμα (επειδή  θθθ tg2)tg1(tg2 2 =− ): 
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( )

( ) ( ) r
aa

a
k
qq

k
pp

k
qp =

−
=

,,

,2
2θtg , 

ή ακόμη: 

2/1

21
11

2
2cos ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
+=

r
θ . 

  Εάν  ( ) ( )k
qq

k
pp aa ,, = , τότε παίρνουμε: 

4
πθ = . 

  Οι αριθμοί  p  και  q  μεταβάλλονται σε κάθε επανάληψη. Έτσι ενώ τα στοιχεία  ( )1
,
−k
qpa  

και  ( )1
,
−k
pqa   είχαν μηδενισθεί  κατά  την  ( )−−1k επανάληψη,  τα στοιχεία  ( )k

qpa ,   και  ( )k
pqa ,   δεν θα 

έχουν απαραίτητα μηδενισθεί μετά από την k‐ επανάληψη.  

  Εν  τούτοις,  επαναλαμβάνοντας  την  μέθοδο  για  όλα  τα  ζεύγη  ( )qp,   με  qp ≠ , 

καταφέρνουμε  λίγο‐λίγο  να  μηδενίσουμε  όλα  τα  στοιχεία  που  βρίσκονται  έξω  από  την 

διαγώνιο.  

  Επομένως, οι πίνακες  kA  θα συγκλίνουν προς ένα πίνακα διαγώνιο, όμοιο με τον  A .  

  Οι ιδιοτιμές θα βρίσκονται λοιπόν επί της διαγωνίου αυτού του πίνακα. Αυτό ακριβώς 

θα δείξουμε τώρα.  

  Θέτουμε: 

( )∑
≠
==

n

ji
ji

k
jik aAN 1,

2
, )(:)( . 

  Όταν  περνάμε  από  τον  πίνακα  kA   στον  1+kA ,  τα  μόνα  στοιχεία  που  μεταβάλλονται 

είναι τα στοιχεία των γραμμών και στηλών  p  και  q .  
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  Επειδή  οι  πίνακες  είναι  συμμετρικοί,  αρκεί  να  ενδιαφερθούμε  αποκλειστικά  για  τις 

στήλες (ή τις γραμμές)  p  και  q . Σύμφωνα με τις προηγούμενες σχέσεις, διαπιστώνουμε ότι: 

  ( ) ( )
( )∑
≠
=

++ +
n

qpi
i

k
pi

k
pi aa

,
1

21
,

21
, ))()((  

  ( ) ( ) ( ) ( )
( )∑
≠
=

++ ++=
n

qpi
i

k
pi

k
pi

k
pi

k
pi aaaa

,
1

221
,,,

221
, sin)(cossin2cos)( θθθθ  

    ( ) ( ) ( ) ( ) θθθθ 221
,,,

221
, cos)(cossin2sin)( ++ +−+ k

pi
k
pi

k
pi

k
pi aaaa  

( ) ( )
( )∑
≠
=

++ +=
n

qpi
i

k
pi

k
pi aa

,
1

21
,

21
, ))()(( . 

Συνεπώς: 

( ) ( ) 2
,

21
,1 )(2)()(2)( k

qpk
k

qpk aANaAN −=− +
+  

κι επειδή η γωνία θ επιλέγεται έτσι ώστε  ( ) 01
, =+k
qpa , έχουμε αποδείξει το ακόλουθο:  

Θεώρημα II.5.1.1.   ( ) 2
,1 )(2)()( k
qpkk aANAN −=+ . ■ 

Έπεται αμέσως ότι  

)()(0 1 kk ANAN ≤≤ + , 

με αποτέλεσμα η ακολουθία:  

),...)(),(),...,(),(),(( 1210 +kk ANANANANAN  

να είναι φθίνουσα και κάτω φραγμένη, άρα και συγκλίνουσα.  
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  Ας  αναζητήσουμε  το  όριό  της.  Όπως  αναφέρθηκε  πιο  πάνω,  σε  κάθε  επανάληψη  η 

επιλογή  των  p   και  q   είναι  ελεύθερη.  Στην  πράξη  συναντώνται  δύο  τρόποι  της  εκάστοτε 

επιλογής των  p  και  q :  

• ή επιλέγουμε τις τιμές εκείνες των  p  και  q  που αντιστοιχούν στο εξωδιαγώνιο στοιχείο με 

την μεγαλύτερη απόλυτη τιμή. (Πρόκειται για την επιλογή που έγινε από τον Jacobi). 

• ή  επιλέγουμε  τις  τιμές  των  p ,  q   με  κυκλική  διάταξη  ( ) ( ),...3,1,2,1 ( ) ( ),3,2,,1, n  

… ( ) ( )nnn ,1...,,2, − . 

  Θα  αναζητήσουμε  το  όριο  της  ακολουθίας  ,...)2,1,0:)(( =kAN k   μόνον  στην  πρώτη 

περίπτωση. (Η αντίστοιχη αναζήτηση στην δεύτερη περίπτωση είναι πολύπλοκη.) Έχουμε: 

( ) ( )k
jiji

k
qp aa ,, max ≠= , 

κι επομένως: 

( ) ( ( ) )  a nAN

nn

στοιχεία αεξωδιαγώνι πλήθος το k
p,q

b
k 44444444444 344444444444 21

−=

≤
2

2)( :   

δηλαδή  ( ) 2
,

2 )()()( k
qpk annAN −≤ .  Χρησιμοποιώντας  το  Θεώρημα  II.5.1.1,  αποδεικνύουμε 

λοιπόν ότι:  

)(21)(2)()( 221 kkkk AN
nn

AN
nn

ANAN ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−=

−
−≤+ , 

κι επειδή: 

1210 2 <=
−

−≤ a:
nn

,  

καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι  )()( 1
1 ANAN k

k
+

+ ≤ a , που συνεπάγεται ότι: 
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0)(lim =∞→ kk AN . 

  Άρα, ο πίνακας  ∞A  είναι διαγώνιος και όμοιος με τον  A . Σύμφωνα με την τρίτη κατά 

σειρά Παρατήρηση που παραθέσαμε στην σελίδα 108  της εισαγωγικής μας αναφοράς σχετικά 

με τις μεθόδους διάσπασης, τα ιδιοδιανύσματα του  A  είναι οι στήλες του πίνακα: 

)...(lim 10 kk BBBP ⋅⋅⋅= ∞→∞ , 

γιατί τα ιδιοδιανύσματα του  ∞A  είναι τα διανύσματα  ( ) ( ) ( )neee ,...,, 21  της κανονικής βάσης του 

nR . 

  Στην πράξη, σταματάμε τις επαναλήψεις όταν ο αριθμός  )( kAN  γίνει μικρότερος από 

κάποιο  0>ε , σταθερό και προκαθορισμένο. Όμως, αυτή η στρατηγική απέχει πολύ από το να 

γίνει βέλτιστη.  

  Πράγματι,  έχουν παρουσιαστεί περιπτώσεις όπου,  ενώ ο πίνακας  kA  δεν έχει ακόμα 

μετατραπεί σε διαγώνιο (υπό την έννοια ότι  ε>)( kAN ), τα στοιχεία της διαγωνίου του είναι 

ίσα με τις ιδιοτιμές του  A .  

  Το  1971,  ο  Chatelin  έδωσε  ένα  ικανοποιητικό  κριτήριο  διακοπής  των  επαναλήψεων 

διαφορετικό  από  το  προηγούμενο.  Αυτό  το  κριτήριο  έχει  αποδειχθεί  εξαιρετικά 

αποτελεσματικό. Σε ορισμένες περιπτώσεις μάλιστα επιτρέπει την μείωση από 500 σε 15 του 

αριθμού των επαναλήψεων που απαιτούνται για την επίτευξη μίας ορισμένης ακρίβειας.  

  Το αποτέλεσμα στο οποίο κατέληξε ο Chatelin είναι το ακόλουθο: 

Θεώρημα II.5.1.2. Θέτουμε:  

kkk EDA += , 
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όπου ο πίνακας  kD έχει την ίδια διαγώνια με τον  kA  και όλα τα υπόλοιπα στοιχεία του είναι 

ίσα με μηδέν, και:  

( ) ||min )(
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i
kk

i d
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t = . 

  Εάν ο πίνακας  A  έχει μόνον απλές ιδιοτιμές ( δηλαδή όχι πολλαπλές ) , τότε, για κάθε 

i  τέτοιο ώστε  1)( <k
is , ισχύει:  

  )(|| )()()(
,

i
k

k
i

k
iii eErfa ⋅≤−λ  και  )(tg )()( k

i
k

i rf≤φ , 

όπου:  

2)()(

)(
)(2

)(2
2

  ,  )11(1)( k
i

k
i

k
ik

i ts
t

rr
r

rf
+−

=−+=  

και  )(k
iφ  είναι η γωνία που σχηματίζεται από το ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή 

iλ και από το διάνυσμα που λαμβάνεται από την  −i στήλη του πίνακα  kP .■  

Παρατήρηση  ΙΙ.5.1.3.  Στην  εκφώνηση  του  προηγούμενου  Θεωρήματος,  και  πιο 

συγκεκριμένα  στον  ορισμό  του  αριθμού  )(k
is ,  χρησιμοποιήθηκε  το  σύμβολο  kE   που 

αναπαριστά την νόρμα του πίνακα  kE .  Για τον ορισμό της νόρμας πίνακα,  καθώς επίσης και 

για τις ιδιότητες της, παραπέμπουμε τον αναγνώστη στο Εδάφιο III.2. ■  
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ΙΙ.5.2. Η ΜΕΘΟΔΟΣ GREENSTADT  

  Αυτή  η  μέθοδος  παρουσιάστηκε  το  1955   από  τον  Greenstadt  και  συνιστά  μία 

γενίκευση της μεθόδου Jacobi στην περίπτωση όπου ο πίνακας  A  δεν είναι συμμετρικός.  

  Στην  μέθοδο  Jacobi,  η  γωνία θ  στην  έκφραση  των  πινάκων  kB ,  επιλεγόταν  σε  κάθε 

επανάληψη έτσι ώστε να ήταν  0)1(
, =+k
qpa . Μάλιστα,  λόγω της συμμετρίας όλων των πινάκων 

της μεθόδου, είχαμε επίσης  0)1(
, =+k
pqa .  

  Εάν  ο  πίνακας  A   δεν  είναι  συμμετρικός,  τότε  επιδιώκουμε  να  θέσουμε  τις 

προϋποθέσεις  που  θα  μας  εξασφαλίσουν  τον  μηδενισμό  μίας  τουλάχιστον  από  τις  δύο 

ποσότητες  )1(
,
+k
qpa  και  )1(

,
+k
pqa . Αυτή είναι η κεντρική ιδέα της μεθόδου Greenstadt κα η διαδοχική 

εφαρμογή της καταλήγει σε έναν τριγωνικό πίνακα  ∞A .  

  Προς τούτο θεωρούμε τους ορθογώνιους πίνακες:  
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που έχουν όλα τα υπόλοιπα στοιχεία τους ίσα με  0  και είναι τέτοιοι ώστε: 

,122 =+ cα      με  0≠α . 

Τότε: 

    qpjacaa k
jq

k
jp

k
jp ,     ,)(

,
)(

,
)1(

, ≠+=+ α , 

      ,,,)(
,

)(
,

)1(
, qpjaaca k

jq
k

jp
k

jq ≠+−=+ α  

      qpiacaa k
qi

k
pi

k
pi ,     ,)(

,
)(

,
)(

, ≠+= α , 

      qpiaaca k
qi

k
pi

k
qi ,     ,)(

,
)(

,
)1(

, ≠+−=+ α , 

      2)(
,

)(
,

)(
,

)(
,

2)1(
, )( cacaaaa k

qp
k

pp
k
qq

k
qp

k
pq −−+=+ αα , 

    2)(
,

)(
,

)(
,

)(
,

2)1(
, )( cacaaaa k

pq
k

pp
k
qq

k
qp

k
pq −−+=+ αα , 

      2)(
,

)(
,

)(
,

)(
,

2)1(
, )( cacaaaa k

qq
k
pq

k
qp

k
pp

k
pp +−+=+ αα , 

      2)(
,

)(
,

)(
,

)(
,

2)1(
, )(a cacaaa k

pp
k
pq

k
qp

k
qq

k
qq +−−=+ αα . 

  Πρόθεσή μας είναι η επιλογή των  a  και c έτσι ώστε  0)1(
, =+k
pqa , δηλαδή έτσι ώστε να 

ισχύει: 

0)( 2)(
,

)(
,

)(
,

)(
,

2 =−−+ cacaaa k
pq

k
pp

k
qq

k
pq αα  

και:  

122 =+ cα . 

  Προκειμένου να λύσουμε αυτό το σύστημα των δύο μη γραμμικών εξισώσεων με δύο 

αγνώστους, θέτουμε: 
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α
χ c
=:  και  )(

,
)(

,, :2 k
pp

k
qqpq aa −=Δ , 

οπότε η πρώτη από τις δύο εξισώσεις του συστήματος γράφεται:  
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υπό την προϋπόθεση ότι  0)(
, ≠k
qpa , ενώ η δεύτερη από τις εξισώσεις του συστήματος γράφεται 

υπό την ισοδύναμη μορφή δύο εξισώσεων: 

2
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2 )1(
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+= χα    και    χχ 2
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2 )1(
−

+=c . 

  Αυτήν την φορά θέτουμε:  
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Αντίθετα με ότι συμβαίνει στην μέθοδο Jacobi , μπορεί να συμβεί:  

)()( 1 kk ANAN >+ , 

με αποτέλεσμα η σύγκλιση της μεθόδου Greenstadt να μην είναι εξασφαλισμένη. Όταν όμως 

αυτή η μέθοδος συγκλίνει, τότε η σύγκλιση είναι πολύ γρήγορη.  
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ΙΙ.5.3. Ο ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ LR  

  Αυτός ο αλγόριθμος, που παρουσιάστηκε το 1955  από τον Rutishauser, εφαρμόζεται 

σε όλους τους τύπους πινάκων και βασίζεται στην μέθοδο Gauss για την επίλυση τετραγωνικών 

συστημάτων  γραμμικών  εξισώσεων,  δηλαδή  για  πίνακες  kB   επιλέγουμε  κάτω  τριγωνικούς 

πίνακες  που  έχουν  παντού  πάνω  στη  διαγώνιό  τους  το  στοιχείο  1  (αυτοί  οι  πίνακες 

συμβολίζονται  με  kL στην  συνηθισμένη  ορολογία),  ενώ  για  πίνακες  kC   επιλέγουμε  άνω 

τριγωνικούς πίνακες (αυτοί οι πίνακες συμβολίζονται συνήθως με  kR ).  

  Τα  στοιχεία  )(
,
k
jir   και  )(

,
k
jil   των  πινάκων  kR   και  kL ,  αντίστοιχα,  λαμβάνονται  από  τις 

σχέσεις : 
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  Εάν το όριο:  

kk AA ∞→∞ = lim  

υπάρχει, τότε το όριο αυτό είναι ένας άνω τριγωνικός πίνακας. Πράγματι, όπως είδαμε και πιο 

πάνω, ισχύει ότι: 

kk RA ∞→∞ = lim , 

και οι ιδιοτιμές του πίνακα  A  θα βρίσκονται επί της διαγωνίου του  ∞A . 
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  Ας δούμε τώρα τις συνθήκες  εκείνες που εγγυώνται την σύγκλιση του αλγορίθμου 

LR . 

Θεώρημα  II.5.3.1.  Εάν  ο  τετραγωνικός  πίνακας  A   είναι  διαγωνοποιήσιμος  (δηλαδή 

όμοιος μ’ έναν διαγώνιο πίνακα), εάν οι ιδιοτιμές του  A  είναι τέτοιες ώστε  

nλλλ >>> ...21  

και  εάν  όλες  οι  κύριες  ορίζουσες  του  πίνακα  των  ιδιοδιανυσμάτων  του  A   καθώς  και  του 

αντιστρόφου  του  είναι  διάφορες  του  μηδενός,  τότε  ο  αλγόριθμος  LR   συγκλίνει,  και  ο 

πίνακας  ∞A  είναι της μορφής:  
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  Δεν  θα  δώσουμε  απόδειξη  αυτού  του  Θεωρήματος.  Θα  παρουσιάσουμε  μόνον  την 

βασική  ιδέα  πάνω  στην  οποία  στηρίζεται  η  απόδειξη.  Ο  πίνακας  A   γράφεται  σαν 

,1−⋅⋅= XDXA όπου  D   είναι  ο διαγώνιος  πίνακας που συγκεντρώνει πάνω στην διαγώνιό 

του  όλες  τις  ιδιοτιμές  του  A   και  X   είναι  ο  πίνακας  των  ιδιοδιανυσμάτων  του  A .  Τότε 

kk
kk QPXDXA ⋅=⋅⋅= −1)(  και, μετά, χρησιμοποιούμε το γεγονός ότι : 

,0lim
1

=∞→ λ
λi

k   ni ,...,3,2= . 
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Θεώρημα  II.5.3.2.  Εάν  ο  πίνακας  είναι  ερμιτιανός  και  εάν  

,0    0 }{−∈∀>⋅⋅ nT XXAX R  τότε ο αλγόριθμος  LR  συγκλίνει. ■ 

  Αξίζει  να σημειωθεί  ότι  αν  και  οι  ιδιοτιμές  του  A   δεν βρίσκονται  τοποθετημένες ως 

προς την κατ’ απόλυτη τιμή φθίνουσα διάταξη επί της διαγωνίου του  ∞A , εν τούτοις υπάρχει 

σύγκλιση του αλγορίθμου (ακόμα και στην περίπτωση πολλαπλών ιδιοτιμών). Το ισχυρό αυτό 

αποτέλεσμα  οφείλεται  στην  υπόθεση  .0    0 }{−∈∀>⋅⋅ nT XXAX R   Έτσι,  δίνοντας  τον 

Ορισμό: 

Ορισμός II.5.3.3. Ένας πίνακας  A  λέγεται θετικά ορισμένος, εάν:  

}{0 ,0 −∈∀>⋅⋅ nT Xκάθε    για  XAX R  

έχουμε αμέσως το εξής : 

Πόρισμα  II.5.3.4.  Εάν  ο  πίνακας  A   είναι  ερμιτιανός  και  θετικά  ορισμένος,  τότε  ο 

αλγόριθμος  LR  συγκλίνει. ■ 

  Ο αλγόριθμος  LR  παρουσιάζει το ελάττωμα έχει μία πάρα πολύ αργή σύγκλιση, γιατί 

η ταχύτητα της σύγκλισής του εξαρτάται από τον λόγο  12 λλ / .  
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  Για  να  αποσοβήσει  τις  συνέπειες  της  αργής  σύγκλισής,  ο  Rutishauser  πρότεινε  έναν 

τρόπο επιτάχυνσης των διαδικασιών.  

  Δεν θα περιγράψουμε αυτόν τον τρόπο παρά μόνον στην περίπτωση που ο πίνακας Α 

έχει  όλες  τις  ιδιοτιμές  του  πραγματικές  και  επαληθεύει  τις  προϋποθέσεις  του  Θεωρήματος 

ΙΙ.5.3.1.  

  Προς  τούτο,  ας  υποθέσουμε  ότι,  μετά  από  k  επαναλήψεις  του  αλγορίθμου  LR ,  ο 

πίνακας  kA ,  που  προέκυψε,  έχει  όλα  τα  διαγώνια  στοιχεία  του  τακτοποιημένα  κατά  την 

φθίνουσα  τάξη των απολύτων τιμών  τους καθώς και ότι όλα τα στοιχεία  του που βρίσκονται 

κάτω από την διαγώνιο είναι μικρά.  

  Οι επαναλήψεις που θα ακολουθήσουν δεν θα πραγματοποιούνται με  την εφαρμογή 

του αλγορίθμου  LR , αλλά με την βοήθεια μετασχηματισμών του Tύπου : 

,1
1 kkkk LALA ⋅⋅= −
+  

όπου  kL  είναι ένας κάτω τριγωνικός πίνακας που έχει γνωστό αντίστροφο  1−
kL . Έτσι, εάν 

πάρουμε:  

,

100

10
1

1

3

2

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

n

k

x

x
x

L
OMMM

O
 

τότε: 

,

100

10
1

1

3

2
1

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
−

=−

L

OMMM

n

k

x

x
x

L
O

 



ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

ΤΟΜΟΣ Ι 
Ν.ΔΑΡΑΣ 

 

142  ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  

 

και  εφόσον  επιλέξουμε  κατάλληλα  του  αριθμούς  ix   μπορούμε  να  καταστήσουμε  σχεδόν  0  

όλα  τα  υποδιαγώνια  στοιχεία  της  πρώτης  στήλης  του  ,1+kA   επιχειρώντας  να  τα  μικρύνουμε 

πολύ.  

  Έτσι, από την ισότητα  kkkk LALA ⋅⋅= −
+

1
1 , παίρνουμε : 

( ) ( ) ( ) .,...,2      ,)(
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,211,11,

1
1, njxaxxaxaaa p
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  Μηδενίζοντας τους τετραγωνικούς όρους ως προς τα  ix  και τα υποδιαγώνια στοιχεία 

των  άλλων  στηλών  του  ( ),1 nijAk ≤<<   πετυχαίνουμε  το  ακόλουθο  σύστημα  γραμμικών 

εξισώσεων:  
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k
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όπου  pj ,δ είναι το σύμβολο Krönecker : 
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  Το παραπάνω σύστημα γραμμικών εξισώσεων γράφεται ισοδύναμα και ως εξής : 
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  Εάν λύσουμε αυτό το σύστημα και αν θεωρήσουμε τον μετασχηματισμό:  

,1
1 kkkk LALA ⋅⋅= −
+  

τα  υποδιαγώνια  στοιχεία  της  πρώτης  στήλης  του  1+kA   θα  είναι  πολύ  πιο  μικρά  από  τα 

αντίστοιχα στοιχεία του  kA .  

  Το  επόμενο  στάδιο  έγκειται  στην  απόπειρα  μηδενισμού  όλων  των  υποδιαγώνιων 

στοιχείων της δεύτερης στήλης του  1+kA .  

  Προς τούτο, θα πραγματοποιήσουμε τον μετασχηματισμό : 

11
1

12 ++
−
++ ⋅⋅= kkkk LALA ,  

με: 
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  Τα στοιχεία  iy προσδιορίζονται σαν λύση του συστήματος : 
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και ούτω καθεξής.  



ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

ΤΟΜΟΣ Ι 
Ν.ΔΑΡΑΣ 

 

144  ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  

 

  Ο τελευταίος μετασχηματισμός  2−+nkL υλοποιείται από τον πίνακα:  
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Παρατηρήσεις  ΙΙ.5.3.5.(i).  Εάν  ο  πίνακας  A   έχει  συζυγείς  μιγαδικές  ιδιοτιμές,  η  πιο 

πάνω  μέθοδος  ανακατασκευάζεται  έτσι  ώστε  σε  κάθε  στάδιο  να  γίνεται  ταυτόχρονη 

επεξεργασία δύο στηλών. 

(ii).  Εάν  ο  πίνακας  A   είναι  συμμετρικός,  τότε  προτιμάται  η  μέθοδος  Cholesky  αντί  για  την 

μέθοδο Gauss. Σύμφωνα με την μέθοδο Cholesky, οι πίνακες  kL  και  kR  επιλέγονται έτσι ώστε 

ο ένας να είναι ο ανάστροφος του άλλου και επομένως θα είναι: 

T
kkk LLA ⋅=   και  k

T
kk LLA ⋅=+1 . 

Εάν  η  μέθοδος  συγκλίνει,  βλέπουμε  ότι,  λόγω  της  συμμετρίας,  θα  καταλήξουμε  σ’  έναν 

διαγώνιο πίνακα. ■  

  Όπως ήδη επισημάνθηκε, η σύγκλιση του αλγόριθμου  LR  είναι αργή. Μία άλλη ιδέα 

που  θα  μπορούσε  να  επιταχύνει  την  σύγκλιση  (εκτός  από  την  ιδέα  του  Rutishauser)  είναι  η 

ελάττωση  του  όγκου  των  υπολογισμών  που  απαιτούνται  σε  κάθε  επανάληψη.  Μία  τέτοια 

ελάττωση  είναι  δυνατή,  μετά  από  μετατροπή  του  αρχικού  πίνακα Α  σε  πίνακα  που  είναι  σε 

(άνω) μορφή Hessenberg, γιατί : 
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Θεώρημα II.5.3.6. Η (άνω) μορφή Hessenberg παραμένει αμετάβλητη από τον αλγόριθμο 

LR . 

Απόδειξη.  Επειδή  είναι  ,1
kkkk LALA ⋅⋅= −

+1   όπου  οι  πίνακες  kL και  1−
kL   είναι  κάτω 

τριγωνικοί με όλα τα στοιχεία των κύριων διαγωνίων τους  ίσα με  1, έπεται εύκολα ότι εάν ο 

πίνακας  kA  είναι σε (άνω) μορφή Hessenberg,τότε και ο πίνακας  1+kA  είναι σε τέτοια μορφή.■  

  Εάν  εφαρμόσουμε  τον  αλγόριθμο  LR   σ’  έναν  πίνακα  που  είναι  σε  (άνω)  μορφή 

Hessenberg,  τότε  είναι  δυνατόν  να  ενεργοποιήσουμε  μία  διαδικασία  επιτάχυνσης  της 

σύγκλισης  που  αποβαίνει  ιδιαίτερα  αποτελεσματική.  Πρόκειται  για  την  μέθοδο  των 

μετατοπίσεων του μηδενός.  

  Είναι γνωστό ότι, κατά τον αλγόριθμο  LR , συμβαίνει : 
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  Ας θεωρήσουμε τον πίνακα  .I⋅− pA  Προφανώς, έχει ιδιοτιμές τους αριθμούς  pi −λ  

και, κατά τον αλγόριθμο  LR , έχουμε:  
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  Όταν τώρα ο πίνακας  A  είναι σε (άνω) μορφή Hessenberg, τότε τα μόνα μη‐μηδενικά 

υποδιαγώνια στοιχεία του είναι τα  .)(
1

k
,iia +  Άρα: 

( ) )(
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και  εάν  το  p   είναι  μία  καλή  προσέγγιση  του  ,nλ τότε  το  )(
1,

k
nna −   θα  τείνει  προς  το  0   πολύ 

γρήγορα.  
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  Συνεπώς,  είναι  προτιμητέο  να  εργαζόμαστε  χρησιμοποιώντας  τον  πίνακα 

I⋅− pAk αντί για τον πίνακα  kA .  

  Θα πραγματοποιήσουμε λοιπόν την διάσπαση  LR  του  I⋅− pAk , ή πιο γενικά, αυτήν 

του  

,I⋅− kk pA  

που θα δώσει τον αλγόριθμο  LR  με μετατοπίσεις στο 0 .  

  Επειδή: 

kkkk RLpA ⋅=⋅− I , 

Ι⋅+⋅=+ kkkk pLRA 1 , 

έχουμε: 

,)( 11
kkkkkkkkk LALpLpALA ⋅⋅=⋅+⋅⋅−⋅= −−

+ II1  

που δείχνει ότι, και σ’ αυτήν την περίπτωση, όλοι οι πίνακες  κA  είναι όμοιοι μεταξύ τους.  

  Με ανάλογο τρόπο, μπορεί κανείς να δείξει ότι: 

kkkk PAPA ⋅⋅= −
+

1
1 , 

με  ....10 kk LLLP ⋅=   

  Στην πράξη ένα πρόβλημα που τίθεται είναι αυτό της επιλογής των μετατοπίσεων  kp  

προκειμένου να επιτευχθεί μία γρήγορη σύγκλιση.  

  Εάν οι απόλυτες τιμές των ιδιοτιμών του  A  είναι διάφορες ανά δύο, τότε τα  )(
1,

k
nna − θα 

τείνουν προς το 0  και τα  )(
,
k
nna  προς το  .nλ  Η επιλογή  

)(
,
k
nnk ap =  

έρχεται λοιπόν αμέσως στο μυαλό, από την στιγμή όπου τα  )(
1,

k
nna −  είναι επαρκώς μικρά ή από 

την στιγμή που υπάρχουν ενδείξεις ότι τα  )(
,
k
nna  συγκλίνουν.  



Ν. ΔΑΡΑΣ 
ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

ΤΟΜΟΣ Ι 

 

ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  147 

 

  Μάλιστα, μπορεί κανείς να δείξει εύκολα πως εάν  )()(
1, εO=−

k
nna  τότε  

)( 2)1(
1, εO=+
−

k
nna . 

Από την στιγμή όπου το  )(
1,

k
nna −  έγινε σχεδόν μηδέν (με κάποια ικανοποιητική ακρίβεια), το  )(

,
k
nna  

ισούται με το  nλ (περίπου).  

  Οι απομένουσες ιδιοτιμές είναι  αυτές του κυρίου υποπίνακα που σχηματίζεται από τις 

1−n   πρώτες  γραμμές και  τις  1−n  πρώτες στήλες. Αυτός ο υποπίνακας  είναι πάλι σε  (άνω) 

μορφή Hessenberg  και  μπορούμε  να  ξαναρχίσουμε  τους  ίδιους  με  πριν  υπολογισμούς  αλλά 

αυτή τη φορά για τον υποπίνακα διάστασης  1−n  που σχηματίστηκε μόλις πριν, και ούτω καθ’ 

εξής. Αυτή η μέθοδος ύφεσης είναι αριθμητικά πολύ σταθερή.  

  Στην πράξη δεν ξεκινάμε τις μετατοπίσεις του μηδενός παρά μόνον όταν:  

.1 )(
,

)(
, ε<−
+

k
nn

k
nn

a
a 1

 

  Η εμπειρία έχει δείξει ότι η τιμή  

3
1

=ε  

δίνει καλά αποτελέσματα.  

  Για  λόγους  διευκόλυνσης  του  προγραμματισμού  ενός  αριθμητικού  υπολογιστή, 

χρησιμοποιούμε επίσης τον επόμενο τρόπο μετατοπίσεων του μηδενός : 

kkkk RLpA ⋅=⋅− I , 

kkk LRA ⋅=+1 , 

έτσι ώστε οι ιδιοτιμές του  1+kA  να είναι οι αριθμοί  

∑ =
−

k

j ji p
1

.λ  
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ΙΙ.5.4. Ο ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ QR  

  Αυτός  ο  αλγόριθμος  επινοήθηκε  το  1961  από  τους  Francis  και  Kubnanovskaya, 

ανεξάρτητα μεταξύ τους. 

  Σύμφωνα μ’ αυτόν τον αλγόριθμο, οι πίνακες  kB  επιλέγονται να είναι ορθογώνιοι (και 

συμβολίζονται  με  kQ στην  συνηθισμένη  βιβλιογραφία),  ενώ  οι  πίνακες  kC   επιλέγονται  άνω 

τριγωνικοί (και συμβολίζονται με  kR ).  

  Για  να  γίνουν  αυτές  οι  επιλογές,  χρησιμοποιείται  η  διάσπαση  Householder  για  την 

επίλυση  τετραγωνικών  συστημάτων  γραμμικών  εξισώσεων.  Θυμίζουμε  ότι  έχουμε  ήδη 

χρησιμοποιήσει  αυτήν  την  διάσπαση  προκειμένου  να  μετατρέψουμε  έναν  πίνακα  σε  πίνακα 

που έχει τεθεί σε (άνω) μορφή Hessenberg. Αυτή η διάσπαση πραγματοποιείται με την βοήθεια 

1−n   γινομένων  με  στοιχειώδεις  ορθογώνιους  πίνακες  (αντί  2−n   για  να  πετύχουμε  την 

μορφή Hessenberg). 

  Έστω ότι θέλουμε να διασπάσουμε τον πίνακα  kA  σε: 

kkk RQA ⋅= . 

Θέτουμε  

kAD =:0  

και πραγματοποιούμε τους διαδοχικούς ορθογώνιους μετασχηματισμούς: 

1−⋅= rrr DPD   ),1,...,1( −= nr  

όπου ο πίνακας  1−rD  είναι της μορφής : 
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  Έχουμε ήδη δει ότι υπάρχει  ,w n
r R∈  τέτοιο ώστε εάν: 

,2 Τ
rrr wwP ⋅⋅−= I  

τότε ο πίνακας:   

krrr PDPD ⋅⋅= −1  

να είναι ένας τριγωνικός κύριος  rr ×  υποπίνακας. Έτσι, τελικά, ο πίνακας  1−nD  θα είναι άνω 

τριγωνικός και τέτοιος ώστε:  

.... 111 knn APPD ⋅= −−  

  Απ’ αυτήν την ισότητα προκύπτει η διάσπαση QR , αφού προηγουμένως λάβουμε:  

           11...PPQ nk −=   και    ,1−= nk DR  

γιατί  .1
kkk QQQ == Τ−  
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  Το  παρακάτω  Θεώρημα  περιγράφει  τις  γενικές  συνθήκες  κάτω  από  τις  οποίες  ο 

αλγόριθμος QR  συγκλίνει : 

Θεώρημα II.5.4.1. Εάν ο πίνακας  A  είναι αντιστρέψιμος και εάν τα μέτρα των ιδιοτιμών 

του  είναι  διάφορα  ανά  δύο,  τότε  ο  αλγόριθμος  QR   συγκλίνει  και  ο  πίνακας  ∞A   είναι 

τριγωνικός. ■  

  Δεν θα αποδείξουμε αυτό το Θεώρημα, δεδομένου ότι μπορούμε ν’ αποδείξουμε ένα 

άλλο  θεωρητικό  αποτέλεσμα  για  τον  αλγόριθμο  QR   που  είναι  πολύ  πιο  σημαντικό  από  το 

προηγούμενο. Πρόκειται για ένα σπουδαίο Θεώρημα που επιβεβαιώνει την ανωτερότητα του 

αλγορίθμου QR  έναντι του αλγορίθμου  LR .  

  Αλλά, κατ’ αρχήν, πρέπει ν’ αναφέρουμε το εξής: 

Θεώρημα II.5.4.2. Η (άνω) μορφή Hessenberg παραμένει αμετάβλητη από τον αλγόριθμο 

QR . ■  

(Η απόδειξη αυτού του Θεωρήματος είναι ακριβώς ίδια με την αντίστοιχη που αφορούσε την 

περίπτωση του αλγορίθμου  LR ). 

Θεώρημα  II.5.4.3.  Εάν  εφαρμόσουμε  τον  αλγόριθμο  QR   σ’  ένα  πίνακα  A ,  που  έχει 

τεθεί σε (άνω) μορφή Hessenberg και που είναι τέτοιος ώστε  

0a ii ≠+ ,1  για  ,1,...,2,1 −= ni  

τότε ο αλγόριθμος QR  συγκλίνει και ο πίνακας  ∞A  είναι όμοιος με τον  A .  

  Επί πλέον, ο  ∞A  είναι τριγωνικός εάν και μόνον εάν οι ιδιοτιμές του  A  έχουν μέτρα 

ανά δύο διάφορα μεταξύ τους.■  
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  Γενικά,  ο  αλγόριθμος  QR   συγκλίνει  αργά.  Γι’  αυτό  είμαστε  αναγκασμένοι  να 

χρησιμοποιήσουμε την μέθοδο των μετατοπίσεων του μηδενός : 

        kkkk RQpA ⋅=⋅− I  

    .1 I⋅+⋅=− kkkk PQRA  

  Ο C.Lebaud έδειξε ότι, κάτω από ορισμένες υποθέσεις, υπάρχει ένας δείκτης  k  από τον 

οποίο και μετά μπορούμε να αρχίσουμε τις μετατοπίσεις του μηδενός και να είμαστε σίγουροι 

για την σύγκλιση της μεθόδου.  

  Δυστυχώς, αυτός ο δείκτης  k  μπορεί να βρεθεί δύσκολα, γι’ αυτό και περιοριζόμαστε 

στην πραγματοποίηση των μετατοπίσεων του μηδενός όταν το  ( )k
n,na 1−  είναι μικρό (δηλαδή όπως 

και στην περίπτωση του αλγόριθμου  LR ).  

  Παρ’ όλα αυτά, οι εφαρμογές του αλγορίθμου  QR  είναι πολύ διαδεδομένες και στην 

πράξη είναι ένας από τους πιο χρήσιμους αλγορίθμους. 
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Κεφάλαιο 3

Αριθμητική Επίλυση Αλγεβρικών 
Εξισώσεων και Συστημάτων

Γραμμικών Αλγεβρικών Εξισώσεων
 

ΙΙΙ.1.ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΛΥΣΗ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ  
 

ΙΙΙ.1.1. ΓΕΝΙΚΑ  

  Ένα  από  τα  παλαιότερα  και  βασικότερα  προβλήματα  που  αντιμετωπίζεται  στις 

εφαρμογές είναι η εύρεση των ριζών μίας εξίσωσης της μορφής: 

,0)( =ξf  

όπου η  )(zf  είναι μία  συνάρτηση της πραγματικής ή μιγαδικής μεταβλητής z. 

  Όμως το γενικότερο πρόβλημα με το οποίο θα καταπιαστούμε στη συνέχεια είναι το 

ακόλουθο:  

“Εάν  nU K⊆  και  UUF →:  να βρεθούν σημεία  U∈ξ  τέτοια ώστε:  

).(F ξξ = ” 
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Σε μία τέτοια περίπτωση, λέμε ότι το ξ  είναι ένα σταθερό σημείο της απεικόνισης  F . 

  Σκοπός  μας  δεν  είναι  η  παρουσίαση  Θεωρημάτων  ύπαρξης  σταθερών  σημείων  μίας 

απεικόνισης,  αλλά  η  απόδειξη  δύο  γενικών  αποτελεσμάτων  που  θα  χρησιμεύσουν  στην 

πιστοποίηση  της  σύγκλισης  των  αριθμητικών  μεθόδων  επίλυσης  που  θα  μελετήσουμε  στις 

επόμενες Παραγράφους. Οι αριθμητικές μέθοδοι επίλυσης εξισώσεων σταθερού σημείου είναι 

επαναληπτικές  μέθοδοι  και  συνίστανται  στην  παραγωγή  μίας  ακολουθίας  ,...,, 210 ξξξ της 

οποίας  το όριο υπάρχει  και  είναι  το  ζητούμενο σταθερό σημείο.  Ένας δεύτερος σκοπός,  που 

θέτουμε,  είναι  η  παροχή  των  απαραίτητων  μαθηματικών  εργαλείων  για  την  μέτρηση  των 

ταχυτήτων  σύγκλισης  τέτοιων  ακολουθιών  καθώς  και  την  σύγκριση  των  ταχυτήτων  αυτών 

μεταξύ τους. 

  Ανάλογα με την περίπτωση, θα γράφουμε την εξίσωση που πρόκειται να λύσουμε υπό 

την μορφή: 

)(F ξξ =   ή   ,0)( =ξf  

αφού είναι προφανές ότι μπορούμε να περάσουμε από την μία μορφή στην άλλη γράφοντας : 

).z(Fz)z(f −=  

Ορισμός ΙII.1.1.1. Έστω  .UE ⊂  Εάν υπάρχει  ][0,1∈λ  τέτοιο ώστε:  

,)()( wuwFuF −≤− λ  για κάθε  , , EwEu ∈∈  

τότε  η  F   ονομάζεται  απεικόνιση  Lipschitz  ή  συστολή  του  E   και  η  σταθερά  λ  

λέγεται συντελεστής Lipschitz ή συντελεστής  συστολής. ■ 
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  Θα δώσουμε τώρα την παρουσίαση μίας συνθήκης που εξασφαλίζει την ύπαρξη και την 

μοναδικότητα ενός σταθερού σημείου  .ξ  

Θεώρημα  ΙII.1.1.2.  Έστω  }:{),( )0()0( εεξ ≤−∈= wzwB nn K   η  κλειστή  μπάλα  του 

nK με  κέντρο  )0(ξ   και  ακτίνα  ε .  Υποθέτουμε  ότι  UBn ⊂),( )0( εξ   και  ότι  η  UUF →:  

είναι μία απεικόνιση Lipschitz του  ),( )0( εξnB  με συντελεστή συστολής λ  τέτοιο ώστε : 

( ) .1)( )0()0( ελξξ −≤−F  

Τότε, η επαναληπτική ακολουθία:  

),...2,1,0    :)(( )()1( ==+ vF vv ξξ  

συγκλίνει προς το μοναδικό σημείο  .)(ξξ F=  

Απόδειξη. Κατ’ αρχάς, παρατηρούμε ότι:  

,),(      )( )0()0()1( εξξξ nBF ∈=  

γιατί  ( ) ,   -1)( )0()0( εελξξ ≤≤−F  δεδομένου ότι  .10 ≤≤ λ Θα δείξουμε χρησιμοποιώντας 

μαθηματική επαγωγή ότι:  

( ) ,...2,1,0   ,1)0()( =−≤− vv ελξξ ν  

  Πράγματι, από την επαγωγική υπόθεση έπεται : 

    )0()1( ξξ v −+ )0()()()1( ξξξξ −−−≤ + vvv  

    ελξξ )(1)()( )1()( vvv FF −+−≤ −  

        ελξξλ )(1)1()( vvv −+−≤ −  
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    ελξξλ )(1)()( )2()1( vvv FF −+−= −−  

        ελξξλ )(1)2()1(2 vvv −+−≤ −−  

    ................................................... 

        ελξξλ )(1)0()1( vv −+−≤  

    ελελλ )(1)(1 vv −+−≤  

        .)(1 1 ελ +−= v  

  Συνεπώς, όλα τα σημεία:  

,...,...,,, )()2()1()0( vξξξξ  

ανήκουν στην μπάλα  .),( )0( εξnB  Από την άλλη πλευρά, η ακολουθία: 

( ,...,...,,, )()2()1()0( vξξξξ ) 

είναι  μία  ακολουθία  Cauchy,  υπό  την  έννοια  ότι  οι  αποστάσεις  μεταξύ  των  σημείων  της 

μικραίνουν απεριόριστα.  

  Πράγματι, σύμφωνα με ό,τι προηγήθηκε, είναι:  

)()1()2()1()1()()()( ... vvpvpvpvpvvpv     ξξξξξξξξ −++−+−≤− +−+−+−+++  

  )0()1(21 )...( ξξλλλ −+++≤ −+−+ vpvpv  

  )0()1(1)...(1 ξξλλλ −+++= −pv  

  )0()1(

1
1 ξξ

λ
λλ −
−
−

=
p

v  

  .
1

pλ
λ

ε
−

≤  
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  Αυτό σημαίνει ότι για κάθε  0>δ  είναι δυνατή η εύρεση ενός φυσικού αριθμού  N  (εν 

προκειμένω,  τέτοιου  ώστε: )δλ
λ

ε
<

−
N

1
,  έτσι  ώστε  οι  αποστάσεις  )()( vξξ μ − ,  με 

Ν,v  ≥≥ ,Νμ  να είναι όλες μικρότερες από δ .  

  Με  άλλα  λόγια,  η  ακολουθία  ),...,...,,,( )()2()1()0( vξξξξ   είναι  όντως  μία  ακολουθία 

Cauchy. Αποδεικνύεται, με τρόπο όχι στοιχειώδη του οποίου η παρουσίαση ξεφεύγει από τους 

σκοπούς  του  παρόντος  βιβλίου,  ότι  υπάρχει  κάποιο  σημείο  nK∈ξ   προς  το  οποίο  αυτή  η 

ακολουθία  Cauchy  συγκλίνει.  (Για  μία  απόδειξη  αυτού  του  ισχυρισμού  παραπέμπουμε  τον 

ενδιαφερόμενο αναγνώστη στην απόδειξη του Θεωρήματος 3.11 του κλασσικού συγγράμματος 

“Principles of Mathematical Analysis” του περίφημου σύγχρονου μαθηματικού W. Rudin,   από 

τις εκδόσεις McGraw‐Hill).  

  Σύμφωνα  με  όσα  αναφέρθηκαν  στην Παράγραφο  Ι.3.3,  επειδή  η  μπάλα  ),( )0( εξnB  

είναι κλειστό υποσύνολο του  nK , το σημείο ξ θα ανήκει στην μπάλα. Δηλαδή, τελικά θα είναι: 

),(),( )0()()0( εξξξεξ n
v

vn BB ∈⎯⎯ →⎯∋ ∞→  

Επί πλέον, επειδή η απεικόνιση  F  είναι Lipschitz θα είναι και συνεχής. Επομένως: 

( ) ( )ξξξξ FF v
v

v
v === ∞→

+
∞→ )(limlim )1(  

και έτσι το σημείο ξ  είναι σταθερό σημείο της  F . Απομένει να δειχθεί ότι δεν υπάρχει άλλο 

σταθερό  σημείο  της  F   μέσα  στην  μπάλα  ),( )0( εξnB .  Εάν  υποθέσουμε  ότι  υπήρχε  και 

δεύτερο σταθερό σημείο ξ~  της  F  μέσα στην μπάλα, τότε θα είχαμε:  

ξξξξλξξξξ ~~)~()~(~
−<−≤−=− FF , 

που είναι προφανώς αδύνατο. Η Απόδειξη του Θεωρήματος είναι τώρα ολοκληρωμένη. ■ 
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Παρατηρήσεις  ΙΙΙ.1.1.3.(i).  Εάν, στην προηγούμενη Απόδειξη, αφήσουμε  τον δείκτη  p  

να τείνει προς το άπειρο, μπορούμε να επιτύχουμε μία εκτίμηση για το σφάλμα  vσ  στο οποίο 

υποπίπτουμε κατά την  −v οστή επανάληψη:  

.
1

)0()1()( ξξ
λ

λξξσ −
−

≤−=
v

v
v  

(ii).  Η  βασική  υπόθεση  του  Θεωρήματος  ΙΙΙ.1.1.2  είναι  πολύ  περιοριστική  και  δύσκολα 

επαληθεύσιμη στην πράξη. ■ 

  Θα  δείξουμε  τώρα  ένα  αποτέλεσμα  τοπικής  σύγκλισης,  που  θα  είναι  σαφώς  πιο 

ασθενές,  όμως,  από  την  άλλη  μεριά,  δεν  θα  επικαλείται  παρά  μόνον  κάποιες  τοπικές 

προϋποθέσεις  συμπεριφοράς  της  F .  Προς  τούτο,  είναι  ανάγκη  να  θυμίσουμε  τον  επόμενο 

Ορισμό: 

Ορισμός ΙII.1.1.4. Έστω ότι το σύνολο U  είναι ένα ανοικτό μέρος του  nK .Η απεικόνιση 

UUF →:  έχει διαφορικό στο σημείο  ,Uz∈  εάν υπάρχει μία R ‐γραμμική απεικόνιση: 

))((:: hFdhFd z
nn

z aKK →  

τέτοια ώστε: 

,),())(()()( hzhFdzFhzF z ο++=+  

για κάθε h που βρίσκεται αρκετά κοντά στο  nK∈0  ώστε  .)( Uhz ∈+  Το σύμβολο  ),( hzο  

αναπαριστά κάποια συνάρτηση του  h  και του  z  με την ιδιότητα οι τιμές της να είναι πολύ 

μικρές όταν το  h  πλησιάζει το  nK∈0 : 

0
),(

lim 0 =→ h
hz

h

ο
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  Σε  μία  τέτοια  περίπτωση,  η  απεικόνιση  Fdz   ονομάζεται  διαφορικό  ή  ολική 

παράγωγος  της  F   στο  σημείο  z ,  ενώ  η  απεικόνιση  F   καλείται  διαφορίσιμη  ή 

παραγωγίσιμη στο σημείο  z . ■ 

Παρατηρήσεις  ΙΙΙ.1.1.5.(i).  Η  βασική  αξίωση  των  προϋποθέσεων  του  προηγούμενου 

Ορισμού  είναι  η  R –γραμμικότητα  της  απεικόνισης  .:)( nn
z Fd KK →   Αυτό  σημαίνει  ότι 

πρέπει: 

))(())(())((  , wFduFdwuFdwu zzz
nn +=+⇒∈∀∈∀ KK , 

).)(())((   , uFdauaFdua zz
n ⋅=⋅⇒∈∀∈∀ KR  

  Αντιπαραβάλλοντας  την  έννοια  της  R –γραμμικότητας  με  αυτήν  της  C – 

γραμμικότητας,  όπως  αυτές  παρουσιάστηκαν  στην  Παράγραφο  Ι.1.2,  βλέπουμε  ότι  η  C – 

γραμμικότητα συνεπάγεται την R  – γραμμικότητα, ενώ το αντίθετο δεν ισχύει γενικά. 

(ii).  Εάν  το  διαφορικό  Fd z της  F   στο  z   υπάρχει  και  δεν  είναι  απλά  R –γραμμική 

απεικόνιση,  αλλά  είναι  και  C ‐γραμμική  με  την  έννοια  της  Παραγράφου  Ι.1.2,  τότε 

αποδεικνύεται ότι οι συνιστώσες  nFFF ,...,, 21  της F επαληθεύουν το σύστημα των διαφορικών 

εξισώσεων με μερικές παραγώγους: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
∂
∂

0)z(
z
F

j

κ      
⎭
⎬
⎫

≤≤ nj1  

στο σημείο z. Εάν αυτό συμβαίνει σε κάθε σημείο  Uz∈ , τότε λέμε ότι η κάθε συνιστώσα  κF  

της  F  είναι  λύση  των  (ομογενών)  εξισώσεων    Cauchy‐Riemann  στο  U  και  η  απεικόνιση  F 

καλείται ολόμορφη. Ας σημειωθεί ότι: 
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⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

jjj y
.i

x
.

2
1

z
  ,1 nj ≤≤  

όπου  nn yxyxyx ,,...,,,, 2211  είναι οι συναρτήσεις συντεταγμένες του  .2 nn CR =  ■ 

  Θα αποδείξουμε τώρα το ακόλουθο : 

Θεώρημα ΙII.1.1.6 Έστω ξ  ένα σταθερό σημείο της  F . Εάν η  F  είναι διαφορίσιμη μέσα 

σε μία περιοχή του ξ και εάν: 

<=
≠ h

hFd
Fd

h

))((
sup

0

ξ
ξ 1, 

τότε υπάρχει μία περιοχή  του  ξ   τέτοια ώστε,  για κάθε σημείο  )0(ξ  που ανήκει σ’ αυτήν την 

περιοχή, η επαναληπτική ακολουθία : 

( )( )()( v1v ξFξ =+ : ,...2,1,0=v ), 

με αρχικό σημείο το σημείο  )0(ξ , να συγκλίνει προς το ξ . 

Απόδειξη. Επειδή: 

,),())(()()( )0()0()0()1( ξξξοξξξξξξ ξ −+−=−=− FdFF  

θα είναι και:  

,),())((
)0(

)0(

)0(

)0(

)0(

)1(

ξξ
ξξξο

ξξ
ξξ

ξξ
ξξ ξ

−
−

+
−

−
=

−
− Fd

 

οπότε εκμεταλλευόμενοι την υπόθεση ότι  Fdξ 1< ,: παίρνουμε:  
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( )

( )

( )

( ) ,
),(

0

0

0

1

ξξ

ξξξο

ξξ

ξξ
ξ

−

−
+≤

−

−
Fd  

  Θέτουμε: 

=Fdξ a−1   με 0 ≤< a 1, 

και παρατηρούμε ότι, επειδή: 

=→ h
h

h

),(
lim 0

ξο
0 , 

υπάρχει  0>b  τέτοιο ώστε για κάθε σημείο w, που ανήκει στην περιοχή του  ξ  που ορίζεται 

από την ανισοτική σχέση  ,bw <−ξ να ισχύει: 

( )

( ) a.a'<≤
−

−

ξξ

ξξο
0

0 ),( z
 

  Επομένως, εάν  ( ) ( ) ,bξww)b,ξ(Bξ nn }:{0 ≤−∈=∈ K τότε: 

,a'a +−≤
−

−
1

)0(

)1(

ξξ

ξξ
 

δηλαδή θα ισχύει:  

ξξξξ −≤− )0()1( L , 

με  a'.a +−=<≤ 1   και     10 LL   

  Επαναδιατυπώνοντας τα ίδια επιχειρήματα, βρίσκουμε  
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a'.a +−=<≤ 1   και     10 LL  

  Επαναδιατυπώνοντας τα ίδια επιχειρήματα, βρίσκουμε ότι εάν  ( ) ,),(1 bBn ξξ ∈  τότε:  

,)0(2)2( ξξξξ −≤− L  

αλλά και γενικότερα, εάν  ( ) ),,( bBnv ξξ ∈  τότε: 

ξξξξ −≤− )0()( vv L   ( ),...2,1,0=v  

με  10 <≤ L  και  a'.a +−=1L   

  Το  τελευταίο  αυτό  αποτέλεσμα αποδεικνύει  το Θεώρημα  και  επί  πλέον,  παρέχει  μία 

εκτίμηση του σφάλματος που προκύπτει κατά την v‐οστή επανάληψη. ■  

  Στην  συνέχεια,  θα  επιδιώξουμε  να  δώσουμε  μία  γεωμετρική  αναπαράσταση  της 

εξέλιξης της επαναληπτικής διαδικασίας που συζητάμε.  

  Προς τούτο, θα θεωρήσουμε την ειδική περίπτωση όπου η  F  είναι μια απεικόνιση από 

το  R   μέσα  στο  R .  Η  αναζήτηση  ενός  σταθερού  σημείου  της  F   ισοδυναμεί  με  την 

αναζήτηση της τομής των καμπυλών : 

xy =  και  Fy = ( )x . 

  Πραγματοποιούμε τις επαναλήψεις: 

)(1 vv F ξξ =+ , 

σύμφωνα με τα ακόλουθα σχήματα :  
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 Εάν η  F  είναι διαφορίσιμη στην περιοχή του σταθερού της σημείου ξ , τότε 

, επειδή  ,)())(( hFhFd ξξ ′= όπου  )(F ξ′ είναι η παράγωγος της  F  στο ξ , ισχύει: 

        ,)(FFd ξξ ′=  

και διακρίνουμε τις ακόλουθες περιπτώσεις: 

Αυτά  τα σχήματα  επιτρέπουν  την  εποπτική  επαλήθευση  του Θεωρήματος  ΙΙΙ.1.1.6. 

Σύμφωνα  με  αυτά  τα  σχήματα,  όταν  ,1)(' <= ξξ FFd υπάρχει  μια  περιοχή  ξV  

του  ξ   τέτοια  ώστε  οι  επαναλήψεις  ),...(),...,(),( 11201 vv ξFξξFξξFξ === + να 

συγκλίνουν  προς  το  σταθερό  σημείο  ξ κι  αυτό  για  κάθε  επιλογή  του  αρχικού  0ξ  

μέσα σ’ αυτήν την περιοχή. Σ’ αυτήν την περίπτωση, λέμε ότι το σημείο ξ  είναι ένα 

σημείο  έλξης.  Στην  πράξη,  η  δυσκολία  που  συναντάμε  είναι  ο  εντοπισμός  αυτής 

 y=x 

 y=F(x) 

 y=x 

 y=x 

 y=F(x) 

 y=F(x) 

 ξ0      ξ1   ξ2 ξ3 ξ 

 ξ3      

                           ξ1  ξ0 ξ3  

 ξ0    ξ1ξξ3  ξ1 

 ξ1    ξ   ξ0       ξ2 

1)(0 <′< ξF   0)(1- <′< ξF  

)(1 ξF ′< 1)( −<′ ξF

 y=F(x) 
 y=x 
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ακριβώς  της  περιοχής  .ξV   Αντίθετα,  όταν  ,1)(' >= ξξ FFd   οι  επαναλήψεις 

),...(),...,(),( 11201 vv ξFξξFξξFξ === +   αποκλίνουν  γενικά  από  το  σταθερό 

σημείο  ξ   κι  αυτό  για  κάθε  επιλογή  του  αρχικού  σημείου  0ξ .  Σ’  αυτήν  την 

περίπτωση, λέμε ότι το σημείο ξ  είναι ένα σημείο άπωσης. 

 Εάν η  F  δεν είναι διαφορίσιμη στην περιοχή του σταθερού της σημείου ή 

εάν η  F  έχει πολλά σταθερά σημεία, τότε η κατάσταση είναι πολύ πιο πολύπλοκη. 

Αυτό φαίνεται ξεκάθαρα στο ακόλουθο ενδεικτικό σχήμα :  

Σύμφωνα μ’ αυτό το ενδεικτικό σχήμα, εάν  d c   bξa <<<< ξή  και  ,ξξ >  τότε 

οι  επαναλήψεις  αποκλίνουν.  Αντίθετα,  εάν  cb << ξ   ή  ,ξξ <<d   τότε  οι 

επαναλήψεις  συγκλίνουν  προς  το  ξ .  Δηλαδή,  ο  τόπος  έλξης  του  σημείου  ξ  

απαρτίζεται από ανοικτά διαστήματα διάφορα ανά δύο μεταξύ τους. 

  Θα στραφούμε τώρα στην αναζήτηση των απαραίτητων μαθηματικών εργαλείων που 

θα  επιτρέψουν  την  “μέτρηση”  των  ταχυτήτων  σύγκλισης  επαναληπτικών  μεθόδων  επίλυσης 

ενός προβλήματος καθώς και την “σύγκριση” μεταξύ τους. Κατ’ αρχάς, εισάγουμε τον επόμενο 

Ορισμό: 
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Ορισμός ΙII.1.1.7. Μία νόρμα στο  nK  είναι μία απεικόνιση 

[,[: +∞→ 0nKφ  

με τις εξής ιδιότητες : 

(i).  0)( ≥xφ  και  0=⇔= xx 0)(φ  

(ii).  )()()( yxyx φφφ +≤+    

(iii).  )()( xaxa φφ =⋅  

για κάθε  nn yx KK ∈∈ ,  και  ∈a R  (ή  ∈a C ). ■ 

 y=x  y=F(x) 

a    b         c         d          ξ                       ξ  
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  Ας υποθέσουμε τώρα ότι η ακολουθία σημείων του  nK : 

),...2,1,0:,...,,()( )()(
2

)(
1

)()( === vzzzzz v
n

vvvv )(  

συγκλίνει προς ένα σημείο:  

n
nzzz K∈= )( ,...,1  

ως προς την νόρμα φ  του  nK , δηλαδή ότι: 

.0)(lim )( =−∞→ zz v
v φ  

Ορισμός ΙII.1.1.8. Η ακολουθία  )( )(vz  λέγεται ότι είναι τάξης  0r > (ως προς την νόρμα 

φ ), εάν υπάρχουν δύο θετικές σταθερές  A  και  B , τέτοιες ώστε : 

,
)](z[

)(0 )(

)1(

+∞<≤
−
−

≤<
+

B
z

zzA rv

v

φ
φ

 

για κάθε  ,...2,1=v   Εάν η ακολουθία αυτή κατασκευάζεται από μία επαναληπτική μέθοδο, 

λέμε ότι η μέθοδος αυτή είναι τάξης r (ως προς την νόρμα φ ). ■ 

  Παρατηρούμε  ότι  αυτός  ο  ορισμός  της  τάξης  μίας  ακολουθίας  του  nK   είναι 

ανεξάρτητος από τον τρόπο που δημιουργούνται ή κατασκευάζονται οι όροι της ακολουθίας.  

  Έτσι, εάν η ακολουθία παράγεται μέσα από μία επαναληπτική διαδικασία της μορφής:  

,)()1( )(F vv ξξ =+  
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όπου η απεικόνιση  F  είναι διαφορίσιμη, με την έννοια του Ορισμού ΙΙΙ.1.1.4, στην περιοχή του 

σταθερού σημείου  z  της  F , τότε συμβαίνει : 

),())(()()( )()()()1( ξξξοξξξξξξξ ξ −+−+=−+=+ vvvv FdFF  

ή ακόμα : 

.),())(( )()()1( ξξξοξξξξ ξ −+−=−+ vvv Fd  

  Επομένως, όταν:  

( )
,1

)(
sup: 0 <= ≠ h

hFd
Fd h

ξ
ξ  

η ακολουθία  ( ))( 1+vξ  είναι τουλάχιστον τάξης 1 (ως προς την Ευκλείδεια νόρμα), ενώ όταν: 

,0=Fdξ  

η ακολουθία  ( ))( 1+vξ  είναι τουλάχιστον τάξης  2  (ως προς την Ευκλείδεια νόρμα).  

  Με τα ίδια επιχειρήματα μπορούμε, εξ άλλου, να δείξουμε το επόμενο αποτέλεσμα : 

Πρόταση ΙΙΙ.1.1.9. Εάν η  F  είναι μία απεικόνιση του  R  μέσα στον εαυτό του και εάν η 

F  έχει παραγώγους μέχρι και  −p τάξης στο σταθερό της σημείο ξ  τέτοιες ώστε:  

0)(...)()( 1)(p ===′′=′ − ξξξ FFF  και  ,0)((p) ≠ξF  

τότε η ακολουθία  ( ))( vξ   ή  η  επαναληπτική μέθοδος  είναι  τάξης  p   (ως προς  την  κλασσική 

Ευκλείδεια νόρμα του R ). ■ 
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Παρατηρήσεις ΙΙΙ.1.1.10. (i). Στην προηγούμενη Πρόταση, η τάξη της ακολουθίας  ( ))( vξ  

είναι  ένας  φυσικός  αριθμός,  ενώ  στον  Ορισμό  ΙΙΙ.1.1.8,  είδαμε  ότι  γενικά  η  τάξη  μίας 

ακολουθίας (εφ’ όσον υπάρχει) είναι πραγματικός αριθμός. 

(ii). Εάν η ακολουθία  ( ))( vξ  είναι τάξης  r  και αν το όριο:  

( )

( ) rv

v

vC
)]([

)(lim
1

ξξφ
ξξφ

−
−

=
+

∞→  

υπάρχει, τότε: 

+∞≠ ,0C . 

Ο πραγματικός αριθμός  C  ονομάζεται τότε ασυμπτωτική σταθερά του σφάλματος  (ως προς 

την νόρμα φ  του  nK ). ■  

  Ας περάσουμε τώρα στην μελέτη της “σύγκρισης” των ταχυτήτων σύγκλισης δύο 

ακολουθιών. Κατ’ αρχήν έχουμε τον επόμενο βασικό Ορισμό: 

Ορισμός ΙII.1.1.11..  Έστωσαν  ( ))( vz   και  ( ) )( vw   δύο ακολουθίες σημείων  του  nK ,  και 

,, nn wz KK ∈∈  τέτοια ώστε:  

( ) 0)(lim =−∞→ zz v
v φ  και  ( ) 0)(lim =−∞→ ww v

v ψ  

όπου  φ   και  ψ   είναι  δύο  νόρμες  του  nK .  Λέμε  ότι  η  ακολουθία  ( ))( vz   συγκλίνει  πιο 

γρήγορα από την ακολουθία  ( ) )( vw , εάν:  

( ) .0
)(
)(lim

)(

=
−
−

∞→ ξψ
φ ν

vv w
zz

 ■ 
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  Το Θεώρημα που ακολουθεί είναι διαφωτιστικό και ιδιαίτερα χρήσιμο στην πράξη : 

Θεώρημα  ΙII.1.1.12..  Ας  υποθέσουμε  ότι  η  ακολουθία  ( ) )( nvz K∈   είναι  τάξης  r   (ως 

προς την νόρμα φ  του  nK ) ότι η ακολουθία  ( )vw( )nK∈  είναι τάξης   p  (ως προς την νόρμα 

ψ  του  nK ). Εάν  pr > , τότε η ακολουθία  ( ))( vz  συγκλίνει πιο γρήγορα από την ακολουθία 

( ) )( vw .  

Απόδειξη. Έστω ότι  

0)(lim )( =−∞→ zzv
νφ  και  ( ) .0)(lim =−∞→ ww v

v ψ  

                Από την υπόθεση του Θεωρήματος, υπάρχουν δύο σταθερές  0>B  και  0>D  τέτοιες 

ώστε:  

( ) ( ) rvv zzBzz )]([)( 1 −⋅≤−+ φφ  και   ( ) ( ) ,)()]([ 1 wwDww vpv −⋅≤− +ψψ  

για όλα τα v που είναι αρκετά μεγάλα.  

  Αν υποθέσουμε πως για όλα αυτά τα  v  ισχύει ότι  
( ) ( ) )()( zzMww vv −⋅≤− φψ  και ταυτόχρονα ότι  ( ) ( ) ,)()( wwNzz vv −⋅≤− ψφ  τότε:  

( )( ) ( )( ) ( )( )[ ] ( )( )[ ]rvrrvvv wwNBMzzBMzzMww −≤−≤−≤− ++ ψφφψ 11 , 

και συνεπώς: 

( ) ( ) ( ) rvrvpv wwNBMDwwDww )]([.)()]([ 1 −≤−≤− + ψψψ  

που είναι αδύνατο, γιατί  .rp <   

  Επομένως, θα είναι: 

( )

( ) 0
)(z
)(lim =

−
−

∞→ z
ww

v

v

v φ
ψ

   ή   
( )

( ) .0
)(

)(zlim =
−
−

∞→ ww
z

v

v

v ψ
φ

 

  Χρησιμοποιώντας την μέθοδο της απαγωγής στο άτοπο, ας δεχθούμε ότι: 
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( )

( ) 0
)(z
)(lim =

−
−

∞→ z
ww

v

v

v φ
ψ

. 

  Τότε, θα είχαμε και:  
( )

( )
0

)](z[
)]([lim =

−

−
∞→ κ

κ

φ
ψ

rv

pv

v
z
ww

 

για κάθε  ,0>κ  που είναι προφανώς άτοπο, γιατί  .rp < Άρα, συμπεραίνουμε ότι : 
( )

( ) ,0
)(

)(zlim =
−
−

∞→ ww
z

v

v

v ψ
φ

 

  Το συμπέρασμα αυτό ολοκληρώνει την Απόδειξη του Θεωρήματος. ■ 

  Οι  έννοιες  της  τάξης  μίας  ακολουθίας  σημείων  του  nK   και  της  ασυμπτωτικής 

σταθεράς του σφάλματος δεν είναι δύο καθαρά θεωρητικές έννοιες και μόνον.  Πράγματι,  ας 

υποθέσουμε ότι η ακολουθία  ( ) )( nvz K∈  συγκλίνει στο σημείο   nz K∈  έχοντας τάξη  r , ως 

προς την Ευκλείδεια νόρμα του  nK .  

  Τότε, για κάθε  v  αρκετά μεγάλο, μπορούμε να γράφουμε ότι:  

( ) ( ) ,1 rvv zzCzz −≅−+  

όπου C  είναι η ασυμπτωτική σταθερά του σφάλματος.  

  Μάλιστα, επειδή οι θετικές ποσότητες  ( ) zz v −  αναπαριστούν τα απόλυτα σφάλματα, 

οι  αριθμοί  ( ) zz v
v −−= 10logσ   θ’  αναπαριστούν  τον  αριθμό  των  δεκαδικών  ψηφίων  της 

προσέγγισης  ( )vz  που ταυτίζονται με αυτά του ορίου z. Έτσι, θέτοντας  ,log10CR −=  έχουμε: 

Rr vv +=+ σσ 1  

για κάποιο  .0>r   
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  Εάν  ,1=r   βλέπουμε  ότι  μία  επανάληψη  της  μεθόδου  προσθέτει  R   νέα  δεκαδικά 

ψηφία  στην  ακρίβεια  της  προσέγγισης.  (Ενδεικτικά,  αναφέρουμε,  πως  όταν  ,0,999=C  

απαιτούνται  2500  επαναλήψεις για το κέρδος της ακρίβειας ενός μόνου ψηφίου).  

  Εάν  πάλι  1>r ,  βλέπουμε  ότι  κατά  το  πέρασμα  από  την  προσέγγιση  ( )vz   στην 

προσέγγιση  ( )1+vz   ο  αριθμός  των  κοινών  δεκαδικών ψηφίων  της  προσέγγισης  και  του  ορίου 

πολλαπλασιάζεται με  r .  

  Αυτή  η  τελευταία  παρατήρηση,  μαζί  με  το  Θεώρημα  ΙΙΙ.1.1.12,  καταμαρτυρά  το 

ενδιαφέρον που παρουσιάζουν οι μέθοδοι που έχουν τάξη μεγαλύτερη από 1.  

  Και όμως, στην πράξη, όσο μεγαλύτερη είναι η τάξη της μεθόδου τόσο η εργασία που 

απαιτείται για την ολοκλήρωση μίας επανάληψης διογκώνεται. 

Παρατήρηση  ΙΙΙ.1.1.13.  Στην  συνέχεια,  αντί  να  χρησιμοποιούμε  τους  όρoυς  “σύγκλιση 

τάξης  1”,  και“σύγκλιση  τάξης  2 ”,  θα  προτιμούμε  την  ορολογία  “γραμμική  σύγκλιση”  και 

“τετραγωνική σύγκλιση”, αντιστοίχως. ■  

ΙΙΙ.1.2. ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΜΕΘΟΔΟΙ ΓΙΑ EΞΙΣΩΣΕΙΣ ΜIΑΣ  
ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ  

  Σ’  αυτήν  την Παράγραφο θα  μελετήσουμε  έναν  ορισμένο  αριθμό  μεθόδων  επίλυσης 

μίας εξίσωσης: 

,)( ξξ =F  
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όπου  F  είναι μία απεικόνιση του R  στον εαυτό του.  

  Στη  συνέχεια,  θα  λέμε ότι η συνάρτηση  F  είναι  κ  φορές  συνεχώς διαφορίσιμη σ’ 

ένα (ανοικτό) σύνολο, εάν οι παράγωγοι:  

)FFFF κ(,...,,, ′′′′′′  

της  F  υπάρχουν και είναι συνεχείς μέσα σ’ αυτό το σύνολο  ).( 2,...,,1κ =   

  Εάν  η  F   είναι  κ –φορές  συνεχώς  διαφορίσιμη  μέσα  σε  (ανοικτό)  σύνολο  για  κάθε 

,1κ ≥ θα λέμε ότι η συνάρτηση  F  είναι λεία στο σύνολο αυτό. 

ΙΙΙ.1.2.(i). Η Μέθοδος Newton Ας γράψουμε την προς επίλυση εξίσωση υπό την 
μορφή:  

,0)( =ξf   

και ας υποθέσουμε ότι η συνάρτηση  f  είναι μία φορά συνεχώς διαφορίσιμη στο R .   Τότε: 

)()( 11 vvvv ff ξξξξ −+= ++ ,)()()(')( 11 vvvvvv ff ξξοξξξξ −+−+= ++  

όπου η συνάρτηση  ( )hο  είναι τέτοια ώστε  ( )[ ] .0/lim 0 =→ hhh ο  

  Επιλέγουμε το  1+vx  με τέτοιο τρόπο ώστε: 

.)()( 11 ξξοξ −= ++ vvf  

Αυτό σημαίνει ότι το  1+vξ  αρκεί να επιλεγεί έτσι ώστε : 

.)()(')(0 1 vvvff ξξξξν −+= +  
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  Ο Τύπος αυτός δίνει την επαναληπτική μέθοδο Newton: 

)('
)(

1
v

v
vv f

f
ξ
ξ

ξξ −=+   ,...),2,1,0( =v  

για  κάποιο  δεδομένο  πρώτο  σημείο  αφετηρίας  της 

μεθόδου, έστω  ,0ξ  και κάτω από την προϋπόθεση ότι  

0)(' ≠vf ξ . 

  Βλέπουμε αμέσως εάν  ξξ =∞→ vvlim τότε από την συνέχεια των συναρτήσεων  f  και 

'f , έπεται ότι  )]('/)([ ξξξξ ff−=  και επομένως: 

0)( =ξf   εάν  .0)(' ≠ξf  

  Ας εξετάσουμε την τάξη σύγκλισης αυτής της μεθόδου : 

Θεώρημα  ΙII.1.2.(i).1.  Εάν  το  ξ   είναι  μία  απλή  ρίζα  της  δύο  φορές  συνεχώς 

διαφορίσιμης συνάρτησης  f  και αν  ,0)(' ≠ξf  τότε υπάρχει περιοχή του ξ  τέτοια ώστε για 

κάθε σημείο  ,0ξ  που ανήκει σ’ αυτήν την περιοχή, η ακολουθία  ( ),...,, 210 ξξξ  που παράγεται 

από   την μέθοδο Newton να συγκλίνει προς το σημείο  ξ  και να είναι τάξης τουλάχιστον  2  

(ως προς την συνηθισμένη νόρμα L  του R ). 

Απόδειξη. Προφανώς η μέθοδος Newton είναι της μορφής : 

,)(1 vv F ξξ =+  

με: 
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( ) ( )
( )xf
xfxxF
′

−= . 

  Άρα: 

  ( ) ( ) ( ) ( )
( )[ ]

( ) ( )
( )[ ]

,1 22 xf
xfxf

xf
xfxfxfxF

′
′′

=
′

′′−′
−=′  

και συνεπώς: 

0)( =′ ξF , εάν  0)( =′ ξf  και  .0)( =ξf  

  Επειδή έχει υποτεθεί ότι η  f  είναι δύο φορές συνεχώς διαφορίσιμη συνάρτηση, η  f ′  

θα είναι συνεχής συνάρτηση.  

  Αυτό σημαίνει ότι υπάρχει μία περιοχή του ξ  μέσα στην οποία ισχύει  

.1)( <≤′= LFFd ξξ  

  Μία εφαρμογή του Θεωρήματος  ΙΙΙ.1.1.6 μπορεί να επιβεβαιώσει ότι για κάθε σημείο 

του  ,0ξ που ανήκει σ’ αυτήν την περιοχή, η επαναληπτική ακολουθία: 

,)(1 vv xFx =+  

με αρχικό σημείο  ,0ξ  συγκλίνει προς το ξ .  

  Εξάλλου,  σύμφωνα  με  τις  παρατηρήσεις  που  ακολούθησαν  τον  Ορισμό  ΙΙΙ.1.1.11,  το 

γεγονός  ότι  0)( =′= ξξ FFd   εγγυάται  ότι  η  επαναληπτική  ακολουθία  )...,,( 210 ξξξ   έχει 

τάξη τουλάχιστον ίση με  2 . ■ 
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  Η  γεωμετρική  αναπαράσταση  της  μεθόδου  Newton  συνίσταται  στην  λήψη  των 

σημείων  1+vξ   σαν  τις  αντίστοιχες  τομές  του  οριζόντιου  άξονα  των  x  με  τις  ευθείες  που 

εφάπτονται στο γράφημα της F στα σημεία  ))(,( vv F ξξ :  

 

  Εάν  το  σημείο  ξ   είναι  μία  ρίζα  τάξης  p   της  f ,  μπορούμε  να  διασκευάσουμε 

κατάλληλα την μέθοδο Newton και να οδηγηθούμε πάλι σε μία επαναληπτική μέθοδο που έχει 

τάξη τουλάχιστον  2 .  

  Πράγματι, σε μία τέτοια περίπτωση,  το σημείο  ξ  θα είναι απλή ρίζα της συνάρτησης 

pf 1   (εφ’  όσον,  φυσικά,  η  τελευταία  ορίζεται  στο  ξ )  και  τότε,  εφαρμόζοντας  την  μέθοδο 

Newton, σχηματίζουμε την νέα επαναληπτική διαδικασία : 

( ).,...2,1,0  
)(
)(

.1 =
′

−=+ v
f
f

p
v

v
vv ξ

ξ
ξξ  

                                                (ξ0,F(ξ0)) 

 

 

 

               (ξ1, F(ξ1)) 

 

(ξ2 F(ξ2))
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  Εν τούτοις, στην πράξη συμβαίνει πολύ σπάνια να γνωρίζουμε την τάξη  p  της  f  στο 

σημείο ξ  (χωρίς να γνωρίζουμε το σημείο ξ  ). 

  Γενικά, η μέθοδος Newton συγκλίνει γρήγορα, αλλά παρουσιάζει δύο μειονεκτήματα: 

το πρώτο εντοπίζεται στο πώς και πόσο κοντά στην άγνωστη ρίζα  ξ  πρέπει να διαλέξουμε το 

σημείο εκκίνησης της μεθόδου, δηλαδή το σημείο  ,0ξ   ενώ το δεύτερο έγκειται στην ανάγκη 

των με ακρίβεια υπολογισμών των ποσοτήτων  )( vf ξ′ .  Προτού προχωρήσουμε στους  τρόπους 

αντιμετώπισης αυτών των δύο μειονεκτημάτων, θα κάνουμε δύο επισημάνσεις.  

  Κατ’  αρχήν,  μία  σπουδαία  εφαρμογή  της  μεθόδου  Newton  είναι  ο  υπολογισμός  της 

−r οστής ρίζας ενός πραγματικού αριθμού Α . Πράγματι, αυτός ο υπολογισμός ισοδυναμεί με 

την  επίλυση  της  εξίσωσης    .0)( =Α−= rf ξξ   Με  την  μέθοδο Newton  καταλήγουμε  στον 

αλγόριθμο:  

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ Α
+−= −+ 11 11

r
v

vv r
r ξ

ξξ       ( ).,...2,1,0,1 => vr  

  Ειδικότερα,  για  τον  υπολογισμό  της  τετραγωνικής  ρίζας  ενός  θετικού  αριθμού  Α , 

βρίσκουμε:  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ Α
+= −+ 11 2

1
r
v

vv ξ
ξξ       ( ).,...2,1,0=v  

  Τέλος, σε αρκετά βιβλία η μέθοδος Newton ονομάζεται μέθοδος Newton‐Raphson. 
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III.1.2.(ii).  Οι Μέθοδοι  της  Τέμνουσας  και  της  Διχοτόμησης  Στην 

συνέχεια, θα εξετάσουμε τους τρόπους αντιμετώπισης των δύο βασικών μειονεκτημάτων της 

μεθόδου Newton. 

  Η  επαναληπτική μέθοδος  της  τέμνουσας,  που  είναι  γνωστή  και  σαν  μέθοδος  regula 

falsi (: μέθοδος της εσφαλμένης θέσης), αντικαθιστά την τιμή της  )( vf ξ′  στον βασικό τύπο της 

μεθόδου Newton με το πηλίκον : 

,
)()(

1

1

−

−

−
−

vv

vv ff
ξξ
ξξ

 

έτσι ώστε να προκύπτει ο αλγόριθμος:  

)(f)(f
)(f)(f

vv

vvvv
v

1

11
1

..

−

−−
+ −

−
=

ξξ
ξξξξ

ξ      ( ).,...2,1,0=v  

  Παρατηρούμε ότι η λειτουργία ενός τέτοιου αλγορίθμου προϋποθέτει το δεδομένο δύο 

αρχικών τιμών  0ξ και  1ξ . Επί πλέον, αυτή η μέθοδος δεν είναι της μορφής  ,)(1 vv F ξξ =+  αλλά 

της μορφής  .),( 11 −+ = vvv G ξξξ  

  Η  εξέταση  της  τάξης  της  μεθόδου  της  τέμνουσας  οργανώνεται  σύμφωνα  με  κάποια 

επιχειρήματα που είναι διαφορετικά από εκείνα που χρησιμοποιήθηκαν προηγουμένως.  

  Συγκεκριμένα, έχουμε το:  

Θεώρημα ΙII.1.2.(ii).1. Εάν η συνάρτηση  f  είναι δύο φορές συνεχώς διαφορίσιμη στην 

περιοχή μίας απλής ρίζας ξ  της  f  και αν  0)ξ(f ≠′ τότε υπάρχει περιοχή του ξ  τέτοια ώστε 

για κάθε ζεύγος  ),( 10 ξξ σημείων που ανήκουν σ’ αυτήν την περιοχή, με  ,10 ξξ ≠  η μέθοδος 

της τέμνουσας συγκλίνει προς το ξ  και έχει τάξη που είναι τουλάχιστον ίση με:  
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2
51+
 (ως προς την συνηθισμένη νόρμα L | .|του R ). 

Απόδειξη. Θέτουμε  ξξσ −= vv : . Τότε: 

.
)()(

)()(

1

11
1

−

−−
+ −

−
=

vv

vvvv
v ff

ff
ξξ

ξσξσ
σ  

  Εάν η  f  είναι δύο φορές (συνεχώς) διαφορίσιμη σε μία περιοχή  

[,] δξδξξ +−=V του ξ , 

τότε είναι:  

  )()(
2

)()()()( 22 ξξοξξξξξξξ −+−
′′

+−′= vvvv
fff  

και: 

)()(
2

)()()()( 2
1

2
111 ξξοξξξξξξξ −+−

′′
+−′= −−−− vvvv

fff , 

υπό την προϋπόθεση ότι  ξξ Vv ∈  και  .Vv ξξ ∈−1   

  Επομένως, έχουμε:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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⎪
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⎪
⎨
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=

−
−
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+
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1
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2
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1
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1
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v

ff σοσοξ
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2
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1
2
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1

⎥⎦
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⎢⎣
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ή, διατηρώντας μόνον τους ενισχυμένους όρους:  

,
)(2

)(
11 ξ

ξσσσ
f

f
vvv ′

′′
≈ −−  

πάντα κάτω από την προϋπόθεση ότι  ξξ Vv ∈  και  ( ).,...,v  Vv 211 =∈− ξξ  

  Η προϋπόθεση αυτή  εξασφαλίζεται  όταν  τα αρχικά σημεία  0ξ   και  1ξ   επιλεγούν  έτσι 

ώστε:  

( )
( )

δεξξσ

ξ

<

′
′′

<−=

∈ xf
xf

Wxsup
00  και 

( )
( )

,
sup

11 δεξξσ

ξ

<

′
′′

<−=

∈ xf
xf

Wx

 

όπου  1<ε  και  ξW  είναι μία κλειστή περιοχή του ξ  με  ,ξξ VW ⊂ γιατί τότε θα είναι:  

ξξδξξ Vvv ∈⇔<−    ,...2,1=∀v   και   ,0limlim =−= ∞→∞→ ξξσ vvvv  

που, άλλωστε, εξασφαλίζει την σύγκλιση της μεθόδου προς το σημείο ξ .  

  Εάν τώρα συμβολίσουμε με  r  την τάξη της μεθόδου, τότε θα είναι:  

( ), ή 0lim 1 ∞+≠=+
∞→ Cr

v

v
v

σ

σ
 

απ’ όπου θα προκύψει ότι  

r
vv C σσ ≅+1   και   ,

2

11
r
vv C −+ ≅ σσ  

κι εφ’ όσον, όπως είδαμε, ισχύει:  
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11 −+ ≅ vvv K σσσ   ,
)(2

)( με )(
ξ
ξ

f
fK
′
′′

=  

θα οδηγηθούμε στην προσεγγιστική σχέση : 

.11
1

2

≅−−
−

rr
v

r

K
C σ  

  Η  τελευταία  αυτή  σχέση  αληθεύει  για  κάθε  συνάρτηση  f   (που  υπακούει  στις 

υποθέσεις του Θεωρήματος) και συνεπώς για κάθε τιμή του  K .  

  Έτσι, ιδιαιτέρως για  ,rCK = θα πρέπει το  r  να είναι λύση της εξίσωσης  

,012 =−− rr  με  ,0>r  

δηλαδή θα πρέπει: 

.618,1
2

51
≅

+
=r  

Η απόδειξη του Θεωρήματος ολοκληρώθηκε. ■ 

  Αν  και  η  τάξη  της  μεθόδου  της  τέμνουσας  είναι  μικρότερη  από  αυτήν  της  μεθόδου 

Newton, η μέθοδος της τέμνουσας υπερέχει αριθμητικά. Αυτό εξηγείται εύκολα.  

  Στην  μέθοδο  Newton  για  την  ολοκλήρωση  μίας  επανάληψης  απαιτούνται  δύο 

υπολογισμοί  τιμών  συναρτήσεων:  αυτός  της  )( vf ξ   και  αυτός  της  .)( vf ξ′ Από  την  άλλη 

πλευρά, μετά την ολοκλήρωση μίας επανάληψης, ο αριθμός των αξιοσημείωτων ψηφίων, που 

συμπίπτουν με αυτά της αληθινής λύσης ξ , θα έχει πολλαπλασιασθεί επί δύο.  
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  Στην  μέθοδο  της  τέμνουσας,  για  την  ολοκλήρωση  μίας  επανάληψης,  δεν  είναι 

απαραίτητος παρά μόνον ένας υπολογισμός  : αυτός  της  τιμής  )( vf ξ   (επειδή ο υπολογισμός 

της τιμής  )( 1−vf ξ  έχει ήδη πραγματοποιηθεί κατά το στάδιο της προηγούμενης επανάληψης), 

ενώ ταυτόχρονα ο αριθμός των αξιοσημείωτων ψηφίων που συμπίπτουν με αυτά της αληθινής 

λύσης ξ, θα έχει πολλαπλασιασθεί επί  .(1,618...)2  

  Η γεωμετρική ερμηνεία της μεθόδου της τέμνουσας περιγράφεται στο επόμενο σχήμα: 

 

  Όπως ήδη έχει αναφερθεί,  το άλλο μειονέκτημα  της μεθόδου Newton  (που είναι  και 

μειονέκτημα της μεθόδου της τέμνουσας) είναι η άγνοια κριτηρίων επιλογής του σημείου  0ξ  

εκκίνησης  της  μεθόδου,  έτσι  ώστε  η  εφαρμογή  του Θεωρήματος  ΙΙΙ.1.2.(i).1  (αντίστοιχα,  του 

Θεωρήματος  ΙΙΙ.1.2.(ii).1)  να  εξασφαλίζει  την  σύγκλιση  της  παραγόμενης  από  το 

0ξ επαναληπτικής  ακολουθίας  προς  την  άγνωστη  ρίζα  ξ   της  εξίσωσης  0)( =ξf .  Το 

μειονέκτημα αυτό αντιμετωπίζεται με τον εντοπισμό ενός αρχικού σημείου  0ξ  με την βοήθεια 

της μεθόδου της διχοτόμησης. 

                                                                                                                                                                               ξ1 

                                                      ξ0                                                ξ2                 ξ3 ξ 
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  Η μέθοδος της διχοτόμησης, που είναι γνωστή και σαν μέθοδος Bolzano, διαιρεί ένα 

διάστημα  ],[ βa  που περιέχεται μέσα στο πεδίο ορισμού της συνάρτησης  f  που συμμετέχει 

στην εξίσωση, λαμβάνοντας κάθε φορά εκείνο το υποδιάστημα στο οποίο ανήκει η ρίζα.  

  Για την εφαρμογή της μεθόδου της διχοτόμησης, καταρχήν, υποθέτουμε ότι η  f  είναι 

συνεχής στο  ],[ βa  και ότι: 

,0)()( <βfaf  

δηλαδή ότι μέσα στο  ],[ βa  υπάρχει μία τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης  0)( =ξf .   Τότε, 

υπολογίζουμε το μέσο του διαστήματος  ],[ βa : 

2
a

c 00
0

β+
= , 

όπου  aa =0  και  ββ =0 .  

  Αν  0)( 0 =cf , τότε  0c=ξ , διαφορετικά ελέγχουμε την συνθήκη  

0)()( 00 <cfaf . 

  Αν  αυτή  ισχύει,  τότε  η  ρίζα  ξ   βρίσκεται  στο  διάστημα  ],[ 00 ca ,  και  προκειμένου  να 

επαναληφθεί η ίδια διαδικασία τίθεται  

01 aa =  και  01 c=β  

οπότε προκύπτει το νέο διάστημα  ],[ 11 βa  που είναι το μισό του αρχικού.  

  Αν  

0)()( 00 >cfaf  
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τότε  0)()( 00 <βfcf , που σημαίνει ότι η  ξ  βρίσκεται στο διάστημα  ],[ 00 βc , οπότε το νέο 

διάστημα θα είναι το  

],[ 11 βa , 

όπου τώρα  

01 ca =  και  01 ββ = . 

  Έτσι ή αλλιώς,  το νέο διάστημα  ],[ 11 βa , που θα προκύψει, περιέχει  την ρίζα  ξ     της 

(x)f  και η όλη διαδικασία μπορεί να επαναληφθεί.  

  Δημιουργούμε  κατ’  αυτόν  τον  τρόπο  μία  ακολουθία  διαστημάτων 

,...],[,...,],[,],[ 1100 vvaaa βββ  για τα οποία ισχύουν οι ανισότητες: 

0210 ...... β≤≤≤≤≤ vaaaa    και  0210 ...... av ≥≥≥≥≥≥ ββββ , 

με: 

0)()( ≤vv faf β    και  1
00

11 22 +++

−
=

−
=− v

vv
vv

aaa ββ
β     ( ),...2,1,0=v . 

  Είναι φανερό πως, επειδή  

( ) 0)(2lim)(limlimlim 00
1

1111 =−=−=− +−
∞→++∞→+∞→+∞→ aaa v

vvvvvvvv βββ , 

εάν τεθεί  

,limlim 11 +∞→+∞→ == vvvv aβξ  

τότε, παίρνοντας τα όρια στην ανισοτική σχέση  

0)()( ≤vv faf β , 

θα προκύψει, λόγω της συνέχειας της  f , ότι  0)]([ 2 ≤ξf , άρα  0)( =ξf , δηλαδή ότι τα άκρα 

των διαστημάτων  ][ vv ,a β  συγκλίνουν στην ρίζα ξ  της  f .  
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  Έτσι, από τη στιγμή που βρεθούν τα  β  και a , έτσι ώστε  0)()( <βfaf , η μέθοδος 

συγκλίνει οπωσδήποτε σε μία ρίζα  ][ βξ ,a∈  της συνεχούς συνάρτησης f ,  υπό την έννοια ότι 

τα μέσα  

2
a

c vv
v

β+
=  

των διαστημάτων  ][ vv ,a β  συγκλίνουν προς το ξ . 

  Η γεωμετρική ερμηνεία της μεθόδου της διχοτόμησης αποδίδεται από το ακόλουθο 

σχήμα: 

 

 

 

 

 

Ένα μειονέκτημα της μεθόδου της διχοτόμησης είναι ότι απαιτείται η συνάρτηση  ( )xf  

να  αλλάζει  πρόσημο  γύρω  από  την  ρίζα,  με  αποτέλεσμα  να  μην  μπορεί  να  υπολογίσει  ρίζες 

άρτιας πολλαπλότητας.  

(a,F(a)) 

 

 

                       c0  c2   c1 
a=a0                               ξ            β=β0 

                                                (β,F(β)) 

 a0                   c0                           β0 

                                    a1           c1       β1  

                 

                    a2     c2 β2 
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Ακόμη,  από  την  κατασκευή  της  μεθόδου  έπεται  ότι  η  μέθοδος  της  διχοτόμησης 

εντοπίζει μόνο μία ρίζα και όχι όλες τις ρίζες που βρίσκονται στο διάστημα  ][ vv ,a β .  

Όμως,  το  βασικό  μειονέκτημα  της  μεθόδου  είναι  ότι  το  σφάλμα  vc−ξ   σε  κάθε 

επανάληψη μπορεί να φθάνει ακόμα και την διαφορά  

12 +

−
v

aβ
, 

δηλαδή  μπορεί  να  είναι  αρκετά  μεγάλο  συγκρινόμενο  με  άλλες  μεθόδους,  πράγμα  που 

σημαίνει ότι η μέθοδος έχει γενικά αργή σύγκλιση.  

  Για  τον  λόγο αυτό  χρησιμοποιείται  συνήθως αρχικά  για  τον  εντοπισμό μίας περιοχής 

μίας απλής ρίζας (τόσο μικρής ώστε να πληρούνται οι υποθέσεις του Θεωρήματος ΙΙΙ.1.2.(i).1 ή 

οι υποθέσεις  του Θεωρήματος  ΙΙΙ.1.2(ii).1),  και στην συνέχεια εφαρμόζεται μία άλλη μέθοδος 

με γρηγορότερη ταχύτητα σύγκλισης.  

  Τα κριτήρια διακοπής της μεθόδου της διχοτόμησης είναι τρία :  

  Στο  πρώτο  κριτήριο  ελέγχεται  εάν  δ<)c(f v ,  όπου  δ  είναι  μία  ανεκτικότητα  της 

μορφής  

κ−10
2
1

. 

Στο δεύτερο κριτήριο διακοπής ελέγχεται εάν  εξ <−vc , όπου ε είναι μία αυθαίρετα 

μικρή ανεκτικότητα: επειδή  

12 +

−
≤− vv

ac βξ , 
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αρκεί η μέθοδος να διακοπεί κατά την v –οστή επανάληψη, όπου  v  είναι ο πιο μικρός φυσικός 

αριθμός που είναι τέτοιος ώστε: 
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  Στην πράξη, αντί του κριτηρίου:  
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χρησιμοποιείται το ακόλουθο κριτήριο διακοπής: 
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(Πρέπει όμως να σημειωθεί ότι, από την άλλη πλευρά, στην πράξη οι τιμές των ανεκτικοτήτων 

δ  και  ε δεν  πρέπει  να  είναι  σημαντικά  μικρές,  δηλαδή,  εάν  κ   είναι  το  μέγιστο  πλήθος  των 

δεκαδικών  ψηφίων  που  μπορούν  να  αποθηκευτούν  σε  μία  υπολογιστική  μηχανή,  τότε  θα 

πρέπει   210
2
1, +−≥ κεδ ). 

ΙΙΙ.1.2.(iii). Οι Μέθοδοι Δ2 του Aitken και του Steffensen 

  Ας θεωρήσουμε μία επαναληπτική μέθοδο: 

)(F v1v ξξ =+  

που είναι τάξης 1.  
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  Στην Παράγραφο ΙΙΙ.1.1, είδαμε πόσο η σύγκλιση μίας τέτοιας μεθόδου μπορεί να είναι 

αργή.  

  Η μέθοδος  2Δ  , που οφείλεται στον Aitken, αποσκοπεί στην επιτάχυνση της σύγκλισης 

μίας τέτοιας ακολουθίας.  

  Η  εφαρμογή  της  μεθόδου  2Δ   του Aitken  πρέπει  προφανώς  να  είναι  ανεξάρτητη  του 

τρόπου με τον οποίο παράγεται η ακολουθία με γενικό όρο  vξ .  

  Εν τούτοις, στα πλαίσια της υπό ανάπτυξη Παραγράφου, θα την εφαρμόσουμε σε μία 

επαναληπτική διαδικασία της μορφής  )(1 vv F ξξ =+ , όπου η συνάρτηση  F  είναι διαφορίσιμη 

στην περιοχή ενός σταθερού της σημείου ξ . Τότε, θα ισχύει: 

)).((1 ξξεξξ −+=−+ vvv a , 

όπου  )(' ξF=a  και  ∞→vlim 0 =vε .  

  Εάν υποθέσουμε ότι  0=vε  για κάθε  v , μπορούμε να γράψουμε  

)(1 ξξξξ −=−+ vv a  και  )( 12 ξξξξ −=− ++ vv a , 

απ’ όπου έπεται  ]/[ 1 vv ξξ ΔΔa +=  και:  
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  Εάν όμως το  vε  δεν είναι ίσο με μηδέν για κάθε  v , η τελευταία έκφραση δεν ισούται 

με ξ , για κάθε  v , αλλά με μία ποσότητα που θα συμβολίζουμε με  vy : 
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  Αυτός  ο  μετασχηματισμός  της  ακολουθίας  ,...)2,1,0( =vv :ξ   στην  ακολουθία 

,...)2,1,0( =vyv :  είναι η μέθοδος  2Δ  του Aitken. Η ονομασία της μεθόδου προέρχεται από το 

γεγονός ότι ο παρανομαστής της ποσότητας  vy  είναι ίσος με  vξ
2Δ . 

  Μέχρι στιγμής χρησιμοποιήσαμε τα σύμβολα  vξΔ  και  vξ
2Δ . Σε αργότερη Παράγραφο, 

θα εισάγουμε σύμβολα της μορφής  vxκΔ  για κάθε θετικό ακέραιο κ .   Προς  το  παρόν, 

επισημαίνουμε ότι:  

vvv ξξξ −= +1Δ   και  vvvvv ξξξξξ +−== ++ 12
2 2)(ΔΔΔ . 

 Ας εξετάσουμε τώρα την σύγκλιση της ακολουθίας ,...)2,1,0( =vyv : . 

Θεώρημα  ΙII.1.2.(iii).1.  Εάν  η  μέθοδος    2Δ   του Aitken  εφαρμοστεί  σε  μία  ακολουθία 

R⊂= ),2,1,0( Kνξν :  που συγκλίνει προς το σημείο  R∈ξ  και εάν υπάρχουν πραγματικοί 

αριθμοί  A  και  B  , με  BA <<< 10 , τέτοιοι ώστε:  

]
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για  κάθε  v   μεγαλύτερο  από  κάποιον  φυσικό  N ,  τότε  η  προκύπτουσα  ακολουθία  

,...)2,1,0( =vyv :  συγκλίνει επίσης προς το ξ  .  

Απόδειξη. Όπως διαπιστώνεται εύκολα, ισχύει ότι: 
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  Επειδή  BA <<< 10  και  ,,)()( 1 NvBA ≥∀∉+ ][ΔΔ νν ξξ  οι ποσότητες  
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είναι όλες, κατ’ απόλυτη τιμή, κάτω φραγμένες (για κάθε  Nv ≥ ). Εξ άλλου  0lim =∞→ νν ξΔ  , 

γιατί η ακολουθία  ,...)2,1,0( =vv :ξ  είναι συγκλίνουσα.  

  Άρα : 
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και η Απόδειξη του Θεωρήματος είναι πλήρης. ■  

  Ας  μελετήσουμε  τώρα  την  επιτάχυνση  της  σύγκλισης  που  επιτυγχάνεται  με  την 

εφαρμογή της μεθόδου  2Δ  του Aitken.  

Θεώρημα  ΙII.1.2.(iiι).2.  Εάν  η  μέθοδος  2Δ   του Aitken  εφαρμοστεί  σε  μία ακολουθία 

R⊂= ),2,1,0:( Kvνξ   που  συγκλίνει    προς  το  σημείο  R∈ξ   και  είναι  τάξης  1  με 

ασυμπτωτική σταθερά σφάλματος  ίση με  ,1≠C   τότε  ξ=∞→ vv ylim   και  η  προκύπτουσα 

ακολουθία  ,...)2,1,0( =vyv :  συγκλίνει πιο γρήγορα από τις ακολουθίες  ,...)1,0( 1 =+ vv :ξ  

και  ,...)1,0( 2 =+ vv :ξ  υπό την έννοια ότι: 
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Απόδειξη.  Η  υπόθεση  ότι  η  συγκλίνουσα  προς  το  ξ   ακολουθία  ,...)2,1,0( =vv :ξ   είναι 

τάξης  1,  με  ασυμπτωτική  σταθερά  σφάλματος  ίση  με  1≠C ,  μπορεί  να  διατυπωθεί  πιο 

επεξηγηματικά με τον εξής ισοδύναμο τρόπο : 

)()(1 ξξεξξ ννν −+=−+ C , 

για κάθε ν μεγαλύτερο από κάποιον φυσικό αριθμό  N  και για κάποια  R∈νε  τέτοια ώστε : 
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  Έτσι μπορούμε να γράψουμε:  
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  Αφού πραγματοποιήσουμε τις αντικαταστάσεις, βρίσκουμε: 
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  Επομένως  εάν  1≠C   ,  τότε  ξνν =∞→ ylim   και  η  ακολουθία  ,...)2,1,0( =vyv :  

συγκλίνει πιο γρήγορα από την ακολουθία  ,...)1,0( 1 =+ vv :ξ , υπό την έννοια  
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  Επί πλέον, επειδή, όπως είδαμε στην Παρατήρηση III.1.13.(i),  ,0≠C  θα είναι και:  
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που  σημαίνει  ότι  η  ακολουθία  ,...)2,1,0( =vyv :   συγκλίνει  πιο  γρήγορα  από  την  ακολουθία 

,...)1,0( 2 =+ vv :ξ . ■  

Παρατήρηση  III.1.2.(iii).3.  Η  μέθοδος  2Δ   του  Aitken  είναι  μία  μερική  περίπτωση 

γενικότερου ενός αλγόριθμου επιτάχυνσης  της σύγκλισης που είναι πολύ πιο  ισχυρός:  του ε‐

αλγόριθμου, που οφείλεται στον Wynn (1956). ■  

Η  μέθοδος  Steffensen  είναι  ένας  αλγόριθμος  επίλυσης  της  εξίσωσης  ( )ξξ F=   που 

βασίζεται στην μέθοδο  2Δ  του Aitken.  

Η βασική ιδέα, γύρω από τη οποία οργανώνεται η μέθοδος Steffensen, προέρχεται από 

το επόμενο: 
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Θεώρημα ΙII.1.2.(iiι).4.  Εάν η  συνάρτηση  RR →:F  είναι  διαφορίσιμη στην περιοχή 

του σταθερού της σημείου ξ και εάν  ,1)( ≠′ ξF  τότε και η συνεχής επέκταση σε όλο το R  της 

συνάρτησης  
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έχει σταθερό το σημείο  .)(G ξξ =  

Απόδειξη.  Κατά  αρχήν  παρατηρούμε  ότι  ,  επειδή  )(ξξ F= ,  η  τιμή  )(ξG   είναι 

απροσδιόριστη,  της  μορφής  00 ,  γιαυτό  και  ορίζουμε  την  συνεχή  επέκταση  της  G   στο  ξ  

χρησιμοποιώντας τον κανόνα του de l’ Hospital: 
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  Είναι τότε φανερό ότι , επειδή  1)(F ≠′ ξ , είναι : 

ξ
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Παρατήρηση  III.1.2.(iii).5. Η  περίπτωση  1)( =′ ξF   σημαίνει  ότι  το  ξ   είναι  πολλαπλή 

ρίζα της εξίσωσης  0)( =− ξξ F .  

  Μπορούμε να δείξουμε ότι και σε αυτήν την περίπτωση ισχύει ανάλογο συμπέρασμα 

με αυτό του προηγούμενου Θεωρήματος.  
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  Πιο  συγκεκριμένα,  εάν  p   είναι  η  πολλαπλότητα  της  ρίζας  ξ   και  εάν  η  F   είναι 

−p φορές συνεχώς διαφορίσιμη στην περιοχή του ξ  , τότε αποδεικνύεται ότι:  

)(11)( 2εεξεξ Ο+⎟⎟
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⎞
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⎝

⎛
−+=+

p
G  

για κάθε  0>ε . Το σύμβολο  )( 2εΟ  αναπαριστά μία συνάρτηση η οποία είναι φραγμένη  από 

κάποιο πολλαπλάσιο του  2ε . ■  

  Μετά  από  όσα  προηγήθηκαν,  μπορούμε  να  ορίσουμε  την  μέθοδο  Steffensen  , 

σύμφωνα με το ακόλουθο επαναληπτικό σχήμα:  
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1 FFF
FFF

G       ( )K,2,1,0=ν  

  Ας μελετήσουμε την σύγκλιση και την τάξη της μεθόδου Steffensen. Έχουμε το εξής: 

Θεώρημα  ΙII.1.2.(iii).5. Ας υποθέσουμε ότι  η  επαναληπτική μέθοδος που  εισάγεται 

από την συνάρτηση  F  (δηλαδή η ακολουθία  ),2,1,0:)(( 1 K==+ νξξ νν F ) είναι τάξης  r  

και  ότι  η  F   είναι  −r φορές  συνεχώς  διαφορίσιμη  στην  περιοχή  του  σταθερού  της 

σημείου ξ .  

  Εάν  1=r   και  1)( ≠′ ξF ,  τότε  η  μέθοδος  Steffensen  είναι  τουλάχιστον  τάξης  r , 

ενώ  εάν  1>r   τότε  η  μέθοδος  Steffensen  είναι  τουλάχιστον  τάξης  12 −r .  Σε  κάθε 

περίπτωση, η μέθοδος Steffensen συγκλίνει, εφ’ όσον  

.)(lim ξξνν =∞→ F  
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Απόδειξη.  Εάν  οι  επαναλήψεις  )(1 νν ξξ F=+ είναι  τάξης  r   και  εάν  η  F   είναι  −r φορές 

συνεχώς διαφορίσιμη στην περιοχή του ξ , τότε:  

]!)([   όπου     ),()( )( rFAhhAhF rrr ξοξξ =++=+ , 

και:  
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 Επομένως: 
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  Εάν  1>r , βλέπουμε ότι  ),()( 12122 −− +−=+ rr hhAhG οξξ οπότε , παίρνοντας 

ξξν −=h , θα είναι: 

),()()( 12122 −−
+ +−−==+ rr hAhG οξξξξξ νν 1  

που φανερώνει ότι η μέθοδος Steffensen είναι τάξης  12 −r .  

  Εάν  1=r , βλέπουμε ότι: 

,)]()1[()()( 122 −+−+=+ hhAhhG οοξξ  

οπότε , επειδή  1)( ≠′ ξF και συνεπώς επειδή  1≠A , θα είναι:  
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0)()1()( =′⇒+=+ ξοξξ GhhG  

που φανερώνει ότι, σ’ αυτήν την περίπτωση, η μέθοδος Steffensen είναι τάξης  2 .   Ας 

σημειωθεί  ότι  και  στις  δύο  περιπτώσεις  δεν  χρειάσθηκε  η  θεώρηση  της  υπόθεσης  ότι 

.)(lim ξξνν =∞→ F   

  Όμως  η  συνθήκη  ξξνν =∞→ )(lim F   είναι  ικανή  να  εξασφαλίσει  την  σύγκλιση 

,)(lim ξξνν =∞→ G  με δεδομένη τη συνέχεια της G. ■  

Παρατήρηση  ΙΙΙ.1.2.(iii).7.  Από  αριθμητικής  άποψης,  η  μέθοδος  Steffensen  στην 

περίπτωση όπου  1=r  είναι λιγότερο προνομιούχα συγκριτικά με την μέθοδο της εσφαλμένης 

θέσης, γιατί σε κάθε επανάληψη της μεθόδου Steffensen απαιτούνται δύο υπολογισμοί τιμών 

συναρτήσεων. ■  

III.1.2.(iv).  Οι Μέθοδοι  Ανώτερης  Τάξης  Σύγκλισης  Έστω  ότι  δίνεται 

προς επίλυση η αλγεβρική εξίσωση  0)( =ξf .  

  Εάν η συνάρτηση  f  είναι  −r φορές συνεχώς διαφορίσιμη στην περιοχή της ρίζας  ξ , 

τότε είναι δυνατή η κατασκευή επαναληπτικών μεθόδων τάξεων  1,...,3,2 +r  μετά από ταύτιση 

των αρχικών όρων στο ανάπτυγμα σε δυναμοσειρά Taylor.  

  Συγκεκριμένα , ας θεωρήσουμε την επαναληπτική μέθοδο:  
)(1 νν ξξ F=+ , 

με: 
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jr

j j tftattF )]([)()(
1∑ =

+= . 

  Προφανώς , όταν οι ποσότητες  )(ξja  είναι όλες πεπερασμένες, ισχύει  

)(ξξ F= . 

  Θα προσδιορίσουμε τις συναρτήσεις  )(ta j  έτσι ώστε:   

0)()()( )1( ===′′=′ + ξξξ rFFF K . 

  Είναι σαφές ότι μία τέτοια αξίωση ισοδυναμεί με το ακόλουθο σύστημα εξισώσεων:  

       0)()(1 1 =′+ ξξ fa . 

     0)]([)(2)()(2)()( 2 =′+′′+′′ ξξξξξξ fafafa 211 , 

                        

  ……………………………………………………………………………………………….. 

το  οποίο  αν  επιλυθεί  ως  προς  )(,),(),( 21 ξξξ raaa K ,  δείχνει  ότι  οι  συναρτήσεις 

)(,),(),( 21 tatata rK  αρκεί να επιλεγούν έτσι ώστε να είναι της μορφής:  

)(
1)(1 tf

ta
′

−=  , 

32 )]([
)(

2
1)(

tf
tfta

′
′′

−=  , 

M  

  Καταλήγουμε λοιπόν κατά αυτόν τον τρόπο στις εξής επαναληπτικές μεθόδους:  

    
)(f
)(f

ν

ν
νν ξ

ξ
ξξ

′
−=+1  , που είναι τάξης  2 , 

     3

2

1 )]([2
)]([)(

)(
)(

ν

νν

ν

ν
νν ξ

ξξ
ξ
ξ

ξξ
f

ff
f
f

′
′′

−
′

−=+  , που είναι τάξης 3 , 

                        ………………………………………………………………...... 
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ΙΙΙ.1.3. ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΜΕΘΟΔΟΙ ΓΙΑ  

EΞΙΣΩΣΕΙΣ ΠΟΛΛΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ  

  Το πρόβλημα για το οποίο θα ενδιαφερθούμε σε αυτήν την Παράγραφο είναι αυτό της 

επίλυσης της εξίσωσης  )(ξξ F=  ( ή της  0)( =ξf  ), όπου  F  (ή  f ) είναι μία απεικόνιση ενός 

μέρους του  nR  μέσα στο  .1 με ≥nnR   

  Λίγες  μέθοδοι  της  προηγούμενης  Παραγράφου  μπορούν  να  γενικευθούν  με  εύλογο 

τρόπο στην πολυδιάστατη περίπτωση.  

  Στην  συνέχεια,  δεν  θα αναφέρουμε παρά μόνον  δύο.  Για  περισσότερες  λεπτομέρειες 

παραπέμπουμε στο εξαιρετικό βιβλίο  [ ]49 . 

III.1.3.(i). Η Μέθοδος Newton Έστω η προς επίλυση εξίσωση : 

0)( =ξf . 

  Ας υποθέσουμε ότι η απεικόνιση f είναι μία φορά συνεχώς διαφορίσιμη στην περιοχή 

της ρίζας ξ .  

  Όπως  και  στην  περίπτωση  της  μίας  μεταβλητής,  μία  απεικόνιση  ενός  (ανοικτού) 

συνόλου του  nR μέσα στο  nR  λέγεται  −κ φορές συνεχώς διαφορίσιμη στο σύνολο αυτό, 

εάν οι παράγωγοι μέχρι και  −κ τάξης της απεικόνισης υπάρχουν και είναι συνεχείς.  

  Τότε:  

   ( ) ( ) ( ) ( ) )()( 11 νννν ξξξξ −+= ++ ff  

            ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ),()()()( 11 νννννν ξξοξξξξ −+−′+= ++ff  
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όπου  ( ))( νξf ′   είναι  η  τιμή  του  Ιακωβιανού  πίνακα  της  f   στο  ( )νξ   και  )(hο   είναι  μία 

συνάρτηση  nR  μέσα στον εαυτό του τέτοια ώστε  0])([lim 0 =→ hhh ο .  

  Επιλέγουμε το  ( )1+νξ  έτσι ώστε: 

( ) ( ) ( ) )()( 11 ννν ξξοξ −= ++f . 

Αυτό σημαίνει ότι το  )1( +νξ  πρέπει να επιλεγεί κατά  τέτοιο τρόπο  ώστε : 

( ) ( ) ( ) ( ) )()()(0 1 νννν ξξξξ −′+= +ff . 

Ο Tύπος αυτός δίνει την επαναληπτική μέθοδο Newton: 

( ) ( ) ( ) ( ) )( K,2,1,0        )()]([ 11 =′−= −+ νξξξξ νννν ff  

για κάποιο δεδομένο πρώτο σημείο εκκίνησης της μεθόδου, έστω  )0(ξ , και κάτω από 

την προϋπόθεση ότι υπάρχει ο αντίστροφος πίνακας  ( ) 1)]([ −′ νξf  του πίνακα  ( ) ).( νξf ′   

  Βλέπουμε  αμέσως  ότι  εάν  ( ) ,lim ξξ ν =∞→v   τότε  )()]([ 1 ξξξξ ff −′−=   και 

επομένως:  

,0)( =ξf  

 εάν ο πίνακας  )(ξf ′  είναι αντιστρέψιμος. 

  Ας εξετάσουμε τώρα την τάξη σύγκλισης της μεθόδου : 
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Θεώρημα  ΙII.1.3.(i).1.  Εάν  ξ   είναι  μία  ρίζα  της  f   και  εάν  ο  Ιακωβιανός  πίνακας 

 )(f ξ′ της  f  στο  ξ  είναι αντιστρέψιμος, τότε υπάρχει μία περιοχή του  ξ  τέτοια ώστε, για 

κάθε  )0(ξ  που ανήκει σε αυτήν την περιοχή, η ακολουθία  ( ) ),,2,1,0( K=νξ ν : που παράγεται 

από την επαναληπτική μέθοδο Newton, να συγκλίνει προς το  ξ  και να έχει τάξη σύγκλισης 

τουλάχιστον  2 . 

Απόδειξη. Η μέθοδος Newton είναι της μορφής:  

( ) ( ) ),(1 νν ξξ F=+   

με:  

).()]([)( 1 xfxfxxF −′−=  

  Επειδή: 

),()()()()()(
και   )()]([)( 1

hhfhhffhf
hfhfhhF

οξξξξ
ξξξξ

+′=+′+=+
++′−+=+ −

o
έχουμε:  

)())]([})()]([)( 11 hhfhfhfhF οξξξξξ −− +′−+′−=−+ {I  

και επομένως, μία εφαρμογή του Θεωρήματος III.1.1.6 μπορεί να βεβαιώσει ότι εάν ο πίνακας 

 )(ξf ′  είναι αντιστρέψιμος τότε:  

0
)(

lim
n

0  
=

−+

∈
→ h

hF

h
h

ξξ

)( R

, 

που εγγυάται ότι η μέθοδος Newton έχει τάξη σύγκλισης  2 .■ 
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Παρατήρηση  III.1.3.(i).2.  Το  κύριο  μειονέκτημα  της  μεθόδου  Newton    είναι  ότι  είναι 

απαραίτητο  (  πριν  από  κάθε  εργασία  προγραμματισμού  σε  υπολογιστική  μηχανή  )  να 

υπολογισθεί  η  έκφραση  του  Ιακωβιανού  πίνακα,  πράγμα  που  σημαίνει  πως  όταν  20=n  

πρέπει  να  υπολογισθούν  400   παράγωγοι.  Το  μειονέκτημα  αυτό  αντιμετωπίζεται  με  την 

μέθοδο Henrici. ■ 

III.1.3.(ii). Η Μέθοδος Henrici. Η μέθοδος Henrici μπορεί  να  θεωρηθεί  σαν μία 

πολυδιάστατη γενίκευση της μεθόδου Steffensen.  

  Κατ’  αρχάς,  εκφράζουμε  την  εξίσωση  ( ) 0=ξf   σε  μία  ισοδύναμη  μορφή  της: 

)(ξξ F=  και θέτουμε:  

           )()0( : νξ=u  

           )( )0()1( uFu =:  

           ………………... 

           )( )1()( −= nn uFu :  

  Συμβολίζουμε με  )( juΔ  το διάνυσμα  ( )jj uu −+ )1(  και ας υποθέσουμε ότι η  F  είναι 

διαφορίσιμη στην περιοχή του ξ .  

  Παραβλέποντας  τα  διανύσματα  )( )( ξu j −ο ,  και  μηδενίζοντάς  τα,  μπορούμε  να 

γράψουμε ότι:  

( ) ( ) ( )jj uFu Δ′=Δ + ξ1   1,...,2,1,0 −= nj . 

  Το  τελευταίο  σύστημα  εξισώσεων  συνοψίζεται  με  τη  γλώσσα  των  πινάκων  σε  μία 

ισοδύναμη διατύπωση:  
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  Εάν  )( jU   είναι  ο  τετραγωνικός  πίνακας  του  οποίου  οι  στήλες  είναι  τα  διανύσματα 

( ) ( )( )1,..., −+njj uu  και εάν  ( )jUΔ  είναι ο πίνακας  ( ) ( )jj UU −+1 , τότε  

( ) ( ) ( )01 UFU Δ′=Δ ξ  

και επομένως  

( ) ( ) ( )( ) 10 −
ΔΔ=′ UUF jξ . 

  Έχουμε:  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )[ ] 1001 −′−Ι+=⇔−′=− ξξξξξ FuuFu  

εφ’ όσον φυσικά ο πίνακας  )(ξF ′−I  είναι αντιστρέψιμος, αξίωση που δεν είναι τίποτε άλλο 

από την συνθήκη της μεθόδου Newton ότι ο πίνακας  )(ξf ′  είναι αντιστρέψιμος.  

  Επειδή:  

( )[ ] ( ) ( )( )[ ] 1101 −−− ΔΔ−Ι=′−Ι UUF jξ ( ) ( ) 1020 )( −−= UU ΔΔ , 

όπου ο πίνακας  ( )02UΔ  ορίζεται από την σχέση  )0()1()0(2 UUU ΔΔΔ −= , βλέπουμε ότι 

τελικά ισχύει:  

1)0(2)0()0( )( −−= UUu ΔΔξ ( )0uΔ ,  

και η επαναληπτική μέθοδος Henrici είναι της μορφής:  

1)0(2)0()0()1( )( −− −= UUuv ΔΔξ ( )0uΔ   

όπου:  

         )()0( : νξ=u  

         )( )0()1( uFu =:  

         ………………... 
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         )( )1()( −= nn uFu :  

         )1100 )(n)()()( ,...,u,uuU −= (  

         )( )()2()1()1( nu,...,u,uU =  

         ))1()3()2()2( ( += nu,...,u,uU  

         )0()1()0(Δ UUU −=  

         )1()2()1(Δ UUU −=  

         )0()1()0(2 U UU ΔΔΔ −=  

         )0()1()0(Δ uuu −= . 

  Από  θεωρητικής  άποψης,  η  μελέτη  αυτού  του  αλγόριθμου  δεν  έχει  ολοκληρωθεί.  Εν 

τούτοις,  υπάρχουν  πολλά  πειραματικά  αποτελέσματα,  αλλά  και  αρκετές  θεωρητικές 

εφαρμογές  ειδικών  περιπτώσεών  του,  που  ενθαρρύνουν  την  πεποίθηση  ότι  η  σύγκλιση  του 

αλγόριθμου  του Henrici  είναι  τετραγωνική,  ακόμα  και  αν  η  βασική  επαναληπτική ακολουθία 

( ) ),...1,0:)(( )(1 ==+ juFu jj ,  με  την  βοήθεια  της  οποίας  σχηματοποιείται,  αποκλίνει. 

Δυστυχώς, όμως, φαίνεται ότι στην πράξη αυτή η μέθοδος είναι ασταθής.  

  Εκτός  από  την  μέθοδο  Henrici,  υπάρχει  και  μία  δεύτερη  γενίκευση  της  μεθόδου 

Steffensen, η οποία στηρίζεται στον  −ε αλγόριθμο.  

  Πρόκειται για έναν αλγόριθμο που έχει τετραγωνική σύγκλιση και για τις επαναλήψεις 

του οποίου δεν απαιτείται ο υπολογισμός καμμίας παραγώγου. Η μόνη απαραίτητη συνθήκη 

για την οργάνωση και σύγκλιση αυτού του αλγορίθμου είναι η αντιστρεψιμότητα του πίνακα  

)(ξF ′-I . 

  Περισσότερες πληροφορίες σχετικά με τον αλγόριθμο αυτό παρέχονται στο βιβλίο  [ ]6 . 
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ΙΙΙ.1.4. ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΡΙΖΩΝ ΕΝΟΣ ΠΟΛΥΩΝΥΜΟΥ  
  Μία  ιδιαιτέρως  σπουδαία  περίπτωση  επίλυσης  αλγεβρικής  εξίσωσης  είναι 

εκείνη  του  υπολογισμού  των  ριζών  ενός  πολυωνύμου.  Για  λόγους  απλοποίησης,  θα 

υποθέτουμε  ότι  οι  συντελεστές  του  πολυωνύμου  είναι  πραγματικοί  αριθμοί  και  θα  το 

συμβολίζουμε με:  

( ) jk

j jk xaxp ∑ =
=

0
 

  Πριν προχωρήσουμε στην μελέτη των επαναληπτικών μεθόδων υπολογισμού των ριζών 

του  πολυωνύμου  )(xpk ,  θα  υπενθυμίσουμε  έναν  ορισμένο  αριθμό  κλασσικών 

αποτελεσμάτων που θα παρουσιάσουμε χωρίς απόδειξη. Έστω  

kξξξ ,...,, 21  

οι ρίζες του  )(xpk .  

III.1.4.1. Συμμετρικές συναρτήσεις των ριζών (Σχέσεις Vieta): 
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III.1.4.2. Σχέσεις Newton: 
 

Εάν  ∑= =
k
j

p
jp ξs 1 , τότε:  

        011 =+ −kk asa  

      02 2112 =++ −− kkk asasa  

    ……………………………….. 
    0... 0111 =++++ − aksasasa kkkk . 

 

III.1.4.3. Κανόνας Descartes: 
 

Εάν  1N  είναι το πλήθος των θετικών ριζών του  )x(pk  και εάν  2N είναι πλήθος 

των εναλλαγών των προσήμων στην ακολουθία  ),,...,,( 011 ξξξξ −kk ,τότε ο αριθμός 

( )12 NN −  

είναι  άρτιος.  (Αντικαθιστώντας  το  x   με  το  x− ,  μπορούμε  να  συνάγουμε  το 

ανάλογο αποτέλεσμα για το πλήθος των αρνητικών ριζών του  )(xpk .) 

 

III.1.4.4. Θεώρημα Ακεραίων Ριζών: 
 

Εάν όλοι  οι  συντελεστές  kaaa ,...,, 10   του πολυωνύμου  )(xpk είναι  ακέραιοι  και 

εάν ο ακέραιος  0≠ξ είναι ρίζα της εξίσωσης  0)( =ξkp , τότε ο ξ  είναι διαιρέτης 

του σταθερού όρου  0a . 
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III.1.4.5. Ακολουθίες Sturm:  
 

  Θέτουμε: 

    )()(0 xpxf k=: , 

        ).()(1 xpxf k′=:  

Στην  συνέχεια,  παίρνουμε  σαν  )x(f 2 το αρνητικό  του υπολοίπου  της  διαίρεσης 

( ) ( )xfxf 10 / , σαν  )(3 xf το αρνητικό του υπολοίπου της διαίρεσης  ( ) ( )xfxf 21 / . 

  Συνεχίζοντας κατ’ αυτόν τον τρόπο, δημιουργούμε την ακολουθία: 

        ( ) ( ) ( ) ( )xfxfxqxf 2110 −=  

        ( ) ( ) ( ) ( )xfxfxqxf 3221 −=  

      ............................................ 

      ( ) ( ) ( )xfxqxf kkk =−1 . 

Το  )(xfk είναι ταυτοτικά ίσο με μία μη μηδενική σταθερά.  

  Παίρνουμε  BA <  και θεωρούμε τις δύο πεπερασμένες ακολουθίες: 

        ( ) ( ) ( ) ( )AfAfAfAf k,...,,, 210  

    ( ) ( ) ( ) ( )BfBfBfBf k,...,,, 210 . 

Εάν  τώρα  ( )AN και  ( )BN   είναι  οι  αριθμοί  που  αναπαριστούν  το  πλήθος  των 

αλλαγών προσήμου σ’ αυτές τις δύο ακολουθίες, αντίστοιχα, τότε:  ο αριθμός των 

ανά δύο διάφορων πραγματικών ριζών της  0)( =ξkp  που ανήκουν στο διάστημα 

],[ BA ισούται με  

( ) ( )BNAN . 

  Επί πλέον, εάν η εξίσωση  0)( =ξkp έχει μία τουλάχιστον πολλαπλή ρίζα, 

τότε υπάρχει  m  τέτοιο ώστε το  ( )xfm 1+  να είναι ταυτοτικά ίσο με το μηδέν, και οι 

πολλαπλές ρίζες του ( )xpk  να είναι απλές ρίζες του  ( )xfm .  
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  Έτσι, ο αριθμός των ανά δύο διάφορων ριζών (όταν έχουμε προσμετρήσει 

κάθε  πολλαπλή  ρίζα  σαν  απλή  ρίζα)  βρίσκεται  με  την  βοήθεια  του  παραπάνω 

αποτελέσματος θεωρώντας τις πεπερασμένες ακολουθίες: 

( ) ( ) ( ) ( )AfAfAfAf k,...,,, 210  και  ( ) ( ) ( ) ( )BfBfBfBf k,...,,, 210 . 

 

III.1.4.6. Εντοπισμός των Ριζών:  
 

  Όλες  οι  ρίζες  kξξξ ,,, 21 K   της  εξίσωσης  0)(pk =ξ   βρίσκονται 

τοποθετημένες  μέσα  στον  επίπεδο  δακτύλιο  που  ορίζεται  από  τις  ανισοτικές 
σχέσεις:  

,
||

||b
||

||a
||

0

0

k

k

a
a

z
a

a +
≤≤

+
 

όπου: 

|}.||,...,{|b
|},||,...,{|a

01

1

aamax
aamax

k

k

−=
=

 

 

III.1.4.7. Υπολογισμός της αριθμητικής τιμής 
πολυωνύμου σε ένα σημείο (Σχήμα Hörner):  

 

  Εάν  t  είναι κάποιο σημείο της πραγματικής ευθείας τότε:  

( ) 01
1

1 atatatatp k
k

k
kk ++++= −

− L  

Είναι σαφές ότι η τελευταία ισότητα μπορεί να γραφεί υπό την μορφή:  

( ) ( )( ) 021 atatatatp kkkk +++= −−L  
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Η  σχέση  αυτή  οδηγεί  στην  κατασκευή  ενός  τρόπου  υπολογισμού  της  αριθμητικής 

τιμής του  kp  στο σημείο  t : Θέτουμε διαδοχικά:  

        
( )
( ) ( ) 101

0

:
:

−+=
=

k

k

atPttP
atP

 

         ……………………….. 

         . ( ) ( ) ( )kjatPttP jkjj ,,2,1: 1 L=+= −− . 

Είναι τότε εύκολη η επαλήθευση της ισότητας : 

( )tptatP k
k

j
j

jk =+∑ =0
)( . 

 

  Ας  προχωρήσουμε  τώρα  στην  μελέτη  των  επαναληπτικών  μεθόδων  που  υπολογίζουν 

τις ρίζες πολυωνύμου: 

III.1.4.(i).  Η  Μέθοδος  Newton  Είναι  προφανές  ότι  η  μέθοδος  Newton,  που 

παρουσιάσθηκε  στην  Παράγραφο  III.1.2,  μπορεί  να  εφαρμοσθεί  και  στην  περίπτωση  ενός 

πολυωνύμου  ( )xpk :  

( )
( )

:( 01 x
xp

xp
xx

vk

vk
vv ′−=+ δοθέν σημείο). 

  Η αριθμητική τιμή του  ( )vk xp  βρίσκεται με την βοήθεια του σχήματος Hörner:  

( )
( ) ( ) ( ) .,...,2,11

0

kjaxpxxp
axp

jkvjvvj

kv

=+=
=

−−
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  Ομοίως, η αριθμητική τιμή του  ( )vk xp ′
 βρίσκεται από τους τύπους:  

( )
( ) ( ) ( ) ( ) .,...,2,111

0

kjxpxpxxp

axp

vjvjvvj

kv

=+′=′
=′

−−

 

  Η  σύγκλιση  αυτής  της  μεθόδου  προσδιορίζεται  ανάλογα  με  τις  υποθέσεις  και  τα 

αποτελέσματα του Θεωρήματος III.1.2.(ii).1. 

  Θα  πρέπει  όμως  να  σημειωθεί  ότι  η  επιλογή  του  αρχικού  σημείου  0x ,  έτσι  ώστε  η 

παραγόμενη  ακολουθία  ( ),...2,1,0: =vxv   να  συγκλίνει  προς  μία  ρίζα  ξ   της  εξίσωσης 

0)( =ξkp ,  είναι  ένα  κρίσιμο  και  ευαίσθητο  ζήτημα  και,  επί  πλέον,  ότι  η  σύγκλιση  της 

παραγόμενης ακολουθίας  ( ),...2,1,0: =vxv  προς μία μιγαδική ρίζα  της  0)( =ξkp   δεν είναι 

εφικτή παρά μόνον όταν το  0x  είναι μιγαδικός αριθμός.  

  Από την στιγμή που θα έχει βρεθεί μία ρίζα  ( παραδείγματος χάριν, η  1ξ  ), μπορούμε 

να προχωρήσουμε στον υπολογισμό μίας δεύτερης ρίζας  2ξ , ξαναρχίζοντας την διαδικασία της 

μεθόδου αυτή την φορά όχι για το πολυώνυμο  ( ) 0=xpk  αλλά για το πολυώνυμο:  

( ) .
)(

1
1 ξ−

=− x
xp

xp k
k  

  Στην πραγματικότητα όμως δεν θα έχει βρεθεί με τη μέθοδο Newton, η ακριβής τιμή 

της ρίζας  1ξ , αλλά μία προσεγγιστική τιμή  .~
1ξ   

  Οι συντελεστές του πολυωνύμου:  

( ) .~
)(~
1

1 ξ−
=− x

xp
xp k

k  

θα είναι προφανώς διαφορετικοί από αυτούς του πολυωνύμου  ( )xpk 1− .  

  Έτσι, γενικά, μία δεύτερη ρίζα  2ξ  δεν είναι δυνατόν να προσδιοριστεί παρά μόνον με 

αυξανόμενη απώλεια της ακρίβειας.  
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ΙΙΙ.1.4.(ii).  Η  μέθοδος  Lin  Έστω  1ξ   μία  ρίζα  της  εξίσωσης  0)( =ξkp . 

  Σύμφωνα με το σχήμα Hörner, ισχύει:  

+== − )(0)( 111 ξξξ kk pp 0a , 

δηλαδή: 

.
)( 11

0
1 ξ
ξ

−

−=
kp
a

 

  Η μέθοδος Lin προέρχεται από την πιο πάνω σχέση.  

  Συγκεκριμένα, για δοθέν  0x , θέτουμε:  

( )01

0
1 :

xp
a

x
k−

−= . 

Είναι τότε φανερό ότι:  

. ( )
( )
( ) .

)(

01

0

01

0100
01 xp

xp
xp

xpxa
xx

k

k

k

k

−−

− −=
+

−=−  

  Γενικεύοντας, οδηγούμαστε στην επαναληπτική μέθοδο Lin: 

:( 0
1

1 x     
)(xp

)(xp
xx

vk

vk
vv

−
+ −= δοθέν σημείο). 

  Ο αλγόριθμος Lin μπορεί να γραφεί ισοδύναμα υπό την μορφή:  

( )
( ) ( ) ( ) .,...2,1,01

0

0

1
1 =

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

−
+ v

xpa
xa

xpx
xp

xx
vk

v

vkv

vk
vv  
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  Σύμφωνα με το Θεώρημα III.1.1.6, εάν:  

1
)(ξ

10
0

1
1 <

′
−<

a
pkξ , 

τότε η επαναληπτική ακολουθία Lin  ( ),...2,1,0: =vxv  συγκλίνει προς την ρίζα  1ξ  και έχει τάξη 

σύγκλισης  ίση με 1. Από την στιγμή που θα έχει βρεθεί η ρίζα  1ξ , μπορούμε προχωρήσουμε 

στον  υπολογισμό  μίας  δεύτερης  ρίζας  2ξ ,  ξαναρχίζοντας  την  μέθοδο  Lin  για  το  πολυώνυμο 

( ) ( ) [ ]11 / ξ−=− xxpxp kk .  

  Επειδή όμως, στην πραγματικότητα δεν θα έχει βρεθεί, με την μέθοδο Lin, η ακριβής 

τιμή της  1ξ  αλλά μία προσέγγισή της, έστω  1
~ξ , θα πρέπει να ξαναρχίσουμε την μέθοδο Lin για 

το  πολυώνυμο  ( ) ( ) [ ]11
~/~ ξ−=− xxpxp kk ,  με  συνέπεια  ο  προσεγγιστικός  προσδιορισμός  της 

δεύτερης ρίζας  2ξ  να επιβαρυνθεί με μία μεγαλύτερη απώλεια της ακρίβειας.  

ΙΙΙ.1.4.(iii).  Η Μέθοδος Bernoulli  Η  μέθοδος  Bernoulli  βασίζεται  στη  εξίσωση 

πεπερασμένων διαφορών   της οποίας η εξίσωση  0=)(ξkp  είναι η χαρακτηριστική εξίσωση. 

Εκτενέστερες  πληροφορίες  σχετικά  με  τις  εξισώσεις  διαφορών  θα  δοθούν  αργότερα  στην 

Παράγραφο IV.4.3.(i).  

  Στην προκειμένη περίπτωση, η αντίστοιχη εξίσωση διαφορών είναι:  

       0...110 =+++ ++ kvkvv yayaya . 
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  Ας υποθέσουμε ότι οι ρίζες  kξξξ ,...,, 21  της  0)( =ξkp  είναι ανά δύο διάφορες μεταξύ 

τους (είναι δηλαδή απλές ρίζες ), και ότι:  

kξξξ >>> K21 . 

  Όπως  θα  δούμε  στην  Παράγραφο  IV.4.3.(i),  η  γενική  λύση  της  πιο  πάνω  εξίσωσης 

διαφορών είναι:  

,...2,1,011 =++= vccy v
kk

v
v ξξ L , 

όπου  οι  σταθερές  kccc ,,, 21 K προσδιορίζονται  από  το  δεδομένο  των  k  αρχικών  συνθηκών 

110 ,,, −kyyy K . 

  Η  μέθοδος  Bernoulli  συνίσταται  στην  αυθαίρετη  θεώρηση  αρχικών  τιμών 

110 ,,, −kyyy K , έτσι ώστε  01 ≠c και στην, εν συνεχεία, εφαρμογή της σχέσης:  

,...2,1,00)...(1
11110 ==+++−= −+−++ vyayaya

a
y kvkvv

k
kv  

  Επειδή, όπως είδαμε, είναι:  

.
111

2

1

2
11 0,1,2,..v     ...1

νν

=
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

ξ
ξ

ξ
ξ

ξ kkv
v c

c
c
c

cy , 

συνεπάγεται ότι:  

,...2,1,0     

...1

...1

ν

11

ν

1

2

1

2

1ν

11

1ν

1

2

1

2

1
1 =

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=

++

+ v

c
c

c
c

c
c

c
c

y
y

kk

kk

v

v

ξ
ξ

ξ
ξ

ξ
ξ

ξ
ξ

ξ , 
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οπότε παίρνοντας τα όρια στα δύο μέλη της προηγούμενης ισότητας, βρίσκουμε:   

1
1lim ξ=+

∞→
v

v
v y

y
, 

γιατί  

     1<
j

i

ξ
ξ

.),...,3,2( ki =  

  Όσον αφορά στο σφάλμα  νσ  κατά την  −v οστή  επανάληψη της μεθόδου έχουμε:  

,)(11
1 ελξσ +=−= + v

v

v
v s

y
y

 

όπου 
1

2
12

1

2  ,)(
ξ
ξ

λξξ =−=
c
c

s , και  0lim =∞→ vv ε . Αυτό εγγυάται ότι:  

1

21lim
ξ
ξ

σ
σ

=+
∞→

v

v
v , 

που σημαίνει ότι η μέθοδος  Bernoulli  έχει τάξη σύγκλισης με 1.  

  Μπορούμε  να  διασκευάσουμε  την  μέθοδο  Bernoulli,  που  μόλις  παρουσιάσαμε,  έτσι 

ώστε να είμαστε σε θέση να συμπεριλάβουμε  και τις περιπτώσεις πολλαπλών είτε μιγαδικών 

ριζών. Η  γενίκευση αυτή,  που είναι  γνωστή σαν αλγόριθμος  QD   και οφείλεται Rutishauser, 

επιτρέπει, επί πλέον, τον ταυτόχρονο υπολογισμό όλων των ριζών ενός πολυωνύμου.  

  Τέλος, αξίζει να σημειώσουμε ότι η σύγκλιση της ακολουθίας Bernoulli:  

),...2,1,0:( 1 =+ v
y

y

v

v  

μπορεί να επιταχυνθεί με την βοήθεια της μεθόδου  2Δ  του Aitken, γιατί όλες οι συνθήκες του 

Θεωρήματος III.1.2.(iii).2 ικανοποιούνται. 
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ΙΙΙ.1.4.(iv). Η Mέθοδος Bairstow Η μέθοδος Bairstow  έγκειται  στην αναζήτηση 

αριθμών  S  και T , έτσι ώστε το πολυώνυμο  ( ) TxSxxq +−= 2  να διαιρεί το  ( )xpk . Τότε, οι 

αριθμοί  S  και T  θα είναι το άθροισμα και το γινόμενο, αντίστοιχα, δύο ριζών του  ( )xpk .  

  Προκειμένου να κατανοήσουμε την μέθοδο, γράφουμε το πολυώνυμο  ( )xpk  υπό την 

μορφή : 
),()()()( 2 xRxpxqxp kk += −  

όπου  ( )xpk 2−  είναι  ένα πολυώνυμο βαθμού  2−k   και  ( )xR   είναι  ένα πολυώνυμο  το πολύ 

πρώτου βαθμού.  

  Θέτοντας: 

kk
jk

j jk SxxRxp βββ +−== −
−−

=− ∑ )()(,(x) 1
22-k

02  

και εξισώνοντας τους συντελεστές των ιδίων δυνάμεων του x, βρίσκουμε:  

        00 a=β  

      011 ββ Sa +=  

        0122 βββ TSa −+=  

        …………………………… 

        21 −− −+= jjjj TSa βββ  

        ……………………………. 

      3211 −−−− −+= kkkk TSa βββ  

        .21 −− −+= kkkk TSa βββ  
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  Η ανεύρεση των αριθμών  S  και T , έτσι ώστε το πολυώνυμο  ( ) TxSxxq +−= 2  να 

είναι διαιρέτης του  ( )xpk , σημαίνει ότι οι αριθμοί  S  και T  πρέπει να αναζητηθούν έτσι ώστε 

01 =−kβ  και  0=kβ .  

  Όπως μπορεί εύκολα να διαπιστωθεί, τα  1−kβ και  kβ είναι (μη γραμμικές) συναρτήσεις 

των  S  και T .  

  Θα  πρέπει  λοιπόν  να  επιλυθεί  το  ακόλουθο  σύστημα  (μη  γραμμικών)  εξισώσεων  με 

δύο αγνώστους: 

0),(1 =− TSkβ  

0),( =TSkβ  

  Η μέθοδος Bairstow συνίσταται στην επίλυση αυτού του συστήματος, με την εφαρμογή 

της μεθόδου Newton, όπως αυτή παρουσιάστηκε στην Παράγραφο III.1.3.(ii).  

  Πράγματι  το  παραπάνω  σύστημα  μπορεί  να  εκφραστεί  και  σαν  μία  εξίσωση  δύο 

μεταβλητών της μορφής  0),( =TSf  όπου  f είναι η απεικόνιση  

:22 RR → ( ) ( ) ( )),(),,(,, 1 tststsfts kk ββ −=a  

και η εξίσωση αυτή μπορεί να επιλυθεί με την μέθοδο Newton θεωρώντας την επαναληπτική 

ακολουθία : 
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,...)2,1,0( =v . 

  Ας υπολογίσουμε τις μερικές παραγώγους ως προς  s  των συναρτήσεων  1−kβ  και  kβ .  
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  Προς τούτο, για κάθε  kj ,...,1,0= , θέτουμε:   

s
j

j ∂

∂
=

β
σ : , 

και παράγουμε τις σχέσεις που δίνουν τις συναρτήσεις  jβ : 

        0=0σ  

      0001 βσβσ =+= s  

        110112 σβσσβσ sts +=−+=  

        …………………………………….. 

        211 −−− −+= jjjj ts σσβσ  

    ………………………………. 

      3221 −−−− −+= kkkk ts σσβσ  

211 −−− −+= kkkk ts σσβσ . 

  Επίσης, για κάθε  kj ,...,2,1,0= , θέτουμε: 

t
j

j ∂

∂
=

β
π : , 

και ενδεικτικά έχουμε: 

.

0
0

2111123

100012

01

0

σβσβππσπ
σββπππ

ππ
π

−=−−=−−=
−=−=−−=

==
=

st
ts

s
 

  Χρησιμοποιώντας την μέθοδο της μαθηματικής επαγωγής, θα δείξουμε ότι  

).,,2,1(     1 kjjj K=−= −σπ  

  Ας υποθέσουμε λοιπόν ότι  

32 −− −= jj σπ  και  21 −− −= jj σπ . 

Τότε  

,1232221 −−−−−−− −=−+−=−−= jjjjjjjj tsts σβσσβπππ
 

δηλαδή:  
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kjjj ,,2,1  κάθε  για,1 K=−= −σπ . 

  Επομένως:  
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  Οι  επαναλήψεις  αρχίζουν  με  ( ) ( ) 0ts == 00 ,  και  τελειώνουν  όταν  οι  απόλυτες  τιμές  

)()(
1  και  νν ββ kk−  γίνουν μικρότερες από μία ανεκτικότητα που έχει προκαθοριστεί.  

  Από την στιγμή που θα έχει προκύψει μία, κατά αυτόν τον τρόπο, αποδεκτή προσέγγιση 

των  S  και T , θα έχουμε πετύχει την προσέγγιση δύο ριζών της εξίσωσης  

0)( =ξkp . 

  Προκειμένου να οδηγηθούμε σε ικανοποιητικές προσεγγίσεις και των υπόλοιπων ριζών 

ξαναρχίζουμε την διαδικασία, αυτή την φορά με το πολυώνυμο  ( )xpk 2−  (αντί του  ( )xpk ), του 

οποίου γνωρίζουμε τους συντελεστές  jβ , και συνεχίζοντας με αυτόν τον τρόπο, καταλήγουμε 

σε ένα πολυώνυμο  ( )xp2    ή  ( )xp1  βαθμού 2 ή 1, που παραγοντοποιούμε και βρίσκουμε τις 

ρίζες του αμέσως. 

  Αυτή η μέθοδος επιτρέπει τον κατά προσέγγιση υπολογισμό τόσο των μιγαδικών ριζών 

όσο και των πολλαπλών ριζών του  ( )xpk .  

  Στην περίπτωση των πολλαπλών ριζών, η σύγκλιση της μεθόδου Bairstow δεν είναι πια 

τετραγωνική, αλλά μόνον γραμμική. 
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ΙΙΙ.1.4.(v). Η Mέθοδος Hörner Σύμφωνα με το Θεώρημα των Ακεραίων Ριζών, εάν 

ο ακέραιος  0≠ξ  είναι ρίζα της εξίσωσης  

0)( =ξkp  

τότε ο ξ διαιρεί τον σταθερό όρο  0a του )(xpk .  

  Έτσι, οι πιθανές ακέραιες ρίζες της εξίσωσης  

0)( =ξkp  

είναι οι ακέραιοι διαιρέτες  

mδδδ ,,, 21 K  

του  0a . Με το σχήμα του Hörner εξετάζουμε αν κάποιος από αυτούς μηδενίζει το πολυώνυμο 

)(xpk . 

  Είναι φανερό ότι η μέθοδος Hörner αποσκοπεί στην εύρεση μόνον των ακέραιων ριζών 

του  )(xpk . Ωστόσο, μπορούμε πάντοτε με κατάλληλους μετασχηματισμούς να μετατρέπουμε 

το  )(xpk   σε  γινόμενο  της  μορφής  )(xqkλ ,  όπου  λ  μία  πραγματική  σταθερά  και  το 

πολυώνυμο  )(xqk  να έχει βαθμό  k  και σταθερό όρο που είναι ακέραιος αριθμός.  

  Υπάρχουν  και  άλλες  μέθοδοι  υπολογισμού  των  ριζών  ενός  πολυωνύμου,  όπως  η 

μέθοδος  Graeffe  και  η  μέθοδος  Laguerre.  Σχετικά  με  αυτό  το  θέμα,  ο  ενδιαφερόμενος 

αναγνώστης  μπορεί  να  συμβουλευτεί  την  παραπομπή  [ ]31 ,  όπως  και  τα  συγγράμματα  που 

αναφέρονται  σε  μεθόδους  αριθμητικού  υπολογισμού  ιδιοτιμών  πίνακα,  επειδή  τα  δύο  αυτά 

προβλήματα συνδέονται στενά. 
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ΙΙΙ.2. ΕΝΝΟΙΕΣ ΣΥΓΚΛΙΣΗΣ  
 

ΙΙΙ.2.1. ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΙ ΧΩΡΟΙ ΜΕ ΝΟΡΜΑ 

  Μέχρι  τώρα,  θεωρήσαμε  ένα  φυσικό  τρόπο  ορισμού  πρόσθεσης  +  δύο  τυχαίων 

σημείων  )( nxxX ,...,1= T   και  )( nyY ,...,y1= T   του  nK ,  καθώς  και  ένα  εύλογο  τρόπο 

αριθμητικού  πολλαπλασιασμού.  κάθε  πραγματικού  αριθμού  R∈λ (ή  κάθε  K∈λ )  με 

οποιοδήποτε σημείο  )( nxxX ,...,1= T :nK∈  

)( nn yxyxYX ++=+ ,...,11
T  και  ),...,( nxxX λλλ 1=⋅ T    ( )CRK  ή = . 

  Μπορέσαμε έτσι  να παρουσιάσουμε κάποιες  καινούργιες αλγεβρικές  έννοιες,  και,  με 

την λογιστική ευχέρεια που μας παρείχαν, να προχωρήσουμε στην ευκολότερη κατανόηση της 

φύσης και της συμπεριφοράς των Ευκλείδειων υποσυνόλων που μένουν αμετάβλητα ως προς 

αυτήν την πρόσθεση και ως προς αυτόν τον πολλαπλασιασμό. 

  Γενικά,  στα  σύγχρονα  Μαθηματικά,  υπάρχουν  πολλά  άλλα  σύνολα  που  κάνουν  την 

εμφάνιση  τους  σε  κρίσιμα  περιβάλλοντα.  Για  παράδειγμα,  υπάρχει  συχνά  ανάγκη  θεώρησης 

συνόλων, όπως: 

• ( )IC = το σύνολο των (πραγματικών ή μιγαδικών) συναρτήσεων που είναι συνεχείς σ’ ένα 

διάστημα  R⊆I , 

• ( )EC =  το σύνολο  των μιγαδικών συναρτήσεων που  είναι συνεχείς  σ’  ένα υποσύνολο  E  

του επιπέδου  2RC = , 

• =Ω)(1C το  σύνολο  των  συνεχών  μιγαδικών  συναρτήσεων  f   μέσα  σ’  ένα  ανοικτό 

υποσύνολο  Ω   του  επιπέδου,  των  οποίων  οι  μερικές  παράγωγοι  1ης  τάξης  είναι  όλες 

συνεχείς στο Ω , 

• =)( nRP  το σύνολο των πραγματικών πολυωνυμικών συναρτήσεων του  :nR  
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• =)( n
N RP  το σύνολο των πραγματικών πολυωνυμικών συναρτήσεων του  nR , των οποίων 

ο βαθμός  nmmM ++= ...1  είναι μικρότερος ή ίσος από το  ( )0≥NN , 

• =0l  το σύνολο των (πραγματικών ή μιγαδικών) ακολουθιών που συγκλίνουν προς το  0 , 

• =pl   το  σύνολο  των  ακολουθιών 
0

)()( N∈= vvv uu   (πραγματικών  ή  μιγαδικών),  που 

επαληθεύουν την συνθήκη: 

∑ ∞<∞
=0v

p
vu    ( )∞<< p0 , 

• =)(ELp   το  σύνολο  των  συναρτήσεων  R→Ef : ,  των  οποίων  η  −p δύναμη  της 

απόλυτης  τιμής  τους:
p)x(f   είναι  ολοκληρώσιμη  μέσα  στο  nE R⊆ ,  ως  προς  ένα 

δεδομένο μέτρο, 

• )( SΛ  το σύνολο των λύσεων ενός συστήματος  S  γραμμικών διαφορικών εξισώσεων, 

• }γραμμική είναι T η  :  T nnnn −→= KKKKKK :{),(L , 

κ.λ.π. 

  Η ανάγκη θεώρησης τέτοιων συνόλων μας υποχρεώνει να επεκτείνουμε τις έννοιες του 

διανυσματικού χώρου, της διάστασής του, των βάσεών του, της γραμμικής ανεξαρτησίας ενός 

συστήματος σημείων του κ. λ. π. σε αφηρημένα σύνολα (, φυσικά, κάτω από την προϋπόθεση 

ότι θα έχουμε ήδη ορίσει τρόπους πρόσθεσης και αριθμητικού πολλαπλασιασμού μέσα σ’ αυτά 

τα σύνολα). 

  Έστω  V   ένα  τυχαίο  μη  κενό  σύνολο.  Ας  υποθέσουμε  ότι  γνωρίζουμε  δύο  πράξεις 

μεταξύ των στοιχείων τουV : σύμφωνα με τη πρώτη, σε κάθε ζεύγος  ( )gf ,  στοιχείων του V  

αντιστοιχεί ένα τρίτο στοιχείο  h  του V , ενώ, σύμφωνα με την δεύτερη, σε κάθε ζεύγος  ( )f,λ , 
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με  K∈λ  και  Vf ∈ , αντιστοιχεί ένα άλλο στοιχείο  Vu∈ .Ας συμβολίσουμε την πρώτη πράξη 

με το σύμβολο της πρόσθεσης  +  και την δεύτερη με το σύμβολο του πολλαπλασιασμού  ⋅ : 

gfgfVVV +→×+ a),:: (   και    ffVV ⋅→× λλ a)( ,::. K . 

  Θα λέμε ότι το στοιχείο  ( )hgf =+  είναι το άθροισμα των  f  και  g , ενώ το στοιχείο 

( )uf =⋅λ  είναι το αριθμητικό γινόμενο του  λ  με το  f . Για να δοθεί μεγαλύτερη έμφαση, σε 

μία τέτοια περίπτωση, γράφουμε  ),,( ⋅+V  αντί V .  

  Με  μία  τέτοια  γραφή,  υπονοούμε  ότι  το  σύνολο  V   είναι  εφοδιασμένο  με  την 

προσθετική πράξη +  και με τον αριθμητικό πολλαπλασιασμό  ⋅ . 

Ορισμός ΙII.2.1.1.(i). Το σύνολο V ),,( ⋅+= V  είναι ένας διανυσματικός χώρος, υπεράνω 

του K , εάν οι πράξεις +  και  ⋅  ικανοποιούν τις επόμενες οικείες ιδιότητες της πρόσθεσης και 

του αριθμητικού πολλαπλασιασμού: 

(α).  fggf +=+ ,  Vgf ∈∀ , (: μεταθετικός νόμος της πρόσθεσης), 

(β).  h)gf()hg(f ++=++ ,   Vhgf ∈∀ ,, (:επιμεριστικός νόμος της πρόσθεσης) 

(γ).  υπάρχει  μοναδικό  στοιχείο  του  V ,  που  ονομάζεται  μηδέν  και  συμβολίζεται  με  0, 

τέτοιο ώστε  

fff =+=+ 00 ,   Vf ∈∀   (: ύπαρξη ουδέτερου στοιχείου) 

(δ).  για κάθε  Vf ∈ , υπάρχει μοναδικό στοιχείο V , που ονομάζεται αντίθετο του  f  και 

συμβολίζεται με  f− , τέτοιο ώστε 

0=+−=−+ f)f()f(f ,  Vf ∈∀ (: ύπαρξη αντίθετου στοιχείου), 

(ε).  ff =.1 ,  Vf ∈∀ , 
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(στ).  ,)()( ff ⋅⋅=⋅ μλμλ    K ∈∀ μλ,  και  Vf ∈∀ , 

(ζ).  gfgf ⋅+⋅=+⋅ λλλ )( ,   

K ∈∀λ  και  Vgf ∈∀ ,   } 
 

(:προσεταιριστικοί νόμοι) 

(η).  fffλ ⋅+⋅=⋅+ μλμ)( ,   

K , ∈∀ μλ  και  Vf ∈∀   } 
 

(:προσεταιριστικοί νόμοι) 

(ii). Τα στοιχεία ενός διανυσματικού χώρου, υπεράνω του K , λέγονται διανύσματα. 

(iii).  Για  λόγους  απλοποίησης  των  συμβολισμών,  προτιμάμε  να  γράφουμε  gf − ,  αντί 

)( gf −+ .■ 

  Σαν εφαρμογή των προηγούμενων Αξιωμάτων (α) έως (η), μπορούμε να 

επαληθεύσουμε ότι: 

  0 0        0 ==⇔=⋅ ff είτε λλ , 

      fff ⋅−=⋅−=−⋅ λλλ )()( ,  K∈∀λ  και  Vf ∈∀ . 

  Παρατηρήστε επίσης   ότι μέσα από τα αξιώματα αυτά εμφανίζεται,  κατά πεπλεγμένο 

πρώτο, η ακόλουθη ιδιότητα που χαρακτηρίζει αλγεβρικά όλους τους διανυσματικούς χώρους: 

Vgf ∈∀ ,  και   Vgf ∈⋅+⋅⇒∈∀ )(      μλμλ K , . 

  Έχοντας σαν αφετηρία την ιδιότητα αυτή μπορούμε να γενικεύσουμε δίνοντας τον εξής 

Ορισμό: 

Ορισμός  ΙII.2.1.2..  Έστω  ο  διανυσματικός  χώρος  V ),,( ⋅+= V   υπεράνω  του  K .  Ένα 

υποσύνολο W  του V  λέγεται διανυσματικός υπόχωρος του V , υπεράνω του  K , εάν είναι 

κλειστό ως προς την πρόσθεση + και τον αριθμητικό πολλαπλασιασμό . του V , δηλαδή εάν: 
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    W)gf(    Wg,f ∈+⇒∈∀  

    και   WfWf ∈⋅⇒∈∀∈∀ )(    , λλ K . 

(Με άλλα λόγια,  εάν  VW ⊆ και  ),,( ⋅+W είναι διανυσματικός χώρος, υπεράνω του  K ,  τότε 

το  W   λέγεται  διανυσματικός  υπόχωρος  του  V,  υπεράνω  του  K ).  Εάν  ο  W   είναι 

διανυσματικός υπόχωρος του V , τότε γράφουμε  

VW ≤ . 

  Στην περίπτωση που  VW ≠ , γράφουμε απλά  

VW <  

και λέμε ότι το W  είναι ένας γνήσιος διανυσματικός υπόχωρος του V , υπεράνω του K .■ 

  Έστω  τώρα  V ),,( ⋅+= V   είναι  ένας  διανυσματικός  χώρος  υπεράνω  του  K .  Για  κάθε 

υποσύνολο  S  του V , θεωρούμε τον μικρότερο διανυσματικό υπόχωρο του V : 

>< S , 

που περιέχει το  S .  

  Είναι σαφές ότι:  

}{ VWSWS ≤⊆>=< :U . 

  Ο διανυσματικός υπόχωρος  >< S  λέγεται γραμμική θήκη ή γραμμικό παράγωγο του 

S .  

  Ακόμη, λέμε ότι το  S  παράγει γραμμικά το  >< S .  

  Στην  περίπτωση που  το S  είναι  ένα πεπερασμένο  σύνολο  },...,{ 1 kss ,  προτιμούμε  να 

γράφουμε  >< kss ,...,1  αντί  >< },...,{ 1 kss . 



ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

ΤΟΜΟΣ Ι 
Ν.ΔΑΡΑΣ 

 

222  ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  

 

Θεώρημα ΙII.2.1.3. Για κάθε  VS ⊆  ισχύει:  

U UN
K

∈ ∈
∈++⋅>=<

k Sss kkk
k

ssS
,... 111

1
,...,:... }{ λλλλ . 

    }:{ NK ∈∈∈⋅++⋅= kSss,...,s   και kkkk ,..., ,...s 1111 λλλλ . 

Απόδειξη. Θέτουμε:  

}:{ ),...,1(   ,...11 NK ∈=∈∈⋅++⋅= k kjSsssM   και jjkk λλλ . 

  Όπως διαπιστώνεται εύκολα, ισχύει  

VMS ≤⊆ . 

Αυτό συνεπάγεται ότι  

MS >⊆< . 

  Από την άλλη πλευρά, κάθε διανυσματικός υπόχωρος του V  που περιέχει το  S  πρέπει 

να περιέχει επίσης και το  M . Αυτό συνεπάγεται ότι  

MS >⊇< . 

  Καταλήγουμε λοιπόν στο συμπέρασμα ότι: 

MS >=< , 

και η Aπόδειξη του Θεωρήματος είναι ολοκληρωμένη. ■ 

  Η  ένωση  μίας  οικογένειας  },...,{ 1 rWW   διανυσματικών  υπόχωρων  του  V   δεν  είναι 

(γενικά) διανυσματικός υπόχωρος του V.  

  Σε μία τέτοια περίπτωση, θεωρούμε τον διανυσματικό υπόχωρο:  

},...,{ 1 rWW , 

δηλαδή τον πιο μικρό διανυσματικό υπόχωρο του V που περιέχει τα  rWW ,...,1 . Προφανώς, 

είναι: 
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},...,1,:{,...,1 rjκάθε  για   VWWWWW jr =≤⊆∩>=< . 

  Ακόμη, μπορούμε να επαληθεύσουμε εύκολα ότι: 

rrr WWWWWW ++>=∪∪>=<< ......,..., 111 , 

όπου  ο  διανυσματικός  υπόχωρος  rWW ++ ...1 είναι  το  άθροισμα  των  υπόχωρων  rWW ,...,1 , 

δηλαδή  

}.,...,1,:...{... 11 rjκάθε  για   WwwwWW jjrr =∈++=++  

  Εάν, επί πλέον, 

,r,...,j     )W...WW...W(W rjjj 1{0}111 =∀=+++++∩ +−  

το άθροισμα  rWW ,...,1 ονομάζεται ευθύ άθροισμα των  rWW ,...,1  και συμβολίζεται με: 

rWW ⊕⊕ .  .  .  .1 . 

Έτσι, ειδικότερα, το άθροισμα  21 WW + είναι ευθύ εάν  }0{21 =∩WW . 

  Θα  προχωρήσουμε,  στην  συνέχεια,  στην  γενίκευση  των  εννοιών  της  βάσης  και  της 

διάστασης. 

  Δοθέντων  των  στοιχείων  kff ,...,1   του  V ,  τότε  κάθε  διάνυσμα  Vf ∈ που  γράφεται 

υπό την μορφή:   

kk fff ⋅++⋅= λλ ...11  (για κάποια  K∈kλλ ,...,1 ) 

καλείται γραμμικός συνδυασμός των  kff ,...,1 . 

Ορισμός  ΙII.2.1.4..  Έστω  S   ένα  υποσύνολο  του  διανυσματικού  χώρου 

V ),,( ⋅+= V υπεράνω του K . 

(i).  Λέμε  ότι  το  S   είναι  γραμμικά  εξαρτημένο  σύνολο  ή  ότι  τα  στοιχεία  του S   είναι 

γραμμικά  εξαρτημένα,  εάν  οποιοδήποτε  στοιχείο  του  S   γράφεται  σαν  γραμμικός 
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συνδυασμός των υπολοίπων. Με άλλα λόγια, εάν υπάρχουν    K∈mλλ ,...,1 , όχι όλα ίσα με 

μηδέν, και  Sff m ∈,...,1 τέτοια ώστε:  

)(   0λ...11 Vff mm ∈=⋅++⋅λ . 

(Αποδεικνύεται εύκολα ότι, σε αυτήν την περίπτωση, υπάρχει  Sf ∈  με:  

.}{ >−∈< fSf  

Και  αντιστρόφως,  εάν  υπάρχει  Sf ∈ με   fSSf >−<∈ }{ ,  τότε  το  σύνολο  S   είναι 

γραμμικά εξαρτημένο. Κατ’ ισοδύναμη διατύπωση: 

“   fSSSfεξαρτημένο γραμμικάS >−>=<<∈∃⇔ }{:: ”.) 

(ii).  Λέμε  ότι  το  S   είναι  γραμμικά  ανεξάρτητο  σύνολο  ή  ότι  τα  στοιχεία  του  S   είναι 

γραμμικά  ανεξάρτητα,  εάν  δεν  υπάρχει  στοιχείο  του  S   που  να  γράφεται  σαν  γραμμικός 

συνδυασμός των υπολοίπων. Με άλλα λόγια, εάν κάθε σχέση της μορφής:  

)(   0...11 Vff mm ∈=⋅++⋅ λλ , 

με  K∈mλλ ,...,1 και  Vff m ∈,...,1 , συνεπάγεται ότι  0...1 === mλλ . 

(Αποδεικνύεται εύκολα ότι το  S  είναι γραμμικά ανεξάρτητο εάν και μόνον εάν:  

,}{ Sf    fSf ∈∀>−∉<  

ή ισοδύναμα εάν: 

.}{ >>≠<−⇒<∈∀ SfSSf ) ■ 

  Παρατηρήστε πως όταν το σύστημα  S  είναι ένα γραμμικά ανεξάρτητο υποσύνολο του 

V ),,( ⋅+= V τότε απαραίτητα θα είναι: 

S∉0 . 
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Ορισμός ΙII.2.1.5.(i). Ένα υποσύνολο  B  του V ),,( ⋅+= V καλείται βάση του V , εάν : 

  (α). το  B  είναι γραμμικά ανεξάρτητο σύνολο,  

και 

  (β).  .>=< BV  

(ii).  Λέμε  ότι  ο  διανυσματικός  χώρος  V   είναι  ένας  διανυσματικός  χώρος  πεπερασμένης 

διάστασης  εάν  είναι  γραμμικό παράγωγο ενός πεπερασμένου πλήθους στοιχείων  του.  Στην 

αντίθετη περίπτωση, θα λέμε ότι ο V  είναι ένας διανυσματικός χώρος άπειρης διάστασης. ■ 

  Σε  ό,τι  ακολουθήσει,  θα  ενδιαφερθούμε  μόνον  για  διανυσματικούς  χώρους 

πεπερασμένης διάστασης. 

Πρόταση  ΙII.2.1.6.  Κάθε  διανυσματικός  χώρος  V  υπεράνω  του  K ,  που  είναι 

πεπερασμένης  διάστασης  περιέχει  μία  πεπερασμένη  βάση  (δηλαδή  μία  βάση  με 

πεπερασμένο πλήθος στοιχείων). 

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι τα διανύσματα  rff ,...,1 παράγουν τον χώρο V , με την έννοια 

ότι: 

.,...,1 >=< rffV  

  Εάν  τα  rff ,...,1 είναι  γραμμικά  ανεξάρτητα  διανύσματα,  τότε,  σύμφωνα  με  τον 

προηγούμενο Ορισμό, το σύστημα  },...,{ 1 rff είναι μία βάση του V .  

  Εάν τα  rff ,...,1 είναι γραμμικά εξαρτημένα διανύσματα,  τότε υπάρχει ένα από αυτά, 

έστω το  rf , τέτοιο ώστε:  
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.,...,,..., 111 >>=<< −rr ffff  

  Επειδή,  όπως  υποθέσαμε  πιο  πάνω,  >=< rffV ,...,1 ,  βλέπουμε  ότι  σ’  αυτήν  την 

περίπτωση θα είναι:  

>=< −11 ,..., rffV . 

  Εάν υπάρχει  ανάγκη,  η  διαδοχική  επανάληψη αυτού  του  επιχειρήματος θα οδηγήσει 

στην θεώρηση ενός συστήματος    rjμε     ff j 1},,...,{ 1 −≤ ,  που είναι  γραμμικά ανεξάρτητο 

και παράγει τον V , δηλαδή που είναι μία βάση του V . ■  

  Το πρόβλημα που εγείρεται, κατά φυσικό τρόπο τώρα, συνίσταται στην διερεύνηση της 

δυνατότητας εμπλουτισμού ενός τυχαίου γραμμικού συστήματος προκειμένου το νέο σύστημα 

να αποτελεί μία βάση.  

  Το αποτέλεσμα που ακολουθεί απαντάει σ’ αυτό το πρόβλημα. 

Θεώρημα ΙII.2.1.7. Έστω  },...,{ 1 rff  μία βάση του διανυσματικού χώρου V  υπεράνω του 

K . Εάν  },...,{ 1 sgg είναι ένα οποιοδήποτε άλλο γραμμικά ανεξάρτητο υποσύνολο του V , τότε: 

(i).  ,rs ≤  

(ii). υπάρχουν  )( sr −  στοιχεία 
rss jjj fff ,...,,

21 ++
της βάσης  },...,{ 1 rff τέτοια ώστε το σύστημα: 

        },...,,,...,{
11 rs jjs ffgg
+

 

να είναι μία άλλη βάση του V . (Πιο επεξηγηματικά, υπάρχει μία αρίθμηση  

ajarssrssj a:},...,2,1{},...,2,1{: ++→++  

των δεικτών των στοιχείων της βάσης τέτοια ώστε το σύστημα: 

},...,,,...,{
11 rs jjs ffgg
+

 

να είναι άλλη μία βάση του V .)  
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Απόδειξη. Επειδή τα στοιχεία  rff ,...,1  παράγουν τον V, έχουμε:  

rffg ⋅++⋅= rλλ ...11 1 , 

για κάποια  K∈rλλ ,...,1  κατάλληλα επιλεγμένα.  

  Ακόμα,  επειδή  το  σύστημα  },...,{ 1 sgg   είναι  γραμμικά  ανεξάρτητο,  το  διάνυσμα  1g  

πρέπει  να  είναι  διαφορετικό  από  το  μηδέν  και,  κατά  συνέπεια,  ένας  ανάμεσα  από  τους 

συντελεστές  rλλ ,...,1  πρέπει να είναι διαφορετικός από το μηδέν.  

  Χωρίς απώλεια της γενικότητας, μπορούμε να υποθέσουμε ότι  0≠1λ .  

  Έτσι, μπορούμε να γράψουμε την παρακάτω σχέση: 

rffgf ⋅−++⋅−+⋅= )(...)(1
211

11

2

1 λ
λ

λ
λ

λ
r . 

  Αυτή  η  ισότητα  σημαίνει  ότι  το  διάνυσμα  1f   είναι  γραμμικός  συνδυασμός  των 

διανυσμάτων  rffg ,...,, 21  και επομένως:  

>>=<>=<< rrrr ffgffffgff ,...,,,...,,),...,,(,..., 212211  

  Καθώς μάλιστα  >=< rffV ,...,1 , θα ισχύει ότι: 

>=< rfffgV ,...,,, 321 . 

  Διαδοχική επανάληψη αυτού του επιχειρήματος, αποδεικνύει ότι:  

      >=< rffggV ,...,,, 321  

           >=< rffggg ,...,,,, 4321  

       >=< + rss ffggg ,...,,,...,, 121 . 

  Εκμεταλλευόμενοι  το  γεγονός  ότι  τα  διανύσματα  rss ffggg ,...,,,...,, 121 +   είναι,  κατ’ 

ανάγκη, γραμμικά ανεξάρτητα, συμπεραίνουμε το τέλος της Απόδειξης του Θεωρήματος. ■  
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  Οι κύριες ιδιότητες των βάσεων ενός διανυσματικού χώρου V ),,( ⋅+= V  υπεράνω του 

K  συγκεντρώνονται στο Θεώρημα ΙΙΙ.2.1.8. 

Θεώρημα  ΙII.2.1.8.  Έστω  V ),,( ⋅+= V   ένας  διανυσματικός  χώρος,  υπεράνω  του  K ,  με 

πεπερασμένη διάσταση.   

(i). Δύο οποιεσδήποτε βάσεις του V  έχουν το ίδιο πλήθος στοιχείων. 

(ii).  Εάν  B   είναι  ένα  πεπερασμένο  υποσύνολο  του  V   οι  επόμενες  προτάσεις  είναι 

ισοδύναμες: 

  (α).  Το  B  είναι μία βάση του V . 

  (β).  Εάν  BS ⊂  και  BS ≠  , τότε  VS >≠< . 

(Η Πρόταση αυτή σημαίνει ότι  το B    είναι  ένα ελάχιστο σύνολο ως προς  την 

ιδιότητα παραγωγής του V : δεν υπάρχει γνήσιο υποσύνολο του Β που μπορεί 

να παράγει τον V .)   

  (γ).  Εάν  SB ⊂  και  BS ≠ , τότε το  S  είναι γραμμικά εξαρτημένο. 

(Η Πρόταση  αυτή  σημαίνει  ότι  το  B   είναι  ένα μέγιστο  σύνολο ως προς  την 

ιδιότητα  της  γραμμικής  ανεξαρτησίας  μέσα  στο  V :  δεν  υπάρχει  γνήσιο 

υπερσύνολο του  B  που μπορεί να είναι γραμμικά ανεξάρτητο στο V .) 

(iii).  Οποιοδήποτε  γραμμικά  ανεξάρτητο  υποσύνολο  του  V   μπορεί  να  εμπλουτισθεί  με 

πρόσθετα στοιχεία του V  έτσι ώστε το νέο εμπλουτισμένο σύνολο να συνιστά μία βάση του 

V . 

Απόδειξη. (i). Εάν  τα συστήματα  },...,{ 1 rff και  },...,{ 1 sqq   είναι δύο βάσεις  του V ,  τότε 

σύμφωνα με το προηγούμενο Θεώρημα  sr ≤  και  rs ≤ , οπότε  sr = . 
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(ii).  ( ) ( )β⇒a  Έστω  },...,{ 1 rffB =  μία βάση του V . Έστω επίσης ένα υποσύνολο  S  του  B  

που  περιέχει  s  (διάφορα  ανά  δύο)  στοιχεία,  με  rs ≤ ,  και  που  παράγει  ολόκληρο  τον 

διανυσματικό χώρο V .  

  Σύμφωνα με το Θεώρημα ΙΙΙ.2.1.7.(i), θα πρέπει επίσης να  ισχύει  sr ≤ , γεγονός   που 

δείχνει ότι  rs = . Επομένως, το  S  πρέπει να ταυτίζεται με το  B , δηλαδή  BS = . 

( ) ( )γ⇒a   Έστω  },...,{ 1 rffB =   μία  βάση  του  V .  Έστω  επίσης  ένα  γραμμικό  ανεξάρτητο 

σύστημα  S  μέσα στο V , τέτοιο ώστε  SB ⊂ .  

  Εάν  ( )Scard   είναι  ένας  συμβολισμός  για  το  πλήθος  των  διάφορων στοιχείων  του  S, 

τότε μία ευθεία εφαρμογή του προηγούμενου Θεωρήματος βεβαιώνει ότι  ( ) rScard ≤ .  

  Από την άλλη πλευρά, καθώς  BS ⊃ , ισχύει  ( ) rScard ≥ . Άρα,  ( ) rScard = , ισότητα 

που εγγυάται την ταύτιση των  B  και  S . 

( ) ( )a⇒β   Εάν  ένα  σύνολο  ( )VB ⊂   είναι  ελάχιστο  ως  προς  την  ιδιότητα  της  γραμμικής 

παραγωγής, τότε η απόδειξη της Πρότασης ΙΙΙ.2.1.6 οδηγεί στο συμπέρασμα ότι το  B  πρέπει να 

είναι μία βάση του V . 

( ) ( )a⇒γ   Εάν  ένα  σύνολο  ( )VS ⊂   είναι  μέγιστο  ως  προς  την  ιδιότητα  της  γραμμικής 

ανεξαρτησίας,  τότε  δεν  είναι  δυνατή  η  διόγκωσή  του  χωρίς  την  απώλεια  της  γραμμικής 

ανεξαρτησίας.  

  Αυτό  σημαίνει  ότι  κάθε  στοιχείο  του  V   που  βρίσκεται  έξω  από  το  S   ανήκει 

υποχρεωτικά στην γραμμική θήκη  >< S  του  S .  

  Συνεπώς, θα είναι  >⊂<− SSV )( .  

  Επειδή όμως προφανώς είναι και  >⊂< SS , καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι το  S  

είναι μία βάση του V . 

(iii). Πρόκειται για μία άμεση συνέπεια του Θεωρήματος ΙΙΙ.2.1.7. ■  
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  Μετά από το αποτέλεσμα (i) του προηγούμενου Θεωρήματος, οδηγούμαστε στον εξής 

Ορισμό: 

Ορισμός  ΙII.2.1.9.  Έστω  V ),,( ⋅+= V ένας  διανυσματικός  χώρος  υπεράνω  του  K . 

Υποθέτουμε  ότι  ο  V   είναι  πεπερασμένης  διάστασης.  Το  πλήθος  των  στοιχείων  μίας 

οποιασδήποτε  βάσης  του  V   (είναι  σταθερό  και)  ονομάζεται  διάσταση  του  V .  Θα 

συμβολίζουμε την διάσταση του V  με  

VKdim  ή απλά  Vdim  

εφόσον δεν υπάρχει αμφιβολία περί της εκλογής του συνόλου K .  

  Εάν  RK =  τότε ο αριθμός  VRdim  λέγεται πραγματική διάσταση του V , ενώ εάν 

CK =   τότε  ο  αριθμός  VCdim   λέγεται  μιγαδική  διάσταση  του  V .  Η  διάσταση  του 

τετριμμένου διανυσματικού χώρου { }0  είναι (κατά σύμβαση) ίση με 0 .■  

  Πριν προχωρήσουμε στην παρουσίαση των  ιδιοτήτων της έννοιας της διάστασης ενός 

διανυσματικού χώρου, παραθέτουμε ένα Λήμμα που θα χρειαστούμε. 

Λήμμα ΙII.2.1.10.  Έστω V   ένας διανυσματικός χώρος υπεράνω  του  K  πεπερασμένης 

διάστασης. Εάν  X  είναι ένας διανυσματικός υπόχωρος του V , τότε υπάρχει (τουλάχιστον) 

ένας διανυσματικός υπόχωρος Y  του V  τέτοιος ώστε   

VYX =⊕ . 
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Απόδειξη. Εάν  },...,{ 1 sff  είναι μία βάση του  X  και εάν  },...,{ 1 rgg  είναι μία βάση του V , 

τότε τα διανύσματα  sff ,...,1 είναι γραμμικά ανεξάρτητα και άρα (αλλάζοντας στην ανάγκη την 

αρίθμηση των δεικτών των  jg ) τότε το σύνολο  },...,,,...,{ 11 rss ggff +  είναι μία βάση του V .  

  Θέτοντας  >=< + rs g,...,gY 1: , βλέπουμε ότι  VYX =⊕ . ■  

  Στο  επόμενο  αποτέλεσμα,  ο  διανυσματικός  χώρος  )V(V ⋅+= ,,   μπορεί  να  είναι 

άπειρης διάστασης. 

Θεώρημα ΙII.2.1.11. Ας υποθέσουμε ότι οι διανυσματικοί υπόχωροι  M   και  N   του V  

είναι πεπερασμένης διάστασης. 

(i). Εάν  ,NM ≤ τότε  NM dimdim ≤ . εάν  NM dimdim =  τότε  NM = . 

(ii). Οι διανυσματικοί υπόχωροι  NM +  και  NM ∩  είναι πεπερασμένης διάστασης και οι 

διαστάσεις τους συσχετίζονται από τον ακόλουθο Τύπο (γνωστό ως Τύπο του Grassmann): 

.dimdim)dim()dim( NMNMNM +=∩++  

Απόδειξη. Η απόδειξη του ισχυρισμού (i) είναι άμεση συνέπεια του Θεωρήματος ΙΙΙ.2.1.8.  

  Για την απόδειξη του ισχυρισμού (ii),μπορούμε να δεχτούμε ότι:  

       },,{ 1 rff K είναι μία βάση του  ,NM ∩  

       },,,,,{ 11 sr ggff KK  είναι μία βάση του  M , 

       },,,,,{ 11 tr hhff KK  είναι μία βάση του  N . 

(Πράγματι, αρκεί να παρατηρήσουμε ότι εάν W  είναι ένας διανυσματικός υπόχωρος του V , 

με  ,∞<Wdim  τότε κάθε βάση του W  επεκτείνεται σε μία βάση του V .)   Προφανώς 

ισχύουν οι εξής σχέσεις: 
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.dim   και  dim     ,)dim( trNsrMrNM +=+==∩     

  Εάν καταφέρουμε να δείξουμε ότι το σύνολο  },,,,,,,,{ 111 tsr hhggff KKK  είναι μία 

βάση του διανυσματικού υπόχωρου  NM +  του V , τότε είναι σαφές ότι θα έχουμε αποδείξει 

το Θεώρημα.  

  Προς  τούτο,  παρατηρούμε  ότι,  επειδή  το  σύνολο  },,,,,,,,{ 111 tsr hhggff KKK  

παράγει  γραμμικά  τον  NM + ,  είναι  αρκετό  να  δείξουμε  ότι  τα  διανύσματα 

tsr hhggff ,,,,.,,, 111 KKK  είναι γραμμικά ανεξάρτητα.   Γι’  αυτό,  ας  θεωρήσουμε  μία 

οποιαδήποτε σχέση της μορφής: 

0111111 =⋅++⋅+⋅++⋅+⋅++⋅ ttssrr hhggfafa γγββ KKK  

(όπου   K∈tsraa γγββ ,,,,,,,, 111 KKK και 0  είναι το μηδενικό στοιχείο του V ).  

  Αυτή η σχέση γράφεται ισοδύναμα με την μορφή: 

ssrrtt ggfafahh ⋅−++⋅−+⋅−++⋅−=⋅++⋅ )()()()( 111111 ββγγ KKK . 

  Το αριστερό μέρος  της  τελευταίας  εξίσωσης  είναι  ένα στοιχείο  του  N ,  ενώ  το  δεξιό 

μέρος είναι ένα στοιχείο του M .  

  Άρα, και τα δύο μέρη της εξίσωσης είναι στοιχεία του διανυσματικού χώρου  

.NM ∩  

  Αλλά, καθώς τα  rff ,,1 K  δεν εξαρτώνται γραμμικά από τα  rhh ,,1 K , βλέπουμε ότι το 

αριστερό μέρος της πιο πάνω εξίσωσης θα πρέπει να ισούται με 0 και συνεπώς:  

01 === tγγ K .  

 Όμως αυτό σημαίνει ότι και το δεξιό μέρος της εξίσωσης αυτής πρέπει να είναι ίσον με 

0 , πράγμα που συνεπάγεται ότι:   

011 ====== sraa ββ KK  
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χάρη  στην  γραμμική  ανεξαρτησία  του  συστήματος  }.,,,,,{ 11 sr ggff KK   Η  Απόδειξη  του 

Θεωρήματος είναι τώρα ολοκληρωμένη. ■  

Πόρισμα ΙII.2.1.12. Το άθροισμα  NM +  δύο διανυσματικών υπόχωρων  M  και  N  του 

V  είναι ευθύ εάν και μόνον εάν:  

.dimdim)dim( NMNM +=+  

Σε αυτήν την περίπτωση, θα είναι:  

.dimdim)dim( NMNM +=⊕   

Απόδειξη. Σύμφωνα με το Θεώρημα ΙΙΙ.2.1.11, έχουμε:  

.dimdim)dim()dim( NMNMNM +=∩++   

  Έτσι:  

NMNM dimdim)dim( +=+   

εάν και μόνον εάν:  

,0)dim( =∩ NM   

δηλαδή εάν και μόνον εάν: 

}.0{=∩ NM  ■  

  Υπάρχουν  πολλοί  διανυσματικοί  χώροι  στους  οποίους  μπορούμε  να  εισάγουμε  νόρμες, 

δηλαδή έννοιες που γενικεύουν την έννοια της απόλυτης τιμής αριθμού του K . 

  Αυτή  η  δυνατότητα  επιτρέπει  την  θεώρηση  μετρικών  επιχειρημάτων  σε  αυτούς  τους 

χώρους, με αποτέλεσμα να υπάρχει ευχέρεια έρευνας των ασυμπτωτικών ιδιοτήτων των μερών 

τους. 
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Ορισμός  ΙII.2.1.13.  Μία  νόρμα  στον  διανυσματικό  χώρο  V   υπεράνω  K   είναι  μία 

απεικόνιση:  

[,[: +∞→ 0Vφ  

με τις εξής ιδιότητες: 

(i).  0)x( ≥φ  και  0)( =⇔= x0xφ , 

(ii).  ),y()x()yx( φφφ +≤+  

(iii).  )()( xx φλλφ =⋅ , 

για κάθε  . ,, K∈∈∈ λ VyVx  ■ 

Έχουν  εμφανισθεί  παραδείγματα  που  πιστοποιούν  ότι  ο  εφοδιασμός  τυχαίου 

διανυσματικού χώρου με νόρμα δεν είναι σίγουρος.  

Εάν  όμως  V ),,( ⋅+= V   είναι  ένας  διανυσματικός  χώρος  υπεράνω  του  K   και  εάν 

υπάρχει η δυνατότητα εισαγωγής κάποιας νόρμας  φ  στον V ,  τότε για κάθε δύο στοιχεία  x  

και  y  του V  μπορούμε να ορίσουμε την απόστασή τους (ως προς την νόρμα φ  ) σαν τον μη 

αρνητικό αριθμό  ).( yx −φ   

Έτσι,  θα  λέμε  ότι  μία  ακολουθία  ),,,,( )()2()1( KK νxxx   στοιχείων  του  V   συγκλίνει 

προς το  Vy∈  ή το y είναι το όριο της ακολουθίας, ως προς τη νόρμα φ , εάν:  

.0)(lim )( =−∞→ yxv
νφ  

  Θα  μπορούσε  να  αναρωτηθεί  κανείς  εάν  η  απεριόριστη  ελάττωση  των  αποστάσεων 

μεταξύ των σημείων της ακολουθίας μπορεί να εξασφαλίσει την σύγκλισή της προς ένα σημείο 

του V .  
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  Η απάντηση είναι γενικά αρνητική. Εάν όμως η αδιάκοπη σμίκρυνση των αποστάσεων 

των όρων οποιασδήποτε ακολουθίας εγγυάται την σύγκλισή της μέσα στον V , τότε έχουμε ένα 

φαινόμενο πληρότητας του διανυσματικού χώρου και λέμε ότι ο V  είναι ένας χώρος Banach. 

  Δεν πρόκειται να υπεισέλθουμε σε μία ενδελεχή μελέτη των διανυσματικών  χώρων με 

νόρμα,  γιατί  δεν  είναι  αυτό  το  αντικείμενο  που  πραγματεύεται  το  παρόν  σύγγραμμα.  Θα 

επισημάνουμε  μόνο  ότι  στην  πράξη  οι  διανυσματικοί  χώροι  με  νόρμα  που  συνήθως 

εμφανίζονται είναι σύνολα συναρτήσεων και ότι η αναζήτηση των ιδιοτήτων τους αποτελεί το 

κεντρικό  κεφάλαιο  του  σχετικά  νέου  κλάδου  των  Μαθηματικών  που  λέγεται  Συναρτησιακή 

Ανάλυση.  

  Οι εφαρμογές αυτών των ιδιοτήτων έχουν δώσει επεξηγηματικές λύσεις σε πάρα πολλά 

προβλήματα  και  για  αυτό  η  σύγχρονη  Μαθηματική  Ανάλυση  και  Έρευνα  κατευθύνεται 

σημαντικά από την υποστήριξη και την ανάπτυξη συναρτησιακο‐αναλυτικών μεθόδων. 

  Στην συνέχεια, θα ενδιαφερθούμε μόνον για τον διανυσματικό χώρο:   

TT nnnn ::{),( KKKKK →=L  είναι K ‐γραμμική απεικόνιση}. 

  Κάθε  στοιχείο  του  ),( nn KKKL   αναπαρίσταται  από  έναν  και  μόνο  έναν 

τετραγωνικό  πίνακα  με  n  γραμμές  και  n  στήλες.  Αλλά  και  αντιστρόφως,  κάθε  nn×  

τετραγωνικός πίνακας ( στοιχείων του K ) αναπαριστά ένα μέλος του  ),( nn KKKL    Με 

άλλα λόγια, το σύνολο  ),( nn KKKL  είναι ισοπληθικό με το σύνολο των τετραγωνικών  nn×  

πινάκων με στοιχεία του K . Με  δεδομένα τα όσα αναφέρθηκαν στα Εδάφια Ι.1 και Ι.2, τα δυο 

αυτά  σύνολα  ταυτίζονται  αλγεβρικά.  Έτσι,  μπορούμε  να  ορίσουμε  νόρμες  στο  σύνολο  των 

nn×  πινάκων  ( με στοιχεία του  K ), παρατηρώντας ότι το σύνολο  ),( nn KKKL   ταυτίζεται, 

με  το  Καρτεσιανό  γινόμενο  ,nn KK × και  χρησιμοποιώντας  κάποιες  νόρμες  του  nK   που 

γενικεύουν την Ευκλείδεια νόρμα του  nK .  
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Ορισμός  ΙII.2.1.14.  Έστω  .p0 ∞<<   Σε  κάθε  nT
nz,,zz K∈= )K1(   αντιστοιχούμε  τον 

μη αρνητικό αριθμό:  

( ) .:)( 1
p
1

n
j

p

jp zzH ∑= =  

  Εάν  ,∞=p  τότε θέτουμε:  

.zmax)z(H jnj≤≤∞ =
1

:  

Οι αριθμοί  )z(H p  και  )z(H ∞ ονομάζονται νόρμες Ηölder του z.■  

Είναι εύκολο να επαληθεύσουμε πως:  

00 =⇔=≥=⇔=≥ ∞∞ zzzHzzHzH pp 0)(H   0)(    , 0)( 0)( και   και   

)()(       ,                  )()(

)()()(       ,     )()()(

zHzHzHzH

wHzHwzHwHzHwzH

pp

ppp

∞∞

∞∞∞

=⋅=⋅

+≤++≤+

λλλλ
 

για κάθε  ,0λ ,,   και  ∞<<∈∈∈ pwz nn   KKK   και άρα οι απεικονίσεις:  

[[[[: +∞→+∞→ ∞ ,0H         ,,0H nn
p KK : , 

είναι στα αλήθεια νόρμες του  nK .  
  Ακόμα,  μπορούμε  να  παρατηρήσουμε  πως  ιδιαίτερα  η  νόρμα  Hölder 

nz     )z(H K∈του2   ταυτίζεται  με  την  Ευκλείδεια  νόρμα  ||z||  του  z,  ενώ  η  νόρμα Hölder 

)z(H1  του  nz K∈  αντιπροσωπεύει την νόρμα της κατά μέσο όρο σύγκλισης. 

  Χωρίς απόδειξη αναφέρουμε ότι δύο οποιεσδήποτε νόρμες του  nK  είναι ισοδύναμες, 

δηλαδή  διατηρούν  αναλλοίωτες  τις  οριακές  ιδιότητες  των  υποσυνόλων  του  nK .  Έτσι,  δύο 

οποιεσδήποτε νόρμες του  nK  έχουν τις ίδιες συγκλίνουσες ακολουθίες, με την έννοια του εάν 

κάποια ακολουθία σημείων του  nK  συγκλίνει στο  ny K∈  ως προς κάποια νόρμα του  nK , 

τότε το  y είναι όριο της ακολουθίας ως προς οποιαδήποτε άλλη νόρμα του  nK . Ειδικά για τις 

νόρμες Hölder έχουμε τις:  
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ΙΙΙ.2.2. ΑΝΙΣΟΤΗΤΕΣ HOLDER  
 

Θεώρημα ΙII.2.2.1. Για κάθε  nT
n

nT
n wwwzzz KK ∈=∈= ),,(,),,( 11 KK  είναι: 

(i).  )111,1(             )()(
1

=+∞<<≤⋅∑ = qp
pwHzHwz qp

n

j jj ,   

(ii).  )qp(                  )z(H.n)z(H.n q
q
1

p
p
1

∞<<≤
−−

, 

(iii).  )qp(               )z(H)z(H pq <≤ . 

Απόδειξη. Ας θεωρήσουμε την βοηθητική συνάρτηση:  
1)(:,0,0: −=+∞→+∞ pttutu a[[[[  

για  ∞<< p1 . Η γραφική παράσταση της u  είναι η ακόλουθη:  

 

  Είναι προφανές ότι:  

  εμβαδόν   )(
p

aAOA
p

=′      και      εμβαδόν 
q

BOB
qβ

=′)(    

με:    

,111
1

=+⇔
−

=
qpp

pq  

γιατί  .1−= qut   

( )tu  

 

                             C 

  β                                          B 

                            Α 
 

                                A′     
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  Ακόμη, έχουμε ότι εμβαδόν  βaBCAO =′′ )( . Συνεπώς ισχύει ότι:  

qp
aa

qp ββ +≤ . 

  Θέτοντας:  

)(zH

z
a

p

j=:   και   
)(wH

w

q

j=:β , 

η τελευταία ανισότητα γράφεται υπό την μορφή: 

)()()()(
11 ∑∑ ==

+≤
n

j

q

j

q

j

n

j

p

j

p

j

qp

jj

wq

w

zp

z

wHzH

wz
. 

  Αθροίζοντας κατά μέλη τις τελευταίες ανισότητες για  ,,,2,1 nj K=  βρίσκουμε:  

,111
)()(

1 =+≤
∑ =

qpwHzH

wz

qp

n

j jj
 

που αποδεικνύει την Ανισότητα (i) του Θεωρήματος.  

  Έστω τώρα ότι  .∞<< qp   

  Θέτουμε  

 qp ,:
μ

=  

για κάποιο  1>μ  και έχουμε ότι:  

,1111
11
μμ

μ

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

n
z

n
z

n
z

n
q

j

q

j

p

j  

οπότε χρησιμοποιώντας τους συμβολισμούς:  

n
vz

n
u j

q

jj
1         1               ,111

   και ==−=
′ μμ
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παίρνουμε:  

.1 11
μμ ′= jj

P

j vuz
n

 

  Η Ανισότητα (i) τότε δίνει: 

         
μ

μ
μμ

μ
μ

μμ
′

=
′
′

==
′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤ ∑∑∑

1

1

1

11

11
n

j j
n

j j
n

j jj vuvu  

                   ( ) μ
μ

′

== ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑∑

1

1

1

1

1n

j

n

j j n
u  

                   ( )μ1
1∑ =

=
n

j ju  

                  
q
p

n

j

q

jz
n

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑ =1

1
, 

από όπου προκύπτει η ανισότητα:  

( )∑ ∑= =

−
′

−−

≤
n

j
q
p

n

j

q

j
q
p

p

j znnnz
1 1

11
μμ , 

ή ισοδύναμα, η ανισότητα:  

( ) .
11

1 q
p

n

j

q

j
q
p

n

j

p

j znzn ∑∑ =

−

=
− ≤  

  Εάν λάβουμε την  −p οστή ρίζα των δυο μελών της τελευταίας σχέσης, καταλήγουμε 

στην Ανισότητα (ii) του Θεωρήματος.  

  Τέλος, θέτουμε:  

.n,,,j   
)z(H

z
y

p

j
j )21( K==  

  Επειδή     0≥jy και  ,1
1∑ =

=
n

j
p
jy είναι: 
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1≤jy    ),,,2,1( nj K=  

οπότε, καθώς  qp < , βεβαιωνόμαστε ότι:  

,1
)(

1,,2,1  1
111

≤=⇒=≤⇒=≤
∑

∑∑∑ =

=== zH

z
yyynjyy q

p

n

j

q

jn

j
q
j

n

j
p
j

n

j
q
j

p
j

q
j )( K  

που ολοκληρώνει την Απόδειξη του Θεωρήματος. ■ 

ΙΙΙ.2.3. ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΕΣ ΝΟΡΜΕΣ ΠΙΝΑΚΩΝ  

  Ας θεωρήσουμε δύο Ευκλείδειους διανυσματικούς χώρους υπεράνω του  K , τον  nK , 

εφοδιασμένο με την νόρμα φ  και τον  ,mK  εφοδιασμένο με την νόρμα ψ  )CRK ,=( . 

  Έστω το σύνολο  ),( mn KKKL  όλων των  K ‐γραμμικών απεικονίσεων του  nK  μέσα 

στο  mK .  

  Όπως  έχουμε  δει  στο  πρώτο  Κεφάλαιο,  στο  σύνολο  αυτό  ορίζονται  πρόσθεση  και 

αριθμητικός πολλαπλασιασμός έτσι ώστε το  ),( mn KKKL  να είναι ένας διανυσματικός χώρος 

υπεράνω του K .  

  Εάν  ∈T ),( mn KKKL θέτουμε:  

{0}: −∈∀= nz
z
zTzr K        
)(
))(()(

φ
ψ

. 

  Προφανώς, η απεικόνιση  [[ +∞→− ,0:r n {0}K  είναι τέτοια ώστε  

)()( zrzr =⋅λ , για κάθε  .  και  {0} {0} −∈−∈ nz KKλ  



Ν. ΔΑΡΑΣ 
ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

ΤΟΜΟΣ Ι 

 

ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  241 

 

  Ακόμη, αποδεικνύεται εύκολα ότι η  K ‐γραμμικότητα της απεικόνισης  T  εξασφαλίζει 

την συνέχειά της σε κάθε σημείο του  nK  και ότι, με την σειρά της, η συνέχεια της T  εγγυάται 

ότι η απεικόνιση  )(zr  είναι άνω φραγμένη μέσα στο  nK −{0}, δηλαδή ότι 

υπάρχει  0≥M   τέτοιο ώστε  Mzr ≤)( για κάθε  ∈z nK . 

  Έτσι,  σε  κάθε  ∈T ),( mn KKKL ,  μπορούμε  να  αντιστοιχίσουμε  τον  μη‐αρνητικό 

αριθμό:  

.
)(
))((sup)(, z

zTTS
nz φ

ψ
ψφ

{0}
:

−∈
=

K
 

  Σύμφωνα  με  ό,τι  προηγήθηκε,  ο  αριθμός  αυτός  υπάρχει,  κι  επί  πλέον  επαληθεύεται 

εύκολα ότι η απεικόνιση:  

:,ψφS ),( mn KKKL )(
))((sup)(:,0 , z

zTTST
nz φ

ψ
ψφ

{0}
[[

−∈
=+∞→

K
a  

είναι μία νόρμα στον διανυσματικό χώρο  ),( mn KKKL . 

  Έχοντας  υπ’  όψη  την  αλληλουχία  της  Θεωρίας  των  Γραμμικών  Απεικονίσεων  και  της 

Θεωρίας  Πινάκων,  μπορούμε  να  ορίσουμε  νόρμες  στον  διανυσματικό  χώρο  των  nm×  

πινάκων.  

  Συγκεκριμένα, με τον ίδιο ακριβώς τρόπο, εάν  A  είναι ένας  nm×   πίνακας με στοιχεία 

τα σημεία του K , τότε ο αριθμός:  

)(
)(sup)(, z

zAAS
nz φ

ψ
ψφ

⋅
=

−∈ {0}
:

K
 

είναι  καλά  ορισμένος  και  ορίζει  μία  νόρμα  στον  διανυσματικό  χώρο  των  nm×   πινάκων  με 

στοιχεία τα σημεία του K . Ο αριθμός  )(, AS ψφ  λέγεται μία γεωμετρική νόρμα του Α. 
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ΙΙΙ.2.4. ΝΟΡΜΕΣ ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΚΩΝ ΠΙΝΑΚΩΝ  
 

  Σύμφωνα με το περιεχόμενο της προηγούμενης Παραγράφου, μπορούμε να ορίσουμε 

νόρμες στο σύνολο των  nn×  πινάκων με στοιχεία στο K , χρησιμοποιώντας τις νόρμες Hölder 

του  nK . 

Ορισμός ΙII.2.4.1. Εάν φ  είναι μία νόρμα του  nK , τότε οι αριθμοί:  

)(
)(sup)(

z
zAAS

nz φ
φ

φ
⋅

=
−∈ {0}K

 

ορίζουν μία νόρμα στο σύνολο των  nn×  πινάκων  .)( ,, K∈= jiji aμε     aA  ■ 
 

Παραδείγματα ΙΙΙ.2.4.2. Έστω  )( , jiaA = ένας  nn×  πίνακας με στοιχεία  .a j,i K∈  

(i). Εάν  ,1H=φ  τότε  ∑ =≤≤=
n

i jinjH aAS
1 ,1max)(

1
. 

(ii). Εάν  2H=φ , τότε  [)A(S H =
2

ρ ,)]( 2
1

AAT ⋅  όπου ρ )( AAT ⋅  είναι η φασματική ακτίνα 

του  AAT ⋅  ( πρ.βλ. Ορισμό Ι.5.1.2). 

(iii). Εάν  ,∞= Hφ  τότε  ∑ =≤≤=
∞

n

j jiniH aAS
1 ,1max)( .■ 

 

  Στην  συνέχεια,  θα  στραφούμε  προς  την  αναζήτηση  συμπληρωματικών  στοιχείων 

σχετικά με το θέμα των νορμών πινάκων. Κάθε νόρμα της μορφής  )(ASφ  επί του συνόλου των 

nn×  πινάκων είναι πολλαπλασιαστική, γιατί προφανώς ισχύει:  
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  Ακόμη,  μπορούμε  να  δείξουμε  ότι  για  οποιαδήποτε  νόρμα  στο  σύνολο  των  nn×  

πινάκων υπάρχει θετικό πολλαπλάσιό της που είναι πολλαπλασιαστική νόρμα.  Επίσης, 

μπορούμε να δείξουμε ότι για κάθε πολλαπλασιαστική νόρμα Ν στο σύνολο των  nn×  πινάκων 

υπάρχει μία νόρμα φ  στο  nK τέτοια ώστε  

K∈=∀≤ jiji aaAANAS ,,   με   ),()( )(φ . 

  Οι  νόρμες  φS   είναι  οι  “μικρότερες”  ανάμεσα  στις  πολλαπλασιαστικές  νόρμες  του 

διανυσματικού χώρου των  nn×  πινάκων.  

  Πράγματι, εάν φ  και ψ είναι δύο νόρμες του  nK , τότε η πρόταση  

nnaAASAS ji ×=∀≤ :)( ,)()( ψφ  πίνακα με  K∈jia , , 

συνεπάγεται την πρόταση  

ψφ SS = . 

  Κατ’  ακολουθία,  εάν  Ν  είναι  μία  πολλαπλασιαστική  νόρμα  στο  σύνολο  των  nn×  

πινάκων και εάν υπάρχει νόρμα φ  του  nK  τέτοια ώστε  

:( ) )()( , jiaAASAN =∀≤ φ nn×  πίνακας με  K∈jia ,   

τότε  φSN = . 

  Θα  αναφερθούμε  τώρα  στην  σχέση  που  υπάρχει  ανάμεσα  σε  νόρμες  τετραγωνικών 

πινάκων  )( , jiaA = ,  με  K∈jia , ,  που  είναι  της  μορφής  )(ASφ   και  στις  φασματικές  τους 

ακτίνες.  

  Θυμίζουμε  πως  εάν  nλλλ ,...,,1 2   είναι  οι  ιδιοτιμές  του  τετραγωνικού  πίνακα 

)( , jiaA = με  K∈jia , , τότε η φασματική ακτίνα του Α είναι ο αριθμός:   



ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

ΤΟΜΟΣ Ι 
Ν.ΔΑΡΑΣ 

 

244  ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  

 

ρ jniA λ≤≤= 1max)( . 

  Έστω  λ  μία ιδιοτιμή του  A  και  z  το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμά του. Έστω φ  μία νόρμα 

του  nK  και έστω  φS η αντίστοιχη πολλαπλασιαστική νόρμα στο σύνολο των  nn×  πινάκων με 

στοιχεία του K .  

  Επειδή 

)()()()()( zASzAzz φφλφφλ φ≤⋅=⋅= , 

θα είναι  )(ASφλ ≤  για κάθε ιδιοτιμή λ  του  A , και επομένως: 

≥)(ASφ ρ )(A . 

 Εάν κανείς επιθυμεί μεγαλύτερη ακρίβεια απ’ ότι στην προηγούμενη σχέση, μπορεί ν’ 

αποδείξει ότι ισχύει: 

[)( =ASφ ρ )( AA ⋅∗ ] 2
1

, 

όπου  ∗A  είναι ο δυϊκός πίνακας του  A , δηλαδή ο ανάστροφος συζυγής πίνακας του Α (πρ.βλ. 

Παράγραφο Ι.2.5).  

  Στην  ειδική  περίπτωση  μάλιστα  όπου  ο  Α  είναι  ερμιτιανός  πίνακας,  δηλαδή  όταν 

∗= AA , είναι ρ =)( 2A  ρ )(2 A και άρα:  

=)(ASφ ρ )(A . 

  Τέλος,  θα  αναφερθούμε  στην  σχέση  που  υπάρχει  ανάμεσα  στην  νόρμα  )(ASφ ενός 

τετραγωνικού  nn×  πίνακα  )( , jiaA =  με  K∈jia ,  και στην νόρμα  )( 1−ASφ  του αντίστροφου 

πίνακα  1−A  του  A (εφόσον αυτός υπάρχει). Ας υποθέσουμε ότι ο  1−A  υπάρχει.  

  Όπως ήδη έχουμε ορίσει: 

).(sup
)(

)(sup)( zr
z

zAAS nn zz {0}{0} −∈−∈
=

⋅
=

KK φ
φ

φ  
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  Θα υπολογίσουμε τον αριθμό  

)(inf
0

zrnz }{−∈K
. 

  Προς τούτο, θέτουμε  zAw ⋅=:  και αμέσως παίρνουμε: 

)(
)(

1
)(

)(
)(

)(
11

w
wAwA

w
z

zA

φ
φφ

φ
φ

φ
⋅

=
⋅

=
⋅

−− , 

και καθώς 
)(

)(sup)(
1

0
1

w
wAAS nz φ

φ
φ

⋅
=

−

−∈
−

}{K
, διαπιστώνουμε ότι:  

)(
1

)(
)(inf 10 −−∈
=

⋅
ASz

zA
nz

φφ
φ

}{K
. 

  Έτσι, συμβολίζοντας με  )(Aφγ τον λόγο: 

)(
)(sup

)(
)(inf

z
zA

z
zA

n

n

z

z

φ
φ
φ

φ

⋅

⋅

−∈

−∈

{0}

{0}

K

K

, 

βλέπουμε ότι: 

)()(
1)( 1 ASAS

A
φφ

φγ −= . 

(Εάν ο πίνακας  A  δεν είναι αντιστρέψιμος, τότε θέτουμε  0)( =:Aφγ .)  

  Είναι άμεση η επιβεβαίωση των ακόλουθων ιδιοτήτων: 

    {0}       )(
)(

)(
)(

10 1 −∈∀≤
⋅

≤< −
nzAS

z
zA

AS
Kφ

φ φ
φ

, 

    1)(0 ≤≤ Aφγ και  0   )()( ≠∀=⋅ λγλγ φφ AA (γιατί  )()( zrxr =⋅λ ), 

    )()( 1 AA φφ γγ =− (γιατί οι ρόλοι των πινάκων  A  και  1−A είναι συμμετρικοί 

            μέσα στον παραπάνω ορισμό του αριθμού  )(Aφγ ). 
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ΙΙΙ.2.5. ΦΡΑΓΜΑΤΑ ΓΙΑ ΤΗΝ ΦΑΣΜΑΤΙΚΗ ΑΚΤΙΝΑ 
Για  λόγους  συγκεντρωτικής  ομοιομορφίας,  θα  επαναλάβουμε  χωρίς  απόδειξη  τα 

αποτελέσματα της Παραγράφου Ι.5.5.  

Έστω  )( j,iaA =  ένας  nn×  τετραγωνικός πίνακας με  K∈jia , . Για κάθε  ni ,...,2,1= , 

θέτουμε:  

∑=
≠
=

n

ij
j j,ii a1:Λ . 

  Τότε, όλες οι ιδιοτιμές του  A  βρίσκονται μέσα στην ένωση των δίσκων: 

}{ iiiiii azza Λ≤−∈=ΛΔ ,, :),( C  

που έχουν κέντρα τα σημεία  iia , και αντίστοιχες ακτίνες  iΛ  (Θεώρημα Gerschgorin – 

Hadamard). Επειδή: 

}:{}:{ iiiiiiiiiiii azzaazza Λ+≤∈=Λ+Δ⊂Λ≤−∈=ΛΔ ,,,, ),0(),( CC , 

έπεται ότι:   

ρ ∑ =≤≤≤
n

j jini aA
1 ,1max)( . 

  Εάν τώρα  D  είναι ένας θετικός διαγώνιος  nn×  πίνακας του οποίου τα στοιχεία της 

κύριας διαγωνίου είναι:  

0,...,, 21 >nxxx , 

τότε η φασματική ακτίνα ρ )( 1 DAD ⋅⋅−  του πίνακα  DAD ⋅⋅−1  και η φασματική ακτίνα ρ ( )A  

του πίνακα  A  είναι ίσες.  

  Εάν  εφαρμόσουμε  όσα  προηγήθηκαν  αυτή  τη  φορά  για  τον  πίνακα  DAD ⋅⋅−1 ,  θα 

πάρουμε:  

ρ }{ ',min)( vvA ≤ , 
όπου: 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
∑ =

≤≤
i

n

j jji
ni x

xa
v 1 ,

1max  και 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

= ∑ =≤≤
n

i
i

ji
jnj x

a
xv

1

,
1max' . 
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ΙΙΙ.2.6. ΣΥΓΚΛΙΣΗ ΠΙΝΑΚΩΝ 
 

Ορισμός  ΙII.2.6.1.  Έστω  ,...)2,1:( )( =kA k   μία  ακολουθία  τετραγωνικών  nn×   πινάκων 

στοιχείων του K . Έστω επίσης ο τετραγωνικός  nn×  πίνακας  A  στοιχείων του K .  

  Θα λέμε ότι η ακολουθία  ,...)2,1:( )( =kA k  συγκλίνει προς τον  A , εάν: 

( ) 0)(lim =−
∞→

AAS k

k φ . 

Τότε, γράφουμε    
( ) AA k →  ή ακόμη  ( ) AA k

k =∞→lim .� 

  Θα  ερευνήσουμε  τώρα  τις  ικανές  και  αναγκαίες  συνθήκες  προκειμένου  η  ακολουθία 

δυνάμεων  ,...)2,1:( =mAm  ενός τετραγωνικού πίνακα  A  να συγκλίνει προς τον  A .  

  Σε μία τέτοια περίπτωση, θα λέμε ότι ο πίνακας  A  συγκλίνει.  

  Όπως είναι ήδη γνωστό από το Θεώρημα Ι.5.3.1, για τον τετραγωνικό  nn×  πίνακα  A  

υπάρχει ένας αντιστρέψιμος  nn×  πίνακας T  τέτοιος  ώστε: 

JTAT =⋅⋅ −1 , 

όπου J είναι η κανονική μορφή Jordan του πίνακα  A , που προφανώς εξαρτάται από τα 

στοιχεία του  A : 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

kJ

J
J

J

O

O

2

1

O
 

με: 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

i

i

i

iJ

λ

λ
λ

O

O

1

1

O

O
. 
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  Το  iλ  είναι ιδιοτιμή πολλαπλότητας  in  του πίνακα  A : 

nnnn k =+++ ...21 , 

και το n είναι το μέγεθος του πίνακα  A . 
  Επειδή: 

TJTATATJ mmmm ⋅⋅=→⋅⋅= −− 11 , 
αρκεί να αναζητήσουμε ικανές και αναγκαίες συνθήκες για την σύγκλιση: 

0→mJ . 
  Είναι εύκολο το να επαληθεύσουμε ότι: 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

m
k

m

m

m

J

J
J

J

O

O

2

1

O
 

και άρα  0→mJ  εάν και μόνον εάν  0→m
iJ  για κάθε  ki ,...,2,1= .  

  Ας υπολογίσουμε τον κάθε πίνακα  m
iJ . 

  Έχουμε: 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

2

2

2

2

2

2
1

2
12

i

i

i

ii

ii

iJ

λ
λ

λ
λλ

λλ

O

O

O

O

O

, 

και γενικότερα, χρησιμοποιώντας μαθηματική επαγωγή: 

)( )m(
i),j,k(

m
i dJ = , 

όπου: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<≤+
+≤≤−

<

= +−

. εάν                         ,0
,max εάν   ,1)(

 εάν                         ,0

1

)(
),,(

njkm
kmnjkj

kj
d i

kjm
i

mm
ijk }{λ  

  Επομένως: 

niJ i
m
i ,...,2,1    1 =∀<⇔ λ , 
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κι έτσι αποδείξαμε το:  

Θεώρημα ΙII.2.6.2.  0→mA  εάν και μόνον εάν ρ 1)( <A . ■ 

  Επιπρόσθετα, ισχύει και το ακόλουθο αποτέλεσμα: 

1)( −≅ n
m

m CJSφ [ ρ )1()]( −− nmJ    (για αρκετά μεγάλο m ), 

όπου: 

)!(!
!:

nmn
mC n

m −
= . 

 

ΙΙΙ.3. ΟΙ ΑΜΕΣΕΣ ΜΕΘΟΔΟΙ ΕΠΙΛΥΣΗΣ  

ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ  
 

  Έστω ότι δίνεται προς επίλυση το ακόλουθο σύστημα γραμμικών εξισώσεων: 

nnnnnn

nn

nn

zazaza

zazaza
zazaza

β

β
β

=+++

=+++

=+++

,22,11,

2,222,211,2

1,122,111,1

...
.....................................................

   ...
 ...

β

β

β
β

=⋅⇔

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⇔ zA

z

z
z

aaa

aaa
aaa

nnnnnn

n

n

MM
2

1

2

1

,2,1,

,22,21,2

,12,11,1

...   
.......................

...   
...   

, 

με  ( )CRKKK ,,, =∈∈     a iji β .  
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  Η βασική ιδέα πάνω στην οποία στηρίζεται κάθε άμεση μέθοδος επίλυσης ενός τέτοιου 

συστήματος  είναι  η  μετατροπή  του  σ’  ένα  ισοδύναμο  σύστημα  που  μπορούμε  να  λύσουμε 

εύκολα.  

  Υπάρχουν δύο κύριοι τύποι συστημάτων που μπορούμε να λύσουμε εύκολα: 

   Τα τριγωνικά συστήματα, δηλαδή εκείνα που ο πίνακας  A  είναι της μορφής:  

 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

nn

n

a

aa
A

,

,11,1

O
MO

L

    ή     
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

nnn aa

a
A

,1,

1,1 O

L

OM  

(στην πρώτη περίπτωση, όπου ο  A  είναι κάτω τριγωνικός πίνακας, έχουμε: 

1,...,1,  ,
...

,

,11, −=
−−−

= ++ nni
a

zaza
z

ii

nniiiii
i

β
, 

ενώ στη δεύτερη περίπτωση, όπου ο  A  είναι κάτω τριγωνικός πίνακας, έχουμε: 

ni
a

zaza
z

ii

iiiii
i ,...,3,2   ,

...

,

11,11, =
−−−

= −−β
, 

με  

1,1

1
1 a

z β
= ). 

   Τα συστήματα με ορθογώνιο πίνακα  A , δηλαδή εκείνα που ο πίνακας  A  είναι τέτοιος 

ώστε:  

TAA =−1 . 

  Τότε  

β⋅= TAz  . 

  Η  μετατροπή  σε  τριγωνικά  συστήματα  γίνεται  με  μεθόδους  τύπου  Gauss,  ενώ  η 

μετατροπή σε ορθογώνια συστήματα πραγματοποιείται με την μέθοδο Householder. 
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ΙΙΙ.3.1. ΟΙ ΜΕΘΟΔΟΙ GAUSS ΚΑΙ CHOLESKY  
  Οι  δύο  αυτές  μέθοδοι  συνίστανται  στην  γραφή  του  πίνακα  A   υπό  την  μορφή  ενός 

γινομένου δύο πινάκων: ULA ⋅= , όπου  L  είναι ένας πίνακας κάτω τριγωνικός με την κύρια 

διαγώνιά του κατειλημμένη παντού από τον αριθμό 1 και όπου U  είναι ένας άνω τριγωνικός 

πίνακας. Τότε: 

( )nxxUL R∈=⋅⋅     β , 

και, στην συνέχεια, επιχειρείται η διαδοχική επίλυση των συστημάτων: 

        β=⋅ yL   και 

        ( )nxyxU R∈=⋅     . 

  Θεωρητικά,  τα  στοιχεία  των  πινάκων  L   και  U   βρίσκονται  μετά  από  ταύτιση  των 

στοιχείων  του  πίνακα  A   με  εκείνα  του  γινομένου  UL ⋅ .  Αξίζει,  επίσης  να  σημειωθεί  το 

ακόλουθο θεωρητικό αποτέλεσμα: 

Θεώρημα ΙII.3.1.1. Εάν ο πίνακας  A  είναι αντιστρέψιμος, τότε η διάσπαση  

ULA ⋅= , 

εφόσον υπάρχει, είναι μοναδική. 

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι υπάρχουν  δύο τέτοιες διασπάσεις του  A : 

2211 ULULA ⋅=⋅= . 

  Οι πίνακες  1L  και  2L είναι αντιστρέψιμοι, γιατί έχουν και οι δύο μοναδική ιδιοτιμή τον 

αριθμό  1=λ .  

  Επειδή  ο  A   είναι  επίσης  αντιστρέψιμος,  έπεται  ότι  και  οι  πίνακες  1U και  2.U   είναι 

αντιστρέψιμοι. Έτσι, μπορούμε να γράψουμε ότι: 

1
121

1
2

−− ⋅=⋅ UULL . 
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  Τότε,  παρατηρώντας ότι  ο πίνακας  1
1

2 LL ⋅−   είναι  ένας  κάτω  τριγωνικός,  με  την  κύρια 

διαγώνιά του κατειλημμένη παντού από τον αριθμό  1,  και ότι ο πίνακας  1
12
−⋅UU   είναι άνω 

τριγωνικός, διαπιστώνουμε πως δεν υπάρχει άλλη περίπτωση παρά:  

1
121

1
2

−− ⋅==⋅ UULL I , 

όπου  Ι  είναι ο μοναδιαίος  nn×  πίνακας.  

  Αυτό σημαίνει ότι:  

21 LL =    και     21 UU = ,  

που ολοκληρώνει την Απόδειξη του Θεωρήματος. �  

 

 

  Στην πράξη, κατά την εφαρμογή της μεθόδου Gauss, θέτουμε: 

  ( ) AA =:1    και     ( ) ββ =:1 , 

και δημιουργούμε τα εξής ισοδύναμα συστήματα: 

  ( ) ( )rr xA β=⋅ ,  nr ,...,3,2=  

με: 
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⎟
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r
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r

r
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β

β

β

β
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M
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MM

K

K
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KK

KK

 

και όπου τα στοιχεία των πινάκων  ( )rA  και   ( )rβ  βρίσκονται από τους Τύπους:  
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( ) ( )

( )1
1,1

1
,1

1
1,)1(

,
)(

, −
−−

−
−

−
−− −= r

rr

r
jr

r
rir

ji
r
ji a

aa
aa ,        nrji ,...,, =  

 

 
( ) ( )

( )1
1,1

1
1

1
1,)1()(
−

−−

−
−

−
−− −= r

rr

r
r

r
rir

i
r

i a
a β

ββ ,         nri ,...,= , 

με όλους τους υπόλοιπους όρους να παραμένουν αμετάβλητοι.  

  Όταν  nr = ,  ο  πίνακας  ( )nA   είναι  άνω  τριγωνικός,  και  έτσι  το  τελευταίο  ισοδύναμο 

σύστημα λύνεται αμέσως.  

  Παρατηρήστε επίσης ότι, σύμφωνα μ’ αυτήν την κατασκευή, ισχύει: 

  ( )∏ =
=

n

r
r
rraA

1 ,det . 

Οι αριθμοί  )(
,
r
rra  ονομάζονται οδηγά στοιχεία.  

  Είναι προφανές ότι όλα τα οδηγά στοιχεία πρέπει να είναι διαφορετικά από το μηδέν.  

  Εάν συμβεί κάποιο από τα οδηγά στοιχεία να είναι ίσο με το μηδέν, τότε μπορούμε να 

εναλλάξουμε  την  −r γραμμή  του  συστήματος  ( ) ( )rr xA β=⋅   με  την  −l γραμμή  του  ίδιου 

συστήματος με  rl >  και  0)(
, ≠r
rla .  

  Επίσης, δεν πρέπει οι ποσότητες  )(
,
r
rra  να είναι πολύ μικρές, γιατί τότε ο αλγόριθμος θα 

είναι ασταθής.  

  Σε μία τέτοια περίπτωση, υπάρχουν δύο τρόποι αντίδρασης: 

 Η μέθοδος της μερικής οδήγησης, όπου, αφού βρεθεί ο αριθμός  )(
,
r
rla  που 

είναι  τέτοιος  ώστε  )(
,

)(
, max r

rpnpr
r
rl aa ≤≤= ,  εναλλάσσονται  η  −r γραμμή 

του συστήματος  ( ) ( )rr xA β=⋅  με την  −l γραμμή του ίδιου συστήματος. 

 Η μέθοδος  της ολικής οδήγησης,  όπου, αφού βρεθεί ο αριθμός  )(
,
r
rla  που 
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είναι  τέτοιος ώστε  )(
,,

)(
, max r

qpnqpr
r
ml aa ≤≤= ,  εναλλάσσονται  η  −r γραμμή  

με  την  −l γραμμή  και  η  −r στήλη  με  την  −m στήλη  του  συστήματος 

( ) ( )rr xA β=⋅ .  Ας  σημειωθεί  ότι  η  εναλλαγή  των  στηλών  επιβαρύνει  την 

προσπάθειά  μας  με  την  αντίστοιχη  εναλλαγή  της  αρίθμησης  των 

συνιστωσών του άγνωστου διανύσματος   nx R∈ . 

  Η  υλοποίηση  της  μεθόδου  Gauss  (χωρίς  την  εμβόλιμη  επίκληση  των  μεθόδων 

οδήγησης) απαιτεί: 

για την τριγωνοποίηση του αρχικού συστήματος: 

 
2

1)( −nn
  διαιρέσεις, 

 
3

13 −n
  πολλαπλασιασμούς, και  

 
3

3 nn −
  προσθέσεις, 

ενώ για την επίλυση του τελικού τριγωνικού συστήματος: 

 
2

)1( −nn
  πολλαπλασιασμούς, και 

 
2

)1( −nn
  προσθέσεις. 

Συνολικά, η υλοποίηση της πιο απλής εκδοχής της μεθόδου Gauss απαιτεί περίπου 
3

2 3n
  

πράξεις. 

  Για  να  αντιληφθούμε  την  λειτουργικότητα  της  μεθόδου Gauss,  επισημαίνουμε,  χάριν 

παραδείγματος,  ότι  για  10=n   απαιτούνται  700   πράξεις  περίπου,  ενώ  η  εφαρμογή  της 

κλασσικής θεωρητικής μεθόδου απαιτεί περίπου  9103×  πράξεις). 
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  Η μέθοδος Cholesky είναι παραλλαγή της μεθόδου Gauss που αφορά αποκλειστικά την 

περίπτωση που ο πίνακας  A  είναι συμμετρικός. Τότε, οι πίνακες  L  και U  είναι ανάστροφοι ο 

ένας του άλλου, οπότε: 

  TLLA ⋅= , 

με τον πίνακα  L  να είναι τριγωνικός και αντιστρέψιμος.  

  Μπορούμε να δείξουμε ότι μία  ικανή και αναγκαία συνθήκη, προκειμένου μία τέτοια 

διάσπαση  να  υπάρχει,  είναι  ο  πίνακας  A   να  είναι  συμμετρικός  και  θετικά  ορισμένος.  Τα 

στοιχεία  ji,l  του L υπολογίζονται σύμφωνα με τις ακόλουθες σχέσεις: 

  1,11,1 a=l , 
1,1

1,
1, a

ai
i =l   ( )ni ,...,2=  

και: 

  2
1

1

1
2

,,, )( ∑ −

=
−=

j

k kjjjjj a ll   ( )nj ,...,2=  

jj

j

k kjkiji
jj

a

,

1

1 ,,,
,

l

ll
l

∑ −

=
−

=   ( )njinj ,...,1  και ,...,2 +== . 

  Αφού υπολογισθούν τα στοιχεία του  L , επιλύουμε τα εξής δύο τριγωνικά συστήματα: 

β=⋅ yL  

yxL =⋅Τ  

και προσδιορίζουμε το άγνωστο διάνυσμα  nx R∈ .  

  Παρατηρήστε ότι  

∏ =
=

n

1
2

,det
j jjA l  

και  ότι  εάν  ο  πίνακας  A   είναι  συμμετρικός,  αλλά  όχι  θετικά  ορισμένος,  τότε  υπάρχει 

τουλάχιστον ένας δείκτης  j  τέτοιος ώστε  02
, <jjl . 

  Η υλοποίηση της μεθόδου Cholesky απαιτεί: 
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για την εύρεση των στοιχείων του πίνακα  L| : 

  n  εξαγωγές τετραγωνικών ριζών, 

 
2

)1( −nn
  διαιρέσεις,     

 
6

)1( 2 −nn
  πολλαπλασιασμούς και 

 
6

)1( 2 −nn
  προσθέσεις, 

ενώ, για την επίλυση των δύο τριγωνικών συστημάτων: 

  n2              διαιρέσεις, 

  )1( −nn      πολλαπλασιασμούς και 

  )1( −nn      προσθέσεις. 

Δηλαδή, η υλοποίηση της μεθόδου Cholesky απαιτεί συνολικά  

την εξαγωγή  n  τετραγωνικών ριζών  

και  

την εκτέλεση περίπου  )3(
6
5

3
2

3

nnn
−+  αριθμητικών πράξεων. 

ΙΙΙ.3.2. Η ΜΕΘΟΔΟΣ HOUSEHOLDER 
 

  Η  μέθοδος  Householder  έγκειται    στην  έκφραση  του  πίνακα  A   υπό  την  μορφή 

γινομένου δύο πινάκων:  UQA ⋅= , όπου  Q  είναι ένας ορθογώνιος πίνακας  (δηλαδή τέτοιος 

ώστε  1−= QQT ) και όπου U  είναι ένας άνω τριγωνικός πίνακας.  

  Τότε: 
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ββ ⋅=⋅⇔=⋅ TQxUxA , 

και το άγνωστο διάνυσμα  nx R∈  υπολογίζεται εύκολα σαν λύση του τελευταίου συστήματος. 

Όπως  γίνεται  αντιληπτό,  το  καθοριστικό  σημείο  στην  βασική  ιδέα  της  μεθόδου  είναι  η 

δημιουργία του πίνακα Q .  

  Η κατασκευή αυτού του πίνακα στοιχειοθετείται από την συμμετοχή σ’ αυτήν κάποιων 

στοιχειωδών ορθογώνιων πινάκων  H  που ορίζονται με τον ακόλουθο τρόπο: 

Λήμμα ΙII.3.2.1. Για κάθε  nu K∈ , που είναι τέτοιο ώστε  1/ >=< uu , ο πίνακας: 

TuuH ⋅⋅−= 2I  

είναι συμμετρικός και ορθογώνιος, και λέγεται στοιχειώδης ορθογώνιος πίνακας. 

Απόδειξη. Είναι σαφές ότι ο πίνακας  H  είναι συμμετρικός, γιατί:  

HuuuuH TTTT =⋅⋅−=⋅⋅−= 2)2( II . 

  Έτσι, αρκεί να δείξουμε ότι  

I.==⋅ 2HHH T  

  Προς τούτο, παρατηρούμε ότι:  

TTTTT uuuuuuuuH ⋅⋅⋅⋅+⋅⋅−=⋅⋅−= 44)2(2 II , 

οπότε, επειδή: 

⋅⇔>=< Tuuu 1/ 1=u , 

θα είναι: 

III =⋅⋅+⋅⋅−=⋅⋅⋅⋅+⋅⋅−= TTTTT uuuuuuuuuuH 44)(442 , 

και η Απόδειξη του Λήμματος είναι πλήρης. ■  
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Θεώρημα  ΙII.3.2.2..  Για  κάθε  διάνυσμα  {0}−∈ ny R   υπάρχει  ένας  στοιχειώδης 

ορθογώνιος πίνακας  H  και ένας αριθμός  R∈a  τέτοιοι ώστε:  

)1(eayH ⋅=⋅ ,   όπου  ne R∈

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

1

0
1

)1(

M
. 

Απόδειξη. Έστω  
TuuH ⋅⋅−= 2I  

ένας  στοιχειώδης  ορθογώνιος  πίνακας  που  ανταποκρίνεται  στις  προδιαγραφές  του 

αποτελέσματος του Θεωρήματος, και έστω  R∈a  τέτοιο ώστε  

)1(eayH ⋅=⋅ . 

  Τότε, αφ’ ενός θα είναι: 

22 /// yyyyHHyyHyHyH T >=>=<⋅⋅>=<⋅⋅=<⋅ , 

και αφ’ ετέρου:    

2)1()1(2 / aeaeayH >=⋅⋅=<⋅ , 

με συνέπεια να ισχύει: 

ay = . 

  Ακόμη, θέτοντας  

><= yu /2:μ , 

βλέπουμε ότι, επειδή: 

)1(/2)2( eauyuyyuuyH T ⋅=⋅><−=⋅⋅⋅−=⋅ I , 

θα είναι και  

)1(eayu ⋅−=⋅μ , 
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οπότε πολλαπλασιάζοντας εσωτερικά και τα δύο μέλη της τελευταίας ισότητας με το διάνυσμα 

)2( y⋅ , θα αποκομίσουμε την σχέση: 

><−><>=< )1(/2/2/2 eyayyuyμ , 

ή ισοδύναμα την σχέση:  

)(2 12 yaa −⋅=μ , 

όπου  1y  είναι η πρώτη συνιστώσα του διανύσματος  y .  

  Μπορούμε λοιπόν να βρούμε ένα διάνυσμα  nu R∈  και δύο πραγματικούς αριθμούς 

a  και μ , έτσι ώστε: 

.)(2

,

1
2

)1(

yaa
eayu

ya

−⋅=

⋅−=⋅

=

μ

μ  

  Θέτοντας  

v

2μλ =: και  u⋅= μν : , 

διαπιστώνουμε πως: 

λ/TvvH ⋅−= I  

όπου  −=a (πρόσημο του  yy ⋅) ,  ( )1yaa −=λ  και  ( )1eayv ⋅−= . ■  

  Είμαστε τώρα σε θέση να αναπτύξουμε την μέθοδο Householder.  

  Θέτουμε: 

AA =:)1(  και  ββ =:)1( , 

και σχηματίζουμε τα  ( )1−n  ισοδύναμα συστήματα: 

( ) ( )rr xA β=⋅ ,  nr ,...,3,2= , 
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με:  

( )

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= −−−−

−

−

)(
,

)(
,

)(
,1

)3(
,2

)2(
,1

)(
,

)(
,

)(
,1

)(
1,1

)3(
,2

)3(
1,2

)3(
2,2

)2(
,1

)2(
1,1

)2(
2,1

)2(
1,1

O

O

r
nn

r
nr

r
nr

n

n

r
rn

r
rr

r
rr

r
rr

rr

rr

r

a

a
a

a
a

    

a

a
aa

aaa
aaaa

A

M

L

M

L

L

MMMO

LK

LK

 και  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= −

)(

)(

)(
1

)3(
2

)2(
1

)(

r
n

r
r

r
r

r

  

  

β

β

β

β

β

β

M

M

. 

  Γράφοντας:  

( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= )(

2,2

)(
2,1

)(
1,1

O r
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⎠

⎞

⎜
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⎝

⎛
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r

r
r

d

c
β , 

η  μετάβαση  από  τους  πίνακες  ( )rA   και  ( )rβ   στους  πίνακες  ( )1+rA   και  ( )1+rβ   γίνεται  με  την 

βοήθεια ενός στοιχειώδους ορθογώνιου πίνακα  

( ) Trrr uuH ][2 )()( ⋅⋅−= I , 

τέτοιου ώστε: 

( ) 0=r
iu       για κάθε   1,...,1 −= ri , 

εφόσον εφαρμοστούν οι Τύποι: 

( ) ( ) ( )rrr AHA ⋅=+1     και   ( ) ( ) ( )rrr H ββ ⋅=+1 . 

 

  Προκειμένου να γίνουμε επεξηγηματικότεροι, ας συμβολίσουμε με  

( )ru~  

το διάνυσμα του  1+−rnR  που έχει συνιστώσες: 

)()( ,..., r
n

r
r uu , 
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και με  ( )rH~  τον  )rn()rn( 11 +−×+−  πίνακα  

( ) Trrr uuH ]~[~2~ )()( ⋅⋅−= I . 

  Με αυτόν τον συμβολισμό θα είναι: 

( )
⎟⎟
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⎜⎜
⎝

⎛
= )(~O

OI
r

r

H
H  

και: 

  ( ) ( ) ( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⋅
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⋅=+

)(
2,2

)(

)(
2,1

)(
1,1

)(
2,2

)(
2,1

)(
1,1

)(
1 ~.~ rr

rr

r

rr

r
rrr

AH
AA

A
AA

H
AHA

OOO
OI

, 

     ( ) ( ) ( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⋅
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⋅=+

)()(

)(

)(

)(

)(
1 ~.~ rr

r

r

r

r
rrr

dH
c

d
c

H
H

O
OI

ββ . 

  Τα  στοιχεία  της  πρώτης  στήλης  του  πίνακα  ( )1+rA   δεν  είναι  όλα  μηδέν.  Γι’  αυτό,  ο 

πίνακας  

( )rH~  

πρέπει  να  επιλεγεί,  σύμφωνα  με  τα  αποτελέσματα  του  Λήμματος  ΙΙΙ.3.2.1,  έτσι  ώστε  να 

μηδενίζει όλα τα στοιχεία της πρώτης στήλης του πίνακα  

( )1
2,2
+rA  

εκτός από ένα. 

  Από αλγοριθμικής άποψης, η μέθοδος Householder συνοψίζεται στους επόμενους 

κανόνες: 
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• Κατ’ αρχήν, υπολογίζουμε τους αριθμούς: 

    −=+ )1(
,
r
rra (πρόσημο του  )a r

rr
)(

,
2
1

1

2)(
. )(∑ =

⋅
n

ri
n
ria , 

    )( )(
,

)1(
,

)1(
,

)( r
rr

r
rr

r
rr

r aaa −= ++λ , 

    )1(
,

)(
,

)( +−= r
rr

r
rr

r
r aaζ , 

    )(
,

)( r
ri

r
i a=ζ ,     nri ,...,1+= . 

• Μετά, συνεχίζουμε υπολογίζοντας: 

    )(
,

)()( r
ji

n

ri
r

i
r

j a∑ =
= ζβ ,    nrj ,...,1+= , 

    n,,...,rj       ,
λ r

r
jr

j 1)(
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)( +==

β
γ  

    ( ) ( )r
i

r
j

r
ji

r
ji aa ζγ )(

,
)1(

, −=+ ,     ,...,nri = και nrj ,...,1+=  

• Τέλος, βρίσκουμε τους αριθμούς: 

    )()()(
1

r
i

m

ri
r

i
r

n βζβ ∑ =+ = , 

    )(

)(
1)(

1 r

r
nr

n λ
β

γ +
+ = , 

  και 

    )()(
1

)()( r
i

r
n

r
i

r
j ζγββ +−= ,    nri ,...,= . 

 

  Το τελευταίο σύστημα εξισώσεων: 

( ) ( )nn xA β=⋅ ,  

που σχηματίζεται, κατ’ αυτόν τον τρόπο, θα είναι άνω τριγωνικό και άρα θα επιλύεται εύκολα.  

  Εξ’ άλλου, αποδεικνύεται πως: 

( ) ( )∏ =

−−=
n

i
n
ii

n aA
1 ,

11det . 

  Εάν  συμπεριλάβουμε  και  την  επίλυση  του  τριγωνικού  συστήματος,  η  ολοκληρωμένη 

υλοποίηση της μεθόδου Householder απαιτεί: 
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        ( )1−n   εξαγωγές τετραγωνικών ριζών, 

       
6

1294 23 −−+ nnn
  προσθέσεις, 

       
6

12462 23 −++ nnn
  πολλαπλασιασμούς, και 

       
2

232 −+ nn
  διαιρέσεις. 

  Συνολικά,  δηλαδή,  αυτή η μέθοδος απαιτεί περίπου διπλάσιες αριθμητικές πράξεις, 

απ’ ότι η μέθοδος Gauss.  

  Από την άλλη πλευρά όμως η μέθοδος αυτή έχει το πλεονέκτημα να είναι σταθερή, και 

να αποκλείει κάθε ενδεχόμενο αστάθειας. 

  Συμπερασματικά, η μέθοδος Householder δείχνει πώς ένας τυχαίος κανονικός πίνακας 

Α μπορεί να γραφεί υπό την μορφή: 

  UQA ⋅= , 

με:  

  ( ) ( ) ( )121 −⋅⋅⋅= nHHHQ L . 

  Όταν ο πίνακας  A  δεν είναι κανονικός  (δηλαδή, δεν είναι αντιστρέψιμος), τότε, κατά 

την ανάπτυξη της μεθόδου Householder, θα συναντήσουμε υποχρεωτικά κάποιον πίνακα  ( )rA  

του οποίου τα  1+− rn  τελευταία στοιχεία της  −n οστής στήλης είναι όλα ίσα με μηδέν.  

  Σε μία τέτοια περίπτωση, θέτουμε  

( ) I=rH  

και συνεχίζουμε την διαδικασία τριγωνοποίησης. 

  Ας σημειώσουμε τέλος πως όταν ο πίνακας  A  είναι αντιστρέψιμος τότε η διάσπαση  

UQA ⋅=  

είναι μοναδική. 
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Παρατηρήσεις  ΙΙΙ.3.2.3.  (i).  Σ’  αυτό  το  Κεφάλαιο  δεν  εξετάσαμε  παρά  μόνον  την 

περίπτωση  συστημάτων  γραμμικών  εξισώσεων  με  πραγματικούς  συντελεστές,  γιατί  κάθε 

μιγαδικό σύστημα μπορεί να ανάγεται σε πραγματικό σύστημα διπλάσιας διάστασης.  

  Πράγματι, κάθε σύστημα της μορφής: 

  )2()2()1(
21 )()( ββ ixixAiA +=+⋅+ (1)  

γράφεται ισοδύναμα: 
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⎛ −
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(1)

β
β

)2(

)1(

12

21 .
x
x

AA
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. 

(ii).  Ο  υπολογισμός  του  αντίστροφου  1−A   του  A   μπορεί  να  γίνει  και  με  την  επίλυση  n  

συστημάτων γραμμικών εξισώσεων: 

( ) ( )ii exA =⋅ ,      ni ,...,1= , 

όπου  τα διανύσματα  ( )ie   είναι  τα διανύσματα  της κανονικής βάσης  του  nR .  Τα διανύσματα 

( )ix  που θα προκύψουν είναι οι στήλες του  1−A . 

(iii).  Εξαιτίας  των σφαλμάτων στρογγύλευσης,  το διάνυσμα  ( )1x , που θα προκύψει μετά  την 

αριθμητική επίλυση του συστήματος  

β=⋅ xA , 

δεν  θα  είναι  αυστηρά  ίσο  με  την  αληθινή  λύση  x   του  συστήματος.  Θα  έχουμε  δηλαδή  ένα 

διανυσματικό υπόλοιπο της μορφής:  

( ) ( )11 rxA =−⋅ β . 

  Γράφοντας  

( ) ( )11 σ+= xx , 

η πιο πάνω ισότητα διατυπώνεται και ως εξής:  

( ) ( )11 rAxA =−⋅+⋅ βσ , 
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και επειδή  β=⋅ xA , το  ( )1σ  θα είναι η λύση του συστήματος  ( ) ( )11 rA =⋅σ .  

  Όμως,  για  τον  ίδιο  λόγο  όπως  και  προηγουμένως,  δεν  μπορούμε  να  υπολογίσουμε 

ακριβώς το διάνυσμα  ( )1σ , αλλά ένα άλλο διάνυσμα της μορφής  ( ) ( )21 σσ + .   Τότε:  

( ) ( ) ( )211 rreA =−⋅    και    ( ) ( )22 reA =⋅ , 

και ούτω καθ’ εξής.  

  Η  όλη  διαδικασία  ονομάζεται  επαναληπτική  διαδικασία  του  διανυσματικού 

υπολοίπου.  

  Γενικά,  μία  μόνον  επανάληψη  είναι  αρκετή  για  να  βελτιώσουμε  την  ακρίβεια  του 

αποτελέσματος,  επειδή  οι  επόμενες  επαναλήψεις  δεν  αποφέρουν  κάποιο  πρόσθετο 

ουσιαστικό κέρδος για την επιδιωκόμενη ακρίβεια αποτελέσματος. 

(iv). Οι διασπάσεις  LU  και QU  οδηγούν σε μεθόδους υπολογισμού ιδιοτιμών πίνακα.  

  Συγκεκριμένα  οδηγούν  στους  αλγόριθμους  LR   και  QR .  (πρ.  βλ.  τις  Παραγράφους 

ΙΙ.5.3  και  ΙΙ.5.4  και  για  θεωρητικά  αποτελέσματα,  μπορεί  να  συμβουλευτεί  τις Παραγράφους 

Ι.6.1, Ι.6.2 και Ι.6.3.) 

(v). Στην μέθοδο Gauss, εάν, μετά από ολική οδήγηση, βρεθεί ότι  

0max )(
,,

)(
, == ≤≤

r
qpnqpr

r
ml aa , 

τότε πρέπει να συμπεράνουμε ότι ο πίνακας  A  δεν είναι αντιστρέψιμος (γιατί  

( )∏ =
==

n

r
r
rraA

1 , 0det ), 

σε αντίθεση με τις άλλες μεθόδους όπου ένα μηδενικό οδηγό στοιχείο δεν συνεπάγεται την μη 

αντιστρεψιμότητα του πίνακα  A . 

(vi). Στην απόδειξη του Θεωρήματος ΙΙΙ.3.2.2, επιλέξαμε την τιμή του  a  που καθιστά μέγιστο 

το λ , για λόγους σταθερότητας, αφού το λ  βρίσκεται συχνά σε παρονομαστές. ■  
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ΙΙΙ.4. ΟΙ ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΜΕΘΟΔΟΙ  

ΕΠΙΛΥΣΗΣ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ 

ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ  
 

ΙΙΙ.4.1. ΓΕΝΙΚΑ  

  Στην παρούσα Παράγραφο θα δώσουμε τον ορισμό κάποιων βοηθητικών εννοιών και 

την παρουσίαση ορισμένων χρήσιμων αποτελεσμάτων. 

Ορισμός ΙII.4.1.1.. Ένας οποιοσδήποτε πίνακας  )( , jiaA =  λέγεται μη αρνητικός, εάν:  

  0, ≥jia    j  και  i ∀∀ .   

Τότε, γράφουμε  0≥A . Ειδικότερα, γράφουμε  0=A , εάν: 

0, =jia     j  και  i ∀∀ . 

Όμοια, ένας οποιοσδήποτε πίνακας   )( , jiaA =  λέγεται θετικός, εάν: 

0, >jia      j  και  i ∀∀ .■ 

 

Ορισμός  ΙII.4.1.2..  Ένας  οποιοσδήποτε  πίνακας  )( , jiaA =   καλείται  αγώγιμος,  εάν 

υπάρχει ένας πίνακας μετάθεσης  P  τέτοιος ώστε: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⋅⋅

2,2

2,11,1

O A
AA

PAP T , 

όπου οι πίνακες  1,1A  και  2,1A  είναι τετραγωνικοί.■ 
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Ορισμός  ΙII.4.1.3..  Ας  υποθέσουμε  ότι  ο  τετραγωνικός  πίνακας  A   διασπάται  σε  δύο 

τετραγωνικούς πίνακες  M  και  N  έτσι ώστε: 

NMA −= . 

Η διάσπαση αυτή ονομάζεται κανονική, εάν: 

        ο M  είναι κανονικός πίνακας, 

        ,01 ≥−M  και 

        0≥N . ■ 

 

Θεώρημα ΙII.4.1.4.(Perron – Frobenius) Εάν Α είναι ένας τετραγωνικός πίνακας,  τότε ο 

ισχυρισμός: 

« 0≥A  και  A : ανάγωγος (: όχι αγώγιμος)» 

συνεπάγεται ότι: 

(i). Ο  A  έχει μία μη αρνητική ιδιοτιμή, που ισούται με την φασματική ακτίνα ρ ( )A  του  A , 

(ii). Το ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί στην φασματική ακτίνα ρ ( )A  είναι θετικό, 

(iii). Η φασματική ακτίνα ρ ( )A  αυξάνεται όταν ένα οποιοδήποτε στοιχείο του πίνακα  A  

αυξάνεται, 

(iv). Η φασματική ακτίνα ρ ( )A  του  A  είναι μία απλή ιδιοτιμή του  A . ■  
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Θεώρημα ΙII.4.1.5.. Εάν ο τετραγωνικός πίνακας  )( , jiaA =  είναι τέτοιος ώστε:  

0a ji ≤,     ji ≠∀ , 

τότε οι επόμενες προτάσεις είναι ισοδύναμες: 

(i).  Ο  A  είναι κανονικός και  0≥−1A , 

(ii).  Οι διαγώνιοι όροι του  A  είναι θετικοί και ο πίνακας: 

ADB ⋅−Ι= −1  

είναι μη αρνητικός, ανάγωγος και συγκλίνει.  ( D  είναι ο διαγώνιος πίνακας, που 

έχει διαγώνια την διαγώνια του  A ). ■ 
 

 

ΙΙΙ.4.2. ΠΙΝΑΚΕΣ ΠΑΡΑΓΟΝΤΕΣ ΚΑΙ ΚΥΚΛΙΚΟΙ  

  Έστω Α ένας τετραγωνικός πίνακας. Ας υποθέσουμε ότι: 

0≥A   και   A : ανάγωγος. 

Έστω  επίσης  k   το πλήθος  των  ιδιοτιμών  του  A   των οποίων η απόλυτη  τιμή  ισούται με  την 

φασματική ακτίνα ρ ( )A  του  A . 

Ορισμός ΙII.4.2.1. Εάν  1=k , ο πίνακας  A  λέγεται πίνακας παράγων. Εάν 

1>k , ο πίνακας  A  λέγεται πίνακας κυκλικός τάξης  k .■ 
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  Στη περίπτωση όπου ο  A  είναι κυκλικός τάξης  k , οι ιδιοτιμές που έχουν απόλυτη τιμή 

ίση με ρ ( )A  ισούνται με:  

=jλ ρ ( )A k
j

e
π2

,   1,...,1,0 −= kj . 

  Ισχύουν οι επόμενες τρεις ιδιότητες: 

Θεώρημα ΙII.4.2.2.(i).  :0 AA ⇒>  παράγων. 

(ii).  :A  παράγων  :mA⇒  παράγων   0m >∀ . 

(iii).  0≥A  και  0>mA    :A0m ⇔>∀ παράγων. ■ 

  Δεν  θα  δώσουμε  κάποια  απόδειξη  του  Θεωρήματος,  γιατί  μία  τέτοια  απόπειρα  θα 

αλλοτρίωνε την εξειδικευμένη κατεύθυνση του συγγράμματος. Αντίθετα, θα γενικεύσουμε τον 

Ορισμό ΙΙΙ.4.2.1. 

Ορισμός  ΙII.4.2.3.  Ένας  πίνακας  A   (όχι  απαραίτητα  κυκλικός  ή  ανάγωγος)  λέγεται 

ασθενώς κυκλικός τάξης  1>k ,  εάν υπάρχει ένας τετραγωνικός πίνακας  P   τέτοιος ώστε  το 

γινόμενο  TPAP ⋅⋅  να είναι της μορφής: 
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όπου όλοι οι μηδενικοί υποπίνακες είναι τετραγωνικοί. ■  
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ΙΙΙ.4.3. ΜΕΘΟΔΟΙ ΧΑΛΑΡΩΣΗΣ  
  Έστω ότι δίνεται προς επίλυση το παρακάτω σύστημα  n  γραμμικών εξισώσεων: 
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με  )( , jiaA = ,  KKK ∈∈∈ iiji   z  a β,,, (,  CRK ,=  και  nji ,...,2,1, = ).  

  Ας διασπάσουμε τον πίνακα  A , γράφοντάς τον υπό την μορφή: 

NMA −= , 

και ας υποθέσουμε ότι ο πίνακας Μ είναι αντιστρέψιμος.  

  Τότε, το προς επίλυση σύστημα εκφράζεται ισοδύναμα ως εξής: 

β+⋅=⋅ zNzM . 

  Ορίζοντας την ακολουθία διανυσμάτων  ( ) ( ) ( ) ,...,,...,, 10 vzzz  με τον ακόλουθο τρόπο:  

 το  ( )0z  είναι αυθαίρετα επιλεγμένο, 

 ( ) ( ) ⇔+⋅=⋅ + βvv zNzM 1 ( ) ( ) β⋅+⋅⋅= −−+ 111 MzNMz vv    

,...)2,1( =v , 

έχουμε εισάγει μία γραμμική επαναληπτική διαδικασία, πρώτης τάξης.  
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  Θα  επιθυμούσαμε  να  εξασφαλίσουμε  την  σύγκλιση  της  επαναληπτικής  αυτής 

ακολουθίας προς την μοναδική λύση z του συστήματος, δηλαδή θα θέλαμε να ισχύει:  

( ) zzlim v
v =∞→ . 

  Σύμφωνα με όσα προηγήθηκαν, γνωρίζουμε πως:  

( ) ( ) )()( 1 zzNzzM vv −⋅=−⋅ + , 

οπότε θέτοντας  

( ) ( ) zz vv −=:σ  και   NMB ⋅= −1: , 

βλέπουμε πως: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )011 ... σσσσσ ⋅==⋅=⇔⋅=⋅ −− vvvvv BBNM      ,...1,0=∀v  

  Άρα,  η  σύγκλιση  της  επαναληπτικής  ακολουθίας  ( ) ( ) ,..., 10 zz   προς  την  λύση  z  του 

συστήματος εξασφαλίζεται εάν και μόνον εάν ισχύει  

ρ ( ) 1<B . 

Δηλαδή, έχουμε το εξής: 

Θεώρημα  ΙII.4.3.1.  Μία  αναγκαία  και  ικανή  συνθήκη  για  την  σύγκλιση  της 

επαναληπτικής  ακολουθίας    ( ) ( ) ,..., 10 zz προς  την  μοναδική  λύση  z   του 

συστήματος  γραμμικών  εξισώσεων  β=⋅ zA   είναι  η  φασματική  ακτίνα  του 

πίνακα  NMB ⋅= −1  να είναι μικρότερη του 1: 

ρ ( ) 1<B     )( NMA −= .■   
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  Μία άλλη αντιμετώπιση του ίδιου προβλήματος προέρχεται από το επόμενο: 

Θεώρημα ΙII.4.3.2.  Εάν ο  πίνακας  A  είναι αντιστρέψιμος, τότε μία αναγκαία και ικανή 

συνθήκη  για  την  σύγκλιση  της  επαναληπτικής  ακολουθίας  ( ) ( ) ,..., 10 zz   προς  την  μοναδική 

λύση  z  του συστήματος γραμμικών εξισώσεων  β=⋅ zA  είναι η σύγκλιση προς το μηδενικό 

διάνυσμα του  nK  της ακολουθίας  ( ) ),...1,0:( =−⋅ vzA v β : 

( ) 0lim =∞→
v

v r      ( ) ( ) ):( β−⋅= vv zAr .   

Απόδειξη. Όπως είδαμε, ισχύουν οι δύο ισότητες: 
        ( ) ( )vv Ar σ⋅= , 

        ( ) ( )vv rA ⋅= −1σ          ,...)1,0( =v . 

  Έτσι, εάν φ  είναι μία νόρμα του  nK , θα ισχύουν και οι δύο ανισότητες: 

        ( ) ( ) )()()( vv ASr σφφ φ≤  

        ( ) ( ) )()()( 1 vv rAS φσφ φ
−≤   ,...)1,0( =v . 

  Η πρώτη ανισότητα συνεπάγεται ότι εάν  
( ) zz v

v =∞→lim , (ως προς την νόρμα φ ), 

τότε, επειδή  
( ) 0)(lim =∞→
v

v σφ , 

θα ισχύει ότι  

( ) 0lim =∞→
v

v r . 

  Αντιστρόφως, από τη δεύτερη ανισότητα έπεται ότι εάν  

( ) 0lim =∞→
v

v r  (ως προς την νόρμα φ ), 

τότε θα ισχύει  
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( ) 0)(lim =∞→
v

v σφ , 

δηλαδή  

( ) zz v
v =∞→lim  (ως προς την νόρμα φ ). 

Η Απόδειξη είναι πλήρης. ■  

  Η ανισότητα:  

( ) ( ) )()()( 1 vv rAS φσφ φ
−≤  

περιγράφει ένα απόλυτο άνω φράγμα της νόρμας του σφάλματος.  

  Πολλές  φορές  προτιμάμε  την  προσφυγή  στην  χρήση  ενός  άνω  φράγματος  που 

σχηματίζεται από μία σύμπραξη της σχετικής εξασθένισης των υπολοίπων  ( ) ( ))](/)([ vv zr φφ  και 

του σχετικού σφάλματος  ( ) ( ))](/)([ vv zφσφ : 

Θεώρημα  ΙII.4.3.3.  Για  δοθείσα  σχετική  εξασθένιση  των  υπολοίπων 

( ) ( ))](/)([ vv zr φφη = , ο λόγος των ακραίων σχετικών σφαλμάτων ισούται με  )(Aφγ , (όπου ο 

αριθμός  )(Aφγ  ορίσθηκε στην Παράγραφο ΙΙΙ.2.4): 

( )
{ }
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Απόδειξη. Επειδή: 
( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )v

v

v

v

v

v

z
A

z
r

φ
σφ

σφ
σφ

φ
φ ⋅

= , 

βλέπουμε ότι: 

( )( ) ( )( )[ ] ( )( ) ( )( )[ ].vv
vv

Az σφσφ
ηφσφ

⋅
=  

  Καθώς όμως: 

( )
( )( ) ( )( )[ ] ( )ASA

AS
vv

φ
φ

σφσφ ≤⋅≤−1

1
, 

διαπιστώνουμε  πως: 

      Ελάχιστο Σχετικό Σφάλμα   (A)Sφη /= , 

      Μέγιστο Σχετικό Σφάλμα   ( )1−ASφη , 

κι επομένως: 

    ( ) ( ) ( )A
ASAS φ

φφ

γ==
−1

1
Σφάλμα Σχετικό Μέγιστο
Σφάλμα Σχετικό Ελάχιστο

, 

που ολοκληρώνει την Απόδειξη του Θεωρήματος. ■ 

  Συνοψίζοντας,  συμπεραίνουμε  ότι  η  επιλογή  της  διάσπασης  του  πίνακα  A   του 

συστήματος διέπεται από τα ακόλουθα τρία βασικά κριτήρια: 

  1ο) πρέπει ρ ( ) 11 <⋅− NM , 

2ο) πρέπει η επίλυση του συστήματος  β+⋅=⋅ zNzM να είναι απλή και 

να απαιτεί όσο το δυνατόν λιγότερες αριθμητικές πράξεις, 

  3ο) πρέπει η φασματική ακτίνα ρ ( )NM ⋅−1  να είναι η μικρότερη δυνατή. 
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ΙΙΙ.4.4. ΔΙΑΣΠΑΣΗ ΠΙΝΑΚΑ  
  Στις  μεθόδους  χαλάρωσης,  όπως  αυτές  έχουν  καθιερωθεί,  ο  πίνακας  A   του 

συστήματος δεν διασπάται κατευθείαν σε δύο πίνακες  M  και  N− , αλλά, κατ’ αρχάς, σε τρεις 

πίνακες, ως εξής: Εάν  

 D  είναι ο διαγώνιος πίνακας των διαγώνιων στοιχείων του  A : 
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 E−  είναι ο κάτω τριγωνικός υποπίνακας του  A : 
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 F  είναι ο άνω τριγωνικός υποπίνακας του  A : 
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τότε, προφανώς, έχουμε το ακόλουθο σχήμα για τον πίνακα  A : 

⎟
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O

O

E
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και συνεπώς ο  A  γράφεται υπό την μορφή  

FEDA −−= . 

  Σε δεύτερο στάδιο, δύο απ’ αυτούς τους πίνακες συνενώνονται προκειμένου ο  A   να 

εκφράζεται σαν διαφορά  NMA −= . 
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ΙΙΙ.4.5. Η ΜΕΘΟΔΟΣ JACOBI  

  Η μέθοδος Jacobi συνίσταται στην ακόλουθη επιλογή: 

          DM = , 

          FEN += . 

  Τότε, ο πίνακας  B  είναι ο: 

( )FEDNMB +⋅=⋅= −− 11 , 

και, επομένως, η επαναληπτική ακολουθία που δημιουργείται είναι η σχηματιζόμενη από την 

σχέση: 

( ) ( ) ( ) β⋅+⋅+⋅= −−+ 111 DzFEDz vv   ( ),...2,1,0=v . 

  Αλγοριθμικά, οι συνιστώσες του επαναληπτικού διανύσματος  ( )1+vz βρίσκονται από τον 

παραπάνω Τύπο και είναι οι εξής:  

( ) ∑
≠
=

+ +−=
n

ij
j

ii

iv
j

ii

jiv
i a

z
a
a

z 1

,

)(

,

,1 β
   ( )ni ≤≤1 . 

  Γι’ αυτό ισχύει, εξ’ άλλου, ότι: 
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ΙΙΙ.4.6. Η ΜΕΘΟΔΟΣ GAUSS‐SEIDEL

  Η μέθοδος Gauss‐Seidel συνίσταται στην ακόλουθη επιλογή: 

          EDM −= , 

          FN = . 

  Τότε, ο πίνακας  B  είναι ο:  

( ) FEDNMB ⋅−=⋅= − -11 , 

και, επομένως, η επαναληπτική ακολουθία που δημιουργείται είναι η σχηματιζόμενη από την 

σχέση:  

( ) ( ) ( ) ( ) β⋅−+⋅⋅−= −−+ 111 EDzFEDz vv    ( ),...12,0=v . 

  Αλγοριθμικά,  οι  συνιστώσες  του  επαναληπτικού  διανύσματος  ( )1+vz   βρίσκονται  από 

τον παραπάνω Τύπο και είναι οι εξής:  
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    ( )ni ≤≤1 . 

  Γι’ αυτό ισχύει, εξ’ άλλου, ότι: 
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απ’ όπου έπεται ότι: 
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για κάθε  ni ,...,2,1= . 



ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

ΤΟΜΟΣ Ι 
Ν.ΔΑΡΑΣ 

 

278  ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  

 

ΙΙΙ.4.7. ΣΥΓΚΛΙΣΗ ΤΩΝ ΜΕΘΟΔΩΝ JACOBI ΚΑΙ GAUSS‐ 
SEIDEL 

  Έστω  )( , jiB β=  ένας πίνακας που διασπάμε σε έναν πίνακα  L , που είναι γνήσια κάτω 

τριγωνικός  (δηλαδή που  είναι  κάτω  τριγωνικός  και  η  κύρια  διαγώνιά  του  δεν  περιέχει  παρά 

μόνον μηδενικά στοιχεία) και σε έναν πίνακα U , που είναι άνω τριγωνικός, έτσι ώστε:   

ULB += . 

Ορισμός ΙII.4.7.1. Ο πίνακας  )( , jiB β=  λέγεται πίνακας Jacobi, εάν  

11 , −− =⋅= DUEDL F  και  0, =iiβ  για κάθε  i , 

δηλαδή εάν ισχύει:  
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  Ας θεωρήσουμε τώρα τον πίνακα  1L που ορίζεται από την σχέση: 

  1L ( ) UL ⋅−Ι= −1 . 

Ισχύει το επόμενο Θεώρημα:  
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Θεώρημα ΙII.4.7.2. (Stein‐Rosenberg) Έστω ότι ο πίνακας Jacobi  B  είναι:  

0≥B  και ανάγωγος. 

Τότε, μία και μόνον από τις επόμενες τέσσερις ενδεχόμενες σχέσεις ισχύει υποχρεωτικά: 

(i). ρ =)(B ρ( 1L ) 0= ,  

(ii).  <0 ρ( 1L )<ρ 1)( <B ,  

(iii). ρ =)(B ρ( 1L ) 1= ,  

(iv).  <1 ρ <)(B ρ( 1L ).  

Απόδειξη. Για  0≥σ , θέτουμε:  

=:)(m σ ρ )( UL +⋅σ  και  =:)(n σ ρ )( UL ⋅+σ . 

  Παρατηρώντας ότι: 

         ,0)0()0( == nm  

         == )1()1( nm ρ =+ )( UL ρ ),(B  

         )1()(
σ

σσ nm ⋅=   για κάθε  0>σ , 

εφαρμόζουμε το Θεώρημα Perron‐Frobenius και διαπιστώνουμε ότι οι συναρτήσεις  )(σm  και 

)(σn  είναι γνησίως αύξουσες καθώς και ότι 

ρ 00)()(0)( ≥∀==⇒= σσσ nmB . 

  Ακόμη, επειδή ο πίνακας  B  είναι μη αρνητικός και ανάγωγος, είναι   

,)( 121 −− ++++=− nLLLL KII  

με συνέπεια να ισχύει:  
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1L 0≥ . 

  Άρα, υπάρχει ένα διάνυσμα  0≥x τέτοιο ώστε:  

,)( 1 xxUL ⋅=⋅⋅− − λI  

για  =λ ρ( 1L ) 0≥ , οπότε έπεται ότι:  

.)1()( xxULxxUL =⋅⋅+⇔⋅=⋅+⋅
λ

λλ    

  Εκμεταλλευόμενοι  το  γεγονός  ότι  αυτοί  οι  πίνακες  είναι  μη  αρνητικοί  και  ανάγωγοι, 

συμπεραίνουμε ότι:  

  1)1( και )( ==
λ

λλ nm   . 

  Έτσι:  

(i). Εάν ρ 00)( τότε ,0)( ≥∀== σσmB  , και ειδικότερα   ,0)( =λm δηλαδή  

0=λ  ή ρ( 1L ) 0= . 

(ii). Εάν ρ 1)( =B , τότε  =)1(n ρ 11)( =⇒= λB  ή ρ( 1L ) 1= . 

(iii).Εάν  <0 ρ ( ) 1<B , τότε  =)1(n ρ 1)( <B , κι επειδή  

,1)1( =
λ

n  

έπεται, από την γνήσια αυξητικότητα της συνάρτησης  )(σn , ότι:   

.111 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ <⇔⇔<

λ
λ   

  Επί  πλέον,  επειδή  η  συνάρτηση  )(σm   είναι  επίσης  γνησίως  αύξουσα,  κι  επειδή 

( ) =1m ρ ( )B , θα είναι και  << λ0  ρ ( ) 1<B  ή:  

<0 ρ( 1L )<ρ ( ) 1<B . 

(iv). Τέλος, εάν ρ ( ) 1>B , τότε  =λ ρ( 1L )>ρ ( ) 1>B . ■ 
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Πόρισμα ΙII.4.7.3. Έστω ότι ο πίνακας Jacobi  B  είναι μη αρνητικός και ανάγωγος. 

(i). Οι πίνακες  B  και 1L  ή είναι και οι δύο συγκλίνοντες ή είναι και οι δύο αποκλίνοντες. 

(ii). Εάν  <0 ρ ( ) 1<B , τότε  <0 ρ( 1L )<ρ ( ) 1<B . ■  
 

Θεώρημα ΙII.4.7.4. Ας υποθέσουμε ότι ο πίνακας  )( , jiaA =  του συστήματος γραμμικών 

εξισώσεων  β=⋅ zA   είναι  αντιστρέψιμος  και  με  γνήσια  απόλυτη  διαγώνια  κυριαρχία, 

δηλαδή:  

).,,2,1(      1 ,, niaa n

ij
j jiii K=> ∑
≠
=  

Τότε, οι μέθοδοι Jacobi και Gauss‐Seidel είναι συγκλίνουσες.   

Απόδειξη.  Μπορούμε  να  επαληθεύσουμε  εύκολα  ότι  ο  πίνακας  Jacobi  )( , jiB β=   του 

συστήματος είναι τέτοιος ώστε:  

=ji,β
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≠−

=

.,

 ,0

,

, ji
a
a

ji

ii

ji  εάν

 εάν 
 

  Άρα, σύμφωνα με την υπόθεση, θα είναι:  

).,,2,1(       1
1 , nin

j ji K=<∑ =
β  

  Έστω τώρα  B  ο πίνακας του οποίου τα στοιχεία είναι οι απόλυτες τιμές των στοιχείων 

του Β:  
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)( jiB ,β= . 

  Τα Πορίσματα Ι.5.5.3 και Ι.5.5.4 του Θεωρήματος Gerschgorin‐Hadamard δείχνουν ότι:  

ρ ( ) 1<B , 

ενώ μία συνέπεια του Θεωρήματος Perron‐Frobenius είναι ότι:  

ρ ( ) <B ρ ( )B . 

  Άρα,  ρ ( ) 1<B .  Η  ανισότητα  αυτή  φανερώνει  ότι,  κάτω  από  τις  υποθέσεις  του 

Θεωρήματος, η μέθοδος Jacobi συγκλίνει.  

  Επί πλέον, θεωρώντας την διάσπαση του  B : 

ULB += ,  

όπου  L  είναι γνήσια κάτω τετραγωνικός πίνακας και U  είναι άνω τριγωνικός πίνακας, και 

θέτοντας: 

1L ,)( 1 UL ⋅−= −I  

βλέπουμε αμέσως ότι:  

ρ( 1L ≤) ρ ])[( 1 UL ⋅− −I ,  

κι επειδή μία εφαρμογή του Θεωρήματος Stein‐Rosenberg δείχνει ότι: 

ρ <⋅− − ])[( 1 ULI ρ ),( B  

συμπεραίνουμε ότι ρ ( ) 1<B , ανισότητα που εγγυάται την σύγκλιση της χαλαρωτικής μεθόδου 

Gauss‐Seidel. ■  
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ΙΙΙ.4.8. Η ΜΕΘΟΔΟΣ ΥΠΕΡΧΑΛΑΡΩΣΗΣ

  Η μέθοδος υπερχαλάρωσης συνιστάται, κατ’ αρχάς, στην επιλογή:  

  ( ) ( )[ ] ,-11,1 FDNEDM ⋅+⋅=⋅⋅−⋅= ωω
ω

ω
ω

 

με  }.0{−∈Kω  

  Τότε, ο πίνακας  B  είναι:  

( ) ( )[ ],111 FDEDNMB ⋅+⋅−⋅⋅−== −− ωωω  

και οι συνιστώσες του επαναληπτικού διανύσματος  )1( +νz  βρίσκονται από τους Τύπους: 

    ∑∑ +=

−

=
++ +−−=

n

ij
ii

i
jji

i

j
ii

jji
ii

i a
za

a
za

a
z

1
,

)(
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1

1
,

)1(
,

,

)1( 11~ βννν  

και 

  .,,2,1        για,~)(1]~[ )1()()()1()()1( nizzzzzz iiiiii K=+−=−+= +++ νννννν ωωω   

  Η παράμετρος ω λέγεται παράγοντας χαλάρωσης. Όταν   R∈ω  και  1<ω  η μέθοδος 

λέγεται  υποχαλαρωτική,  ενώ  όταν   R∈ω   και  1<ω   η  μέθοδος  λέγεται  υπερχαλαρωτική. 

Είναι φανερό πως όταν  1=ω  η χαλαρωτική μέθοδος ταυτίζεται με την μέθοδο Gauss‐Seidel.  

  Θέτοντας, όπως και παραπάνω:  

),(          , 11 ULBFDUEDL +=⋅=⋅= −− ::  
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αλλά και: 

       ],)1[()( 1 UL ⋅+⋅−⋅⋅−= − ωωωω II:L   

       ,)( 1−⋅−⋅= Lωωω I:l  

η επαναληπτική διαδικασία περιγράφεται συνοπτικά από την σχέση: 

=+ )1(νz +⋅ )(ν
ω zL ).,0,1,2,(ν Kl =⋅⋅ −      1 βω D  

  Στην συνέχεια, θα συζητήσουμε τα κριτήρια επιλογής του κατάλληλου αριθμού  ω, έτσι 

ώστε  να  διασφαλίσουμε  την  καλύτερη  σύγκλιση  της  επαναληπτικής  ακολουθίας 

K,,, )2()1()0( zzz  προς την μοναδική λύση του συστήματος  .β=⋅ zA   

  Είναι  φανερό  ότι  υπάρχουν  δύο  Προβλήματα  που  εγείρονται  προς  αυτήν  την 

κατεύθυνση:  

Πρόβλημα ΙΙΙ.4.8.1. Υποθέτοντας γνωστή την κατανομή των ιδιοτιμών του πίνακα Jacobi 

B , να προσδιοριστεί το υποσύνολο Ω  του K  μέσα στο οποίο ισχύει:  

ρ( .   1) Ω∈∀< ωωL   

(Το σύνολο Ω  καλείται τόπος σύγκλισης της μεθόδου.) 

Πρόβλημα ΙΙΙ.4.8.2. Να προσδιοριστεί η  τιμή  του  χαλαρωτικού παράγοντα  ω   (εφόσον 

αυτή υπάρχει) που ελαχιστοποιεί το μέγεθος της φασματικής ακτίνας ρ( ωL ) του  ωL . 

  Το επόμενο Θεώρημα δίνει μία μερική απάντηση στο πρώτο Πρόβλημα. 
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Θεώρημα  ΙII.4.8.3.  Εάν  ο  πίνακας  A   είναι  ερμιτιανός  και  θετικά  ορισμένος,  και  εάν 

R∈ω { }0− , τότε:  

ρ( ωL ) .20    1 <<⇔< ω   

Απόδειξη.  Κατ’  αρχήν,  παρατηρούμε  ότι  *EF =   και  ότι  ο  διαγώνιος  πίνακας  D   είναι 

θετικά ορισμένος.  

  Έστω τώρα λ  μία ιδιοτιμή του  ωL  και έστω  nu K∈ το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα. Τότε: 

    ή    uu ⋅=⋅ λωL     

uuDEED ⋅=⋅⋅−+⋅⋅⋅− − λωωω ])1([)( *1   ή 

.)()1(* uEDuDuE ⋅⋅−⋅=⋅⋅−+⋅⋅ ωλωω  

  Πολλαπλασιάζοντας εσωτερικά τα διανύσματα των δύο μελών της παραπάνω εξίσωσης 

με το ιδιοδιάνυσμα u , λαμβάνουμε:  

./)(/)1(/* 〉⋅⋅−〈+〉⋅〈−−=〉⋅〈 uuEDuuDuuE ωλωω  

  Από την άλλη πλευρά, επειδή  ,*EEDA −−=  ισχύει: 

.//)(/ * 〉⋅〈−〉⋅−〈=〉⋅〈 uuEuuEDuuA ωωω  

  Συνδυάζοντας τις δύο τελευταίες εξισώσεις, βρίσκουμε ότι: 

〉⋅⋅−〈−〉⋅〈−+〉⋅−〈=〉⋅〈 uuEDuuDuuEDuuA /)(/)1(/)(/ ωλωωω  

ή ισοδύναμα ότι: 

./)()1(/ 〉⋅⋅−〈−=〉⋅〈 uuEDuuA ωλω  

  Καθώς μάλιστα  ,/// * 〉⋅〈=〉⋅〈=〉⋅〈 uuEuEuuuE  η συζυγής σχέση της τελευταίας 

φανερώνει ότι:  

〉⋅⋅−〈−=〉⋅〈 uuEDuuA /)()1(/ *ωλω    

ή  
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    ],//[)1(/ * 〉⋅〈−〉⋅〈−=〉⋅〈 uuEuuDuuA ωλω   

γιατί οι πίνακες  A  και  D  είναι θετικά ορισμένοι. Όμως, όπως είδαμε πιο πάνω: 

./)(/)1(/* 〉⋅⋅−〈+〉⋅〈−−=〉⋅〈 uuEDuuDuuE ωλωω  

  Μία αντικατάσταση αυτής της σχέσης στην προτελευταία δείχνει ότι:  

,/)()1(/)1()2(                  

]/)(/)1(/[)1(/

〉⋅⋅−〈−−〉⋅〈−−=

〉⋅⋅−〈〉⋅〈−+〉⋅〈−=〉⋅〈

uuEDuuD

uuEDuuDuuDuuA

ωλλλω

ωλωλω
 

οπότε πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη με  ( )λ−1  και χρησιμοποιώντας την, από πιο πάνω, 

γνωστή σχέση: 

,/)()1(/ 〉⋅⋅−〈−=〉⋅〈 uuEDuuA ωλω  

αντιλαμβανόμαστε πως:  

,/)1(/)1()1()2(/)1( 〉⋅〈−−〉⋅〈−−−=〉⋅〈− uuAuuDuuA ωλλλλωλω  

ή ακόμη, πως:  

./1)2(/)21( 22 〉⋅〈−
−

=〉⋅〈−− uuDuuAi λ
ω
ωλλ Im  

  Είναι τώρα σαφές ότι επειδή:  

R∈〉⋅〈−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − uuD /12 2λ

ω
ω

 

και: 

,/ R∈〉⋅〈 uuA  

θα πρέπει να είναι και  0Im =λ , δηλαδή θα πρέπει  R∈λ  και άρα:  

./12/)1( 22 〉⋅〈−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=〉⋅〈− uuDuuA λ
ω
ωλ  
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  Εάν υποθέσουμε ότι η μέθοδος συγκλίνει, τότε, απαραίτητα, ισχύει  ,1<λ  και, καθώς 

οι πίνακες  A  και  D  είναι θετικά ορισμένοι, θα πρέπει: 

.02   ή   02
>>>

− ω
ω
ω

 

  Αντιστρόφως, αν υποθέσουμε ότι  

02    >> ω , 

τότε επειδή αποκλείεται να είναι  1=λ  ( αφού κάτι τέτοιο θα σήμαινε ότι  

0/0/)()1(/ =〉⋅〈⇒=〉⋅⋅−〈−=〉⋅〈 uuAuuEDuuA ωλω  

που είναι άτοπο, γιατί ο  A  είναι θετικά ορισμένος ), θα έχουμε ότι  

0 /)1( 2 >〉⋅〈− uuAλ  

και συνεπώς ότι  ,1<λ που ολοκληρώνει την Απόδειξη του Θεωρήματος. ■  

ΙΙΙ.4.9.Η ΘΕΩΡΙΑ YOUNG‐FRANKEL 

  Η Θεωρία Young‐Frankel στοχεύει στην αντιμετώπιση των δύο βασικών Προβλημάτων 

ΙΙΙ.4. 8.1 και ΙΙΙ.4.8.2.  

  Αρχίζουμε  μία  συνοπτική  παρουσίαση  της  Θεωρίας  αυτής  με  την  απόδειξη  του 

ακόλουθου αποτελέσματος:  
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Θεώρημα ΙII.4.9.1.(Reich‐Ostrowski) Έστω  B   ένας τετραγωνικός  nn×  πίνακας, που 

έχει όλα τα στοιχεία της κύριας διαγώνιας του ίσα με μηδέν.  

  Εάν:  

ULB += , 

όπου  L  είναι ένας γνήσια κάτω τριγωνικός πίνακας και U  είναι ένας άνω τριγωνικός πίνακας, 

και εάν θέσουμε:  

])1[()( 1 UL ⋅+⋅−⋅⋅−= − ωωωω II:L , 

τότε: 

ρ( 1) −≥ ωωL , 

για οποιοδήποτε  }{0−∈Cω . Η ισότητα ισχύει εάν και μόνον εάν όλες οι ιδιοτιμές του πίνακα 

ρ( )ωL  βρίσκονται στον κύκλο που έχει κέντρο το  C∈0  και ακτίνα ίση με  1−ω . 

Απόδειξη. Έστω:  

det()( =λP )I⋅− λωL   

το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του πίνακα  ωL  και έστω  ( )jλ μία ρίζα του.  

  Επειδή  ο  πίνακας  L   είναι  γνήσια  κάτω  τριγωνικός,  ο  πίνακας  ( )L⋅−Ι ω   είναι 

αντιστρέψιμος και τέτοιος ώστε  

.1)det( =⋅− LωI  

  Τότε: 
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       ( ) ( ) )det()det()(0 II ⋅−⋅−== jj λLP ωωλ L  

           ).]1det([ ULλλ ⋅+⋅+⋅−−= ωωω I  

  Εάν τώρα σ  είναι ο σταθερός όρος του πολυωνύμου  ( )λP , τότε το σ  θα είναι ίσο με 

το  γινόμενο  όλων  των  ιδιοτιμών  του  πίνακα  ωL   και  θα  προκύπτει  εφόσον  θέσουμε  0=λ  

στην έκφραση  )det()( I⋅−= λP ωLλ : 

    ( ) ( ) .)1()]1det([)0( nn UPλλ ωωωσ −=⋅+⋅−=== I1 K  

  Άρα καθώς ρ( ωL ) ( )    κάθε  για  jλ≥ ,,...,2,1 nj = θα ισχύει:  

[ρ( ( ) ( ) ⇒−=≥ nnn ωλλω 1)] K1L ρ( 1) −≥ ωωL . 

  Προφανώς η ισότητα στην τελευταία σχέση δεν είναι δυνατή παρά μόνον όταν   

( ) ( ) 11 −=== ωλλ nK . ■  

  Έστω τώρα το σύστημα των  n  γραμμικών εξισώσεων:  

).(      nzzA K∈=⋅ β  

  Διαμερίζουμε τον πίνακα  A  σε υποπίνακες, σύμφωνα με τον ακόλουθο τρόπο:  

,

,2,1,

,22,21,2

,12,11,1

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

NNNN

N

N

AAA

AAA
AAA

A

K

KKKK

K

K

 

όπου  τα  jiA ,   είναι  υποπίνακες  έτσι  ώστε  οι  υποπίνακες  iiA , να  είναι  τετραγωνικοί  και 

αντιστρέψιμοι.  
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  Ορίζουμε τον, κατά υποπίνακες διαμερισμένο, διαγώνιο πίνακα:  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

N,N

,

,

A

A
A

D~

O

O

: 22

11

O
, 

και τους κατά υποπίνακες γνήσια τριγωνικούς πίνακες: 

 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−=

− O

OO

:

11

12

N,N,N

,

AA

A
E~

L

OOM

O
       και      

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−=
−

O
O

O

:
1

121

N,N

N,,

A

AA

F~
O

MOO

K

 

  Προφανώς  

FEDA ~~~ −−=  

και  οι  πίνακες  FED ~  και  ~,~
  είναι  γενικά  διαφορετικοί  από  τους πίνακες    ED,   και  F   που 

ορίσθηκαν παραπάνω.  

  Επί πλέον, χρησιμοποιώντας αυτούς τους πίνακες, μπορούμε να ορίσουμε χαλαρώσεις 

κατά υποπίνακες, και όχι πια κατά σημείο.  

  Έτσι, μεταξύ των άλλων, ορίζουμε τον διαμερισμένο πίνακα Jacobi: 

ULADB ~~~~ 1 +=+⋅−= − I:   

και παρατηρούμε ότι εάν ο  B~  είναι ένας ασθενώς κυκλικός τάξης  2≥p  πίνακας, τότε και ο 

πίνακας  A  είναι ασθενώς  −p κυκλικός ως προς την διαμέριση που έχουμε θεωρήσει.  
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Ορισμός  ΙΙΙ.4.9.2.  Έστω  ότι  ο  πίνακας  A   είναι  −p κυκλικός.  Λέμε  ότι  ο  A   είναι 

ομοιόμορφα διατεταγμένος, εάν όλες οι ιδιοτιμές του πίνακα: 

UaLaaB p ~~)(~ )1( ⋅+⋅= −−    

είναι ανεξάρτητες από τις τιμές του  ).( {0}−∈Caa ■  

  Παρατηρήστε πως εάν ο  A   είναι ομοιόμορφα διατεταγμένος,  τότε και ο  B~   θα είναι 

μοιόμορφα διατεταγμένος.  

  Θα χρειαστούμε το επόμενο: 

Λήμμα ΙΙΙ.4.9.3. Εάν ο διαμερισμένος  πίνακας Jacobi  B~  είναι ομοιόμορφα διατεταγμένος 

και ασθενώς κυκλικός τάξης  p , τότε για οποιεσδήποτε τιμές των μιγαδικών σταθερών  β,a  

και  γ  ισχύει ότι: 

]).~~[][det()~~det(
1

1 ULaULa pp +⋅−−⋅=⋅−⋅−⋅ − ββ II γγ  

Απόδειξη. Μία άμεση συνέπεια του προηγούμενου Ορισμού είναι ότι:  

       ( )∏ =
=⋅+⋅−⋅

n

j
ULa

1
])~~[det( j-I σγβγ   

και:  

  ( ),])~~[][det(
1

1
1 ∏ =
− −=+⋅−−⋅

n

j j
pp ULa τγβIγ  

όπου  jj τσ     και    είναι, αντίστοιχα, οι ιδιοτιμές των πινάκων  

]~~[ ULa ⋅+⋅ β   και  ].~~[][
1

1 ULa pp +⋅−− β  
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  Εάν  κάποιο  από  τα  a και  β   είναι  ίσο  με  μηδέν,  τότε  ο  πίνακας  ULa ~~ ⋅+⋅ β   είναι 

τριγωνικός  και συνεπώς, όλες οι ιδιοτιμές  jj τσ    και    είναι ίσες με μηδέν.   Εάν κάποιο από 

τα  a και  β   είναι  ίσο με μηδέν,  τότε ο πίνακας  ULa ~~ ⋅+⋅ β   είναι  τριγωνικός    και συνεπώς, 

όλες οι ιδιοτιμές  jj τσ    και    είναι ίσες με μηδέν.   Εάν,  πάλι,  τα  a  και  β   είναι 

διαφορετικά  από το μηδέν, τότε, θέτοντας:  

p
1

a
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

β
ν : ,  

λαμβάνουμε:  

],~~[][~~ )1(1
1

ULaULa pp p

⋅+⋅⋅−=⋅+⋅ −−− ννββ  

 κι  επειδή  το  άθροισμα  UL ~~ +   είναι  ένας  ομοιόμορφα  διατεταγμένος,  p‐κυκλικός  πίνακας 

μπορούμε να πάρουμε  1=v , γεγονός που επιτρέπει την εξαγωγή του συμπεράσματος ότι τα 

),,2,1(      και   njjj K=τσ  ταυτίζονται.  

  Η Απόδειξη του Λήμματος ολοκληρώθηκε. ■  

  Θα δώσουμε τώρα ένα αποτέλεσμα που φανερώνει την σχέση που υπάρχει μεταξύ των 

ιδιοτιμών  μ   του  διαμερισμένου  πίνακα  Jacobi  B~   και  των  ιδιοτιμών  λ   του  πίνακα  ωL
~

  της 

υπερχαλάρωσης:  

ULB ~~~ +=  

  ).~]1([)~(~ UL ⋅+⋅−⋅⋅−= ωωωω IIL  

  Προηγουμένως, θα παραθέσουμε, χωρίς απόδειξη, ένα άλλο αποτέλεσμα: 
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Λήμμα ΙΙΙ.4.9.4. (Romanovsky) Εάν  M  είναι ένας ασθενώς  −k κυκλικός πίνακας τότε: 

,)()det( ∏ =
−=−⋅

r

j
k
j

km xxMx
1

I σ   

όπου  jσ  είναι οι μη‐μηδενικές  ιδιοτιμές του  M . ■ 

 

Θεώρημα  ΙΙΙ.4.9.5.  Έστω  ότι  ο  πίνακας  A   έχει  διαμεριστεί  σε  υποπίνακες.  Ας 

υποθέσουμε, επί πλέον, ότι ο  A  είναι ομοιόμορφα διατεταγμένος,  −p κυκλικός   και ότι οι 

υποπίνακές  του  )1(, NiA ii ≤≤   είναι  αντιστρέψιμοι.  Εάν  η  μη  μηδενική  ιδιοτιμή  λ   του 

πίνακα  ωL  ικανοποιεί την σχέση:  

)0(        )1( 1 }{−∈=−+ − Kωμωω pppp λλ   

τότε  ο  αριθμός  μ   είναι  ιδιοτιμή  του  διαμερισμένου  πίνακα  Jacobi  B~ .  Αντίστροφα,  εάν  η 

ιδιοτιμή  μ   του  διαμερισμένου  πίνακα  Jacobi  B~   ικανοποιεί  την  παραπάνω  σχέση,  τότε  ο 

αριθμός λ  είναι ιδιοτιμή του πίνακα  ωL
~

. 

Απόδειξη. Οι ιδιοτιμές λ  του  ωL
~

είναι οι ρίζες του πολυωνύμου: 

0)~det( =−⋅ ωλ LI . 

  Όμως, ο πίνακας  )~( L⋅−ωI  είναι αντιστρέψιμος και συνεπώς, όπως και στην απόδειξη 

του Θεωρήματος Reich‐Ostrowski, μπορούμε να δείξουμε ότι: 

,0]~~)1det[()( =⋅−⋅−⋅−+= ULλP ωωλωλ I  

ή ακόμη, μετά από μία εφαρμογή του Λήμματος ΙΙΙ.4.9.3, ότι:  

( ) ,0]~)1det[()( 1 =⋅−⋅−+= − BλλP pp ωωλ I  
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  Επειδή  ο  πίνακας  A   είναι  −p κυκλικός,  το  ίδιο  θα  ισχύει  και  για  τους  πίνακες 

,~λ ~ /)1( BB pp ⋅− ωκαι   και  για  αυτό  μία  εφαρμογή  του Θεωρήματος Romanovsky  οδηγεί  στην 

διαπίστωση ότι:  

].)1[()1λ()λ( 1
1

p
i

pppr

i
m μλλP Kωωω −

=
−−+−+= ∏  

  Έτσι, εάν ο αριθμός  iμ είναι ιδιοτιμή του πίνακα  B~  και εάν ισχύει:  

0   με    ,)1( 1 ≠=−+ −
i

p
i

ppp μμλλ ωω ,  

τότε ο αριθμός λ  είναι μία ιδιοτιμή του πίνακα  ωL
~

.  

  Αντιστρόφως,  εάν  υποθέσουμε  ότι  ο  αριθμός  λ   είναι  μία  ιδιοτιμή  του  πίνακα  ωL
~

, 

τότε θα υπάρχει  ri ,,2,1 K=  τέτοιο ώστε:  

.0)1( 1 =−−+ − pppp μλλ ωω  

  Δεδομένου  όμως  ότι,  από  την  εκφώνηση  του  Θεωρήματος,  έχει  υποτεθεί  ότι  το  λ  

ικανοποιεί ταυτόχρονα και την σχέση:  

.0)1( 1 =−−+ − pppp μλλ ωω  

έπεται ότι:  

.0      για 
2

pkeμμ p
ki

i ≤≤=
π

 

  Καθώς όμως ο πίνακας  B~  είναι και αυτός  −p κυκλικός, είναι φανερό πως ο αριθμός 

μ   θα  είναι  μία  ιδιοτιμή  του  B~ .  Το  συμπέρασμα  αυτό  ολοκληρώνει  την  Απόδειξη  του 

Θεωρήματος. ■ 
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Πόρισμα  ΙΙΙ.4.9.6.  Έστω  ότι  ο  πίνακας  A   είναι  −p κυκλικός  και  ομοιόμορφα 

διατεταγμένος, με όλους τους υποπίνακες του  iiA ,  αντιστρέψιμους.  

              Εάν ο αριθμός  μ  είναι ιδιοτιμή του  B~ , τότε ο αριθμός  pμ  είναι ιδιοτιμή του πίνακα 

1L . Αντίστροφα εάν ο μη‐μηδενικός αριθμός  λ  είναι ιδιοτιμή του  1L , και εάν  λμ =p , τότε 

ο  αριθμός  μ   είναι  ιδιοτιμή  του  πίνακα  B~ .  (Με  άλλα  λόγια,  η  κατά  υποπίνακες  μέθοδος 

Jacobi συγκλίνει εάν και μόνο εάν, η κατά υποπίνακες, μέθοδος Gauss‐Seidel συγκλίνει).  

               Σε μία τέτοια περίπτωση έχουμε: 

ρ =⋅− − )~]~([ 1 ULI {ρ .1)( =pB } ■ 

  Είμαστε  τώρα  σε  θέση  να  στραφούμε  προς  την  αντιμετώπιση  των  δύο  βασικών 

Προβλημάτων ΙΙΙ.4.8.1 και ΙΙΙ.4.8.2 της προηγούμενης Παραγράφου.  

  Κατ’ αρχήν, θα επιδιώξουμε να βρούμε ένα εύχρηστο υποσύνολο του τόπου σύγκλισης 

Ω της υπερχαλαρωτικής μεθόδου.  

  Χωρίς βλάβη  της  γενικότητας,  θα υποθέσουμε ότι  ,C⊂Ω και,  όπως πιο πάνω,  ότι ο 

πίνακας  A   είναι  ομοιόμορφα  διατεταγμένος,  −2 κυκλικός  και  ότι  όλοι  οι  υποπίνακες  του 

)(, Ni1    A ii ≤≤  είναι αντιστρέψιμοι.  

  Τότε, η θεμελιώδης σχέση του Θεωρήματος ΙΙΙ.4.9.5 είναι η εξής:  

,μω)ω(λ λ2221 =−+  

και  αντιπροσωπεύει  μία  απεικόνιση  μεταξύ  των  μιγαδικών  −μ   και  −λ   επιπέδων,  που 

μελετάται καλύτερα με την βοήθεια των στοιχειωδών μετασχηματισμών:  
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(M3)

(M2)

(M1) 

                                                   ,

             ),1(
2
1    ),1(

                                       ),1(
2
1

22

2

ζλ
ζ

ζζ

μ

a

zzz

a
az

=

+=−+=

+=

 

όπου:  

.0)1( 2
1

≠−≡ ωa  

(Η  περίπτωση  1=ω   μπορεί  εύκολα  και  άμεσα  να  μελετηθεί,  γιατί  τότε  λμ =2 .) 

  Παρατηρήστε ότι, λόγω της σχέσης  

,)1( 222 λωωλ μ=−+  

ο πίνακας  B~  έχει πάντοτε ιδιοτιμές κατά ζεύγη: εάν μ είναι μία ιδιοτιμή του, τότε και το  μ−  

είναι επίσης ιδιοτιμή του.  

  Για  αυτόν  τον  λόγο,  δεν  θα  παραστεί  ανάγκη  αποσαφήνισης  του  πρόσημου  του  a , 

αφού μία αλλαγή του πρόσημου στο  a  θα  ισοδυναμούσε με μία αλλαγή   του πρόσημου στο 

μ .  Τώρα,  ο  μη  γραμμικός  μετασχηματισμός  ( )2Μ   έχει  τις  επόμενες  γνωστές  ιδιότητες  των 

μετασχηματισμών Joukowski:  

1) Μία έλλειψη  kE  στο  −z επίπεδο, με ημιάξονες  

),01(   1
2
1

≥≥± k
k

k  

απεικονίζεται σε δύο κύκλους του  −ζ επιπέδου: 

  .
k
1    και   k == ζζ  

2) Κάθε εσωτερικό σημείο της έλλειψης  kE  απεικονίζεται σε δύο σημεία του δακτυλίου:  

.1
k

k ≤≤ ζ  
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3)  Κάθε  σημείο  στο  εσωτερικό  του  δακτυλίου 
k

k 1
≤≤ ζ απεικονίζεται  σε  ένα  σημείο 

στο εσωτερικό της έλλειψης  kE . 

4) Κάθε σημείο του  −ζ επιπέδου που βρίσκεται στο εξωτερικό του δακτυλίου 

k
k 1

≤≤ ζ  

(δηλαδή  κάθε  σημείο  του  −ζ επιπέδου  που  είναι  τέτοιο  ώστε  k
k

<> ζζ    ή   1
) 

απεικονίζεται στο εξωτερικό της έλλειψης  kE .  

  Ας  υποθέσουμε  τώρα  ότι  το  ζεύγος  μ±   είναι  ένα  ζεύγος  ιδιοτιμών  του  πίνακα  B~ . 

Μέσω του μετασχηματισμού  ( )1Μ  το ζεύγος αυτό αντιστοιχεί στα δύο σημεία  -  και    zz+ του 

παρακάτω σχήματος.  

 

  Τότε υπάρχει μία μοναδική έλλειψη  kE  που διέρχεται από τα σημεία  -  και    zz+ , και, 

μέσω του μετασχηματισμού  ( )2Μ , αυτή η έλλειψη απεικονίζεται σε δύο κύκλους στο μιγαδικό 

−ζ επίπεδο, οι οποίοι με την σειρά τους, μέσω του μετασχηματισμού  ( )3Μ  απεικονίζονται σε 

δυο  κύκλους  του  μιγαδικού  −λ επιπέδου.  Είναι  σαφές  ότι  τα  σημεία 

 

                                                                      z+                  −
2ζ                      +

1ζ                         −λ                         λ+          

                                                                                   −
1ζ                    +

2ζ                                                                  
z− 

                       z‐επίπεδο                                            ζ‐επίπεδο                                      λ‐επίπεδο 
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−+ zz   και    απεικονίζονται τελικά στα σημεία  +λ  και  −λ , αντίστοιχα, γεγονός που επιτρέπει 

την θεώρηση ενός μόνον μέλους από το ζεύγος  μ± .    

  Εάν  τώρα  ορίσουμε  την  έλλειψη  ( )aE   σαν  την  έλλειψη  του  −μ επιπέδου,  που  έχει 

ημιάξονες:  

a
a

a
a

1

1

+

±

  

και που ο μεγαλύτερος από αυτούς τους δύο ημιάξονες σχηματίζει γωνία ψ με τον πραγματικό 

άξονα του μιγαδικού επιπέδου τέτοια ώστε:  

,      ,tg
1

1
2

2
φφψ ieaa

a

a
Arctg =

+

−
=  

τότε η έλλειψη αυτή απεικονίζεται, μέσω του μετασχηματισμού  ( )1Μ , επί της έλλειψης  aE , κι 

έτσι έχουμε αποδείξει το:  

Θεώρημα  ΙΙΙ.4.9.7.  Έστω  A   ένας  ολικά  διατεταγμένος  2‐κυκλικός  πίνακας,  τέτοιος ώστε 

όλοι οι  υποπίνακες του  iiA ,  ( Ni ,...,2,1= ) να είναι αντιστρέψιμοι.  

               Εάν  όλες  οι  ιδιοτιμές  του  πίνακα  B~   βρίσκονται  στο  εσωτερικό  της  έλλειψης  ( )aE , 

όπως αυτή  ορίστηκε πιο πάνω,  και  εάν  11 <−ω ,  τότε  όλες  οι  ιδιοτιμές  λ   του πίνακα  ωL
~

 

έχουν  απόλυτη  τιμή  μικρότερη  από  το  1:  1<λ   δηλαδή  τότε  η  υπερχαλαρωτική  μέθοδος 

συγκλίνει. Με άλλα λόγια, εάν  B~Λ  είναι το σύνολο των ιδιοτιμών του πίνακα  B~ , τότε:  

Ω⊂−Ε⊂Λ<−∈ }:{ ))1((  1|1| 2
1

~ ωωω B καιC .■ 
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Παρατήρηση  ΙΙΙ.4.9.8.  Στην  Θεωρία  του,  ο  Young  μελέτησε  την  περίπτωση  όπου  η 

παράμετρος  ω  παίρνει  μόνον  πραγματικές  τιμές  και  μάλιστα  μέσα  στο  κλειστό  διάστημα 

[ ] 21:2,1 ≤≤ ω [1,2]. Τότε, η  )1( −ωE  ήταν η έλλειψη: 

1
)2(

2
2 =

−
+

ω
ω

yx . ■  

  Προφανώς,  το  παραπάνω Θεώρημα  συνιστά μία  γενίκευση  του Θεωρήματος  ΙΙΙ.4.8.3. 

Θα  στραφούμε  τώρα  προς  την  αντιμετώπιση  του  Προβλήματος  ΙΙΙ.4.8.2,  δηλαδή  προς  την 

αναζήτηση της βέλτιστης τιμής του χαλαρωτικού παράγοντα ω .  

  Με  άλλα  λόγια,  θα  επιχειρήσουμε  να  ανακαλύψουμε  την  τιμή  εκείνη  του  ω   που 

ελαχιστοποιεί την φασματική ακτίνα ρ( ωL
~

) του πίνακα  ωL
~

.  

  Όπως  και  πριν,  θα  θεωρήσουμε  ότι  ο  πίνακας  A   είναι  ολικά  διατεταγμένος, 

−2 κυκλικός και  τέτοιος ώστε όλοι οι υποπίνακες  του  ),,1(   , NiA ii K=   να είναι κανονικοί. 

Θα  διακρίνουμε  δύο  περιπτώσεις:  την  περίπτωση  όπου  το ω  πρέπει  να  είναι  υποχρεωτικά 

πραγματικός αριθμός και την περίπτωση όπου το ω μπορεί να είναι και μιγαδικός αριθμός. 

  Ας υποθέσουμε, κατ’ αρχήν ότι το  R∈ω . Η τιμή  optω  του ω , που ελαχιστοποιεί την 

φασματική ακτίνα ρ( ωL
~

), είναι η μοναδική θετική ρίζα της εξίσωσης:  

ρ )1(4)~( 22 −= ωωB  

που είναι μικρότερη από το  2 .  
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  Προκειμένου να αποδείξουμε αυτόν τον ισχυρισμό, υπενθυμίζουμε ότι σύμφωνα με το 

Θεώρημα ΙΙΙ.4.9.7, οι ιδιοτιμές λ  και  μ  των πινάκων  ωL
~

 και  B~ , αντίστοιχα συνδέονται με την 

σχέση:  ,)1( 222 λωωλ μ=−+  ή ισοδύναμα με την σχέση:  

( ) ( ) 0112 2222 =−+−−+ ωμωωλλ . 

            Άρα: 

( ) 44
2

22
2
1 2222 −−±+−= μωωμωωμωλ i

. 

              Το  τριώνυμο,  ως  προς  44: 22 +− ωμωω   έχει  μόνον  πραγματικές  ρίζες  και  η  ρίζα 

εκείνη που είναι μικρότερη από το  2  είναι η:  

211
2

μ
ω

−+
=1 . 

             Έτσι, για  1ωω > , έχουμε:  

( ) 44
2

22
2
1 2222 −−±+−= μωωμωωμωλ i

. 

              Βλέπουμε ότι:  

( ) ,1 22 −= ωλ .1ωω >   

              Όταν  1ωω < ,  παίρνουμε  την  τετραγωνική  ρίζα  των  δύο  μελών  της  σχέσης: 

,)1( 222 λωωλ μ=−+  οπότε ,1 2
1

μωλωλ =−+ και: 

44
2
1

2
1 222

1

+−+= ωμωμωλ , 

ωμλ

μλ
ω
λ

−

−
=

2
1

2
1

2
1

.2

1
d
d

. 
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  Όμως, όταν  0=ω , έχουμε  

12
1

=λ  

και, επί πλέον, όταν  1ωω <  ισχύει  

ωμλ >2
1

2 , 

 γιατί τότε  04422 >+− ωμω .  

  Άρα, η συνάρτηση  

( )ωλλ 2
1

2
1

= , 

είναι  μία  φθίνουσα  συνάρτηση  του  ω ,  όταν  ][ 1ωω ,0∈ και  συνεπώς  η  ελάχιστη  τιμή  του 

( )ωλλ =  επιτυγχάνεται όταν  1ωω = : 

  Το  σκεπτικό  αυτό  δείχνει  ότι  επιλέγοντας  1ωω =   καταφέρνουμε  να 

ελαχιστοποιήσουμε το  λ .  

  Για να πετύχουμε την ταχύτερη σύγκλιση, πρέπει το  λ  να είναι φασματική ακτίνα του 

ωL
~

.  

  λ   

1 
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  Γι’  αυτό πρέπει  να  επιλέξουμε  την  κατάλληλη  ιδιοτιμή μ  του πίνακα  B~   έτσι ώστε  το 

αντίστοιχο  λ  να είναι το μεγαλύτερο δυνατόν.  

  Προς  τούτο,  παρατηρούμε  ότι,  επειδή  για  1ωω = ,  είναι  11 −= ωλ ,  θα  πρέπει  να 

επιλέξουμε το μ έτσι ώστε το  1ω  να είναι μέγιστο.  

  Η  μεγιστοποίηση  αυτή  του  1ω   υλοποιείται  εάν  επιλέξουμε  =μ ρ( B~ ).  Επομένως, 

τελικά: 

−+= 1[1(2optω ρ2( B~ ) ⇔−12
1

)] ρ2( B~ ) )1(42 −= optopt ωω , 

οπότε 

ρ( ωL
~

)= −−=− 1[1(1optω ρ2( B~ ) [1()]2
1

+ ρ2( B~ ) 12
1

)] −  

  Γραφικά, το φαινόμενο αποδίδεται από το ακόλουθο σχήμα: 

 

  Αποδείξαμε λοιπόν το εξής: 

      ρ( ωL
~

) 

                1 

             1-
optω                                                                                                       

                                                                                      ω                                         
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Θεώρημα ΙΙΙ.4.9.9. Έστω ότι ο πίνακας  A  είναι ολικά διατεταγμένος, κυκλικός δεύτερης 

τάξης και τέτοιος ώστε όλοι οι υποπίνακες  iiA ,  ( Ni ,...,2,1= ) να είναι αντιστρέψιμοι.  

  Η  πραγματική  τιμή  της  υπερχαλαρωτικής    παραμέτρου  ω   που  ελαχιστοποιεί  την 

φασματική ακτίνα ρ( ωL
~

) του πίνακα  ωL
~

 είναι ίση με:  

−+= 1[1(2optω ρ2( B~ ) 12
1

)] − . ■ 

  Θα  υποθέσουμε  τώρα  ότι  C∈ω   και  θα  προσπαθήσουμε  να  γενικεύσουμε  το 

παραπάνω αποτέλεσμα.  

  Προς  τούτο,  κατ’  αρχήν  ορίζουμε  το  κρίσιμο  ζεύγος  ιδιοτιμών  μ~±   σαν  εκείνο  το 

ζεύγος ιδιοτιμών που αντιστοιχεί στην μεγαλύτερη απόλυτη τιμή |λ| ιδιοτιμής του πίνακα  ωL
~

, 

για όλα τα  Ω∈ω .  

  Ακριβέστερα, εάν  μ~±  είναι το κρίσιμο ζεύγος ιδιοτιμών του  B~  και εάν το ζεύγος αυτό 

απεικονίζεται,  μέσω  των  διαδοχικών  μετασχηματισμών  ( ) ( )2,1 ΜΜ   και  ( )3Μ   στο  ζεύγος 

ιδιοτιμών  1λ
~
 και  2λ

~
 του  ωL

~
, τότε: 

||max|~||,~|max ~ λλλ
ωλ L∈≥}{ 11 , 

για κάθε  Ω∈ω .  

  Προφανώς,  η  ύπαρξη  ενός  κρίσιμου  ζεύγους  ιδιοτιμών  εξαρτάται  από  την  κατανομή 

των  ιδιοτιμών  του  πίνακα  B~   στο  μιγαδικό  −μ επίπεδο  κι  έτσι,  γενικά,  σε  περίπτωση  μίας 

τυχαίας κατανομής, ένα τέτοιο ζεύγος μπορεί να μην υπάρχει. 

  Ισχύει η ακόλουθη Πρόταση: 
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Πρόταση ΙΙΙ.4.9.10. Μία ικανή συνθήκη προκειμένου ένα ζεύγος ιδιοτιμών  μ±    του  B~  

να  είναι  κρίσιμο  συνίσταται  στην  ιδιότητα  του  συνόλου  των  ιδιοτιμών  του  B~   να  αποτελεί 

μέρος του ευθύγραμμου τμήματος που ενώνει τα σημεία  μ−  και  μ+ . 

Απόδειξη.  Εάν  όλες  οι  ιδιοτιμές  του  πίνακα  B~   βρίσκονται  τοποθετημένες  πάνω  στο 

ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει τα σημεία  μ−  και  μ+ , τότε, ανεξάρτητα από την τιμή του  

2
1

)1( −= ωa , 

η διάταξη των ιδιοτιμών πάνω σε αυτό το τμήμα διατηρείται και μετά από τις επεμβάσεις των 

διαδοχικών μετασχηματισμών  ( ) ( )2,1 ΜΜ  και  ( )3Μ . ■  

  Ας  υποθέσουμε  λοιπόν  στην  συνέχεια  ότι  ο  πίνακας  B~   έχει  ένα  κρίσιμο  ζεύγος 

ιδιοτιμών  μ~±  που αντιστοιχεί στην φασματική ακτίνα ρ( ωL
~

) |)(~| ωλ= . Το Πρόβλημα ΙΙΙ.4.8.2 

της  προηγούμενης  Παραγράφου  μπορεί  τότε  να  επαναδιατυπωθεί  συνοψιζόμενο  στην 

αναζήτηση μίας τιμής  optω  της υπερχαλαρωτικής παραμέτρου ω  έτσι ώστε:  

==Ω∈ )(~)(~min optωωω λλ ρ( ωL
~

), 

όπου Ω  είναι ο τόπος σύγκλισης της μεθόδου. Θέτοντας  

2
1

λ=:z , 

η  σχέση  ,)1( 222 λωωλ μ=−+   όπως  αυτή  αποδείχθηκε  στο  Θεώρημα  ΙΙΙ.4.9.5,  γράφεται 

ισοδύναμα υπό την μορφή: 
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012 =−+= ωμω zz , 

και επομένως αρκεί να επιλέξουμε τον αριθμό  optω  έτσι ώστε το:  

}{ |)~,(||,)~,(|max 21 μωμω optopt zz   

να  ελαχιστοποιείται.  (Εδώ  έχουμε  χρησιμοποιήσει  τον  συμβολισμό  ),( μωjz   για  να 

αναπαραστήσουμε τις ρίζες της εξίσωσης  .012 =−+− ωμω zz )  

  Έχουμε ανάγκη να χρησιμοποιήσουμε το επόμενο:  

Λήμμα ΙΙΙ.4.9.11. Έστω η εξίσωση  012 =−+− ωμω zz  με ρίζες  ),( μωjz , όπου ω  και 

μ  είναι μιγαδικοί αριθμοί. Η τιμή  ωω     του0 , για την οποία ο αριθμός:  

}{ 21 |),(z||,),(z|max μωμω   

γίνεται ελάχιστος, χαρακτηρίζεται από το γεγονός ότι οι ρίζες είναι ίσες:  

),(z),(z μωμω 0201 = . 

  Έτσι η βέλτιστη τιμή  0ω  του ω , είναι μία ρίζα της εξίσωσης: 

1
4

22

−= ωμω
, 

που ελαχιστοποιεί την συνάρτηση  2
1

|1| −ω .  

 



ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

ΤΟΜΟΣ Ι 
Ν.ΔΑΡΑΣ 

 

306  ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  

 

Απόδειξη. Κατ’ αρχήν, θα δείξουμε ότι η τιμή  0ω  πρέπει να είναι τέτοια ώστε: 

|),(||),(| 0201 μωμω zz = .  

  Προς τούτο, παρατηρούμε ότι οι συναρτήσεις  ),(1 μωz  και  ),(2 μωz  είναι ολόμορφες 

συναρτήσεις του ω .  

  Για  αυτό,  σύμφωνα  με  το  Θεώρημα  της  Ανοικτής  Απεικόνισης  για  ολόμορφες 

συναρτήσεις, μία ανοικτή περιοχή του  0ω  απεικονίζεται σε ανοικτές περιοχές του  

),( 011 μωzz =  και του  ),( 022 μωzz = . 

  Εάν  τώρα  υποθέσουμε  (χωρίς  απώλεια  της  γενικότητας  )  ότι  |||| 21 zz < ,  τότε  είναι 

πάντα δυνατή η πραγματοποίηση μίας αλλαγής  00 ωω ′→  έτσι ώστε  

|||||| 221 zzz <′<′ . 

  Για αυτόν τον λόγο, πρέπει να ισχύει  |||| 21 zz = , εφ’ όσον η τιμή  0ω  ελαχιστοποιεί τον 

αριθμό  }{ 21 |z||,z|max .  

  Έστω  τώρα  ότι  φiezz =1   όπου  z   είναι  κάποιος  μιγαδικός  αριθμός.  Από  τις  δύο 

σχέσεις:  

μω021 =+ zz  και  1021 −= ωzz  

απαλείφοντας το  0ω , παίρνουμε:    

μ
φcos21

=+
z

z . 

  Η  γωνία  φ , που μεταβάλλεται ανάλογα με  τις  τιμές  του  ω ,  είναι  ίση με  το μισό  της 

γωνίας που σχηματίζουν τα διανύσματα – ρίζες που ικανοποιούν την ισότητα   

|),(||),(| 21 μωμω zz = . 
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  Με κάθε μεταβολή της τιμής της γωνίας  φ , ο μιγαδικός αριθμός 
z

z 1
+  διατρέχει μία 

ευθεία γραμμή του επιπέδου, που διέρχεται από το μηδέν και έχει κλίση ίση με   μArctg− .  

  Εάν | 1<z   ( μπορούμε βέβαια να ενδιαφερθούμε μόνον για αυτήν την περίπτωση  ), 

και εάν ο αριθμός  

z
z 1
+  

διατρέχει την πιο πάνω ευθεία, τότε η συνάρτηση  z  φθίνει ενώ η συνάρτηση  

z
z 1
+ | 

αυξάνει (: συγκρίνετε με τον μετασχηματισμό  ( )2Μ ) και η  z  ελαχιστοποιείται όταν η  

z
z 1
+  

μεγιστοποιείται δηλαδή όταν  1|cos| =φ  ή ισοδύναμα  

.21 zzz ==  

  Άρα, η βέλτιστη τιμή  0ω της παραμέτρου ω πρέπει να επαληθεύει τις δύο σχέσεις:  

,1,2 0
2

0 −== ωμω zz   

οπότε απαλείφοντας το  z , παίρνουμε την σχέση: 

1
4 0

22
0 −= ω
μω

, 

που ολοκληρώνει την Απόδειξη του Λήμματος. ■ 
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  Μετά  από  τα  παραπάνω,  είμαστε  σε  θέση  να  παρουσιάσουμε  την  γενίκευση  του 

Θεωρήματος  ΙΙΙ.4.9.9 στην περίπτωση όπου η υπερχαλαρωτική παράμετρος ω είναι μιγαδικός 

αριθμός.  

Θεώρημα ΙΙΙ.4.9.12. Έστω ότι ο πίνακας  A  είναι ολικά διατεταγμένος, κυκλικός δεύτερης 

τάξης,  και  τέτοιος  ώστε  όλοι  οι  διαγώνιοι  υποπίνακες  του  iiA ,   ( Ni ,...,2,1= )  να  είναι 

κανονικοί. 

   Ας υποθέσουμε, επί πλέον, ότι ο πίνακας B~ έχει ένα κρίσιμο ζεύγος ιδιοτιμών  μ~± . Η 

βέλτιστη τιμή  optω  της παραμέτρου ω, που ελαχιστοποιεί την φασματική ακτίνα του πίνακα 

ωL
~

 ισούται με:  

2~11
2

μ
ω

−+
=opt .  

Τότε, η αντίστοιχη φασματική ακτίνα του 
optω

~L  είναι:  

ρ(
optω

~L ) |1| −= optω . ■ 

 

Παρατήρηση  ΙΙΙ.4.9.13.(i).  Στα  Θεωρήματα  ΙΙΙ.4.9.9  και  ΙΙΙ.4.9.12,  υποθέσαμε  ότι  ο 

πίνακας  A  είναι κυκλικός τάξης ίσης με  2 .  

  Η  περίπτωση  αυτή  συναντάται  συχνά  στις  πρακτικές  εφαρμογές.  Πράγματι, 

αποδεικνύεται  ότι  εάν  ο  διαμερισμένος  σε  υποπίνακες  πίνακας  A   είναι  κατά  υποπίνακες 

τριδιαγώνιος, τότε ο αντίστοιχα διαμερισμένος πίνακας Jacobi  B~  είναι ασθενώς  −2 κυκλικός.  
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  Αυτή η κατάσταση παρουσιάζεται κατά την αριθμητική επίλυση διαφορικών εξισώσεων 

ή εξισώσεων με μερικές παραγώγους με την μέθοδο των πεπερασμένων διαφορών.  

(ii). Όταν ο  A  είναι κυκλικός τάξης  2  και όταν  μ  είναι μία ιδιοτιμή του  B~ , τότε ο αριθμός 

2μ  είναι ιδιοτιμή του  1
~L  και αντίστροφα εάν λ  είναι μία μη μηδενική ιδιοτιμή του  1

~L , τότε ο 

αριθμός  λμ ±=  είναι μία ιδιοτιμή του  B~ . Επομένως, ισχύει  

ρ(
optω

~L )=ρ2( B~ ). ■  

ΙΙΙ.4.10. ΓΕΝΙΚΕΥΣΕΙΣ 

  Στην Παράγραφο αυτή θα συζητήσουμε την γενίκευση της υπερχαλαρωτικής μεθόδου, 

εισάγοντας  την  επιταχυντική  υπερχαλαρωτική  μέθοδο,  όπως  αυτή  ανακαλύφθηκε  από  τον 

Sisler.  

  Ας θεωρήσουμε το σύστημα γραμμικών μιγαδικών εξισώσεων: 

β=⋅ zA ,  

όπου  A  είναι ένας ολικά διατεταγμένος,  −2 κυκλικός  nn×  πίνακας, που είναι τέτοιος ώστε 

όλοι  οι  διαγώνιοι  υποπίνακές  του  ),,2,1(    , NiA ii K=   να  είναι  αντιστρέψιμοι  και  όπου  β  

είναι ένα δοθέν διάνυσμα με  n  μιγαδικές συνιστώσες  n21 ,,, βββ K .  

  Εάν ο διαμερισμένος πίνακας  A  είναι της μορφής: 
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⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

NNNN

N

N

AAA

AAA
AAA

A

,2,1,

,22,21,2

,12,11,1

K

KKKK

K

K

, 

τότε θεωρούμε τον, κατά υποπίνακες, διαμερισμένο διαγώνιο πίνακα:  

,

O

O

~

,

2,2

1,1

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

NNA

A
A

D
O

 

και τους κατά υποπίνακες γνήσια τριγωνικούς πίνακες: 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−=

− O

OO

~

1,1,

1,2

NNN AA

A
E

L

OOM

O
    και  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−=
−

OO

O

NN

N

A

AA

F
,1

,12,1

~
O

MOO

K

 

  Προφανώς,  .~~~ FEDA −−=   

  Η επιταχυντική υπερχαλαρωτική μέθοδος ορίζεται από τους Τύπους:  

),1,0(   ~~~)(~)(1 )()()1()()1( K=⋅+⋅⋅+⋅⋅−+⋅⋅+⋅−= −+ vczUzLzLzz ττωτωτ ννννν , 

όπου β⋅=⋅=⋅⋅= −−− 111 ~~  και    ~D~U~     ,~~~ DcFEDL ::: , και όπου τα ω  και τ  είναι 

μιγαδικές παράμετροι με  0≠τ . 
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  Εάν θέσουμε   

ωτ ,
~L   ( ) ADLULL ⋅⋅−⋅−=⋅+⋅−+⋅−⋅−Ι= −− 11 ~)~.(]~~)()1[(~: ωττωττω III  

και  

,~)~(~ 11 ADL ⋅⋅⋅−=Λ −−ωω I:  

τότε η παραπάνω μέθοδος γράφεται υπό την μορφή:  

=+ )1(νz ωτ ,
~L )0,1,(I K=⋅⋅−⋅+⋅ − vcLz     ~)~( 1)( ωτν . 

  Προφανώς, όταν  0=ω , η μέθοδος εκφυλίζεται στην μέθοδο Jacobi, ενώ όταν  1=ω , η 

μέθοδος ισοδυναμεί με την μέθοδο Gauss‐Seidel. Ακόμη, όταν  τω =  η μέθοδος ταυτίζεται με 

την υπερχαλαρωτική μέθοδο.  

  Αξίζει  να σημειωθεί  πως,  με  εξαίρεση  την πρώτη  επανάληψη,    το αριθμητικό  κόστος 

που απαιτείται για την διεκπεραίωση μίας πλήρους επιταχυντικής υπερχαλαρωτικής μεθόδου 

ισοδυναμεί  με  το  συνολικό  αριθμητικό  κόστος  που  απαιτείται  για  την  διεκπεραίωση  μίας 

πλήρους επανάληψης στην υπερχαλαρωτική μέθοδο. 

  Όπως είναι γνωστό, η φασματική ακτίνα ρ( ωτ ,
~L ) του πίνακα  ωτ ,

~L  μπορεί να θεωρείται 

σαν  το  ασυμπτωτικό  μέτρο  της  εκτίμησης  της  ταχύτητας  σύγκλισης  της  ακολουθίας  των 

σφαλμάτων της μεθόδου προς το μηδενικό διάνυσμα του  nC .  

  Σε ότι ακολουθήσει θα ασχοληθούμε με  την αναζήτηση τρόπων κατάλληλης επιλογής 

των  μιγαδικών  παραμέτρων  ω   και  τ   προκειμένου  η  σύγκλιση  της  επιταχυντικής 

υπερχαλαρωτικής μεθόδου να είναι επιτυχής.  

  Για να γίνουμε πιο συγκεκριμένοι, θα εξετάσουμε τα επόμενα δύο βασικά Προβλήματα:  
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Πρόβλημα ΙΙΙ.4.10.1. Εάν υποθέσουμε ότι η κατανομή των ιδιοτιμών του διαμερισμένου 

πίνακα Jacobi:  

ULB ~~~ +=   

είναι δεδομένη, τότε να προσδιοριστεί ο τόπος Ω  του  2C μέσα στον οποίο ισχύει ρ( ωτ ,
~L ) 1<  

για  κάθε  .),( Ω∈τω   (Το  σύνολο  Ω   καλείται  τόπος  σύγκλισης  της  επιταχυντικής 

υπερχαλάρωσης).  

Πρόβλημα ΙΙΙ.4.10.2. Να προσδιοριστούν οι τιμές των παραμέτρων, εφόσον υπάρχουν, 

που είναι βέλτιστες, υπό την έννοια της ελαχιστοποίησης της φασματικής ακτίνας ρ( ωτ ,
~L ). 

  Προκειμένου να προσδιορίσουμε ένα ευρύ υποσύνολο  D  του Ω , θα προσφύγουμε σε 

μία  γεωμετρική  αναπαράσταση  των  σχέσεων  που  υφίστανται  μεταξύ  των  ιδιοτιμών  των 

πινάκων  ω
~,~ ΛB και  ωτ ,

~L .  

  Ας εισάγουμε τους ακόλουθους συμβολισμούς:  

  μσ {=)~(B : μία ιδιοτιμή του B~ }. 

λσ ω {=Λ )~( : μία ιδιοτιμή του }I ADL ⋅⋅⋅−=Λ −− 11 ~)~(~ ωω , 

)~σ ω,τL( ={ζ :μμία ιδιοτιμή του  ωτ ,
~L }II ADL ⋅⋅⋅−⋅−= −− 11 ~)~( ωτ . 
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  Κατ’  αρχήν,  παρατηρούμε  ότι  από  την  ταυτότητα  ω,τ
~L ωτ Λ⋅−= ~I   συνεπάγεται  μία 

γραμμική σχέση μεταξύ των δύο συνόλων   )~( ωσ Λ  και   )~
,ωτσ L( : εάν  λ  είναι μία ιδιοτιμή του 

πίνακα  ωΛ
~

, τότε ο αριθμός:  

λτζ −−= 1   

είναι ιδιοτιμή του πίνακα  ωτ ,
~L .  

  Ύστερα, έχουμε το επόμενο αποτέλεσμα, του οποίου η απόδειξη είναι όμοια με αυτήν 

του Θεωρήματος ΙΙΙ.4.9.5:  

Θεώρημα ΙΙΙ.4.10.3. Εάν  )~(Bσμ ∈  και ο αριθμός λ  ικανοποιεί την σχέση:  

),1()1( 22 ωλμλ −=−  

τότε  ).~( ωσλ Λ∈ Αντίστροφα,  εάν  }{0)~( −Λ∈ ωσλ   και  ο  αριθμός  μ   ικανοποιεί  την 

παραπάνω σχέση, τότε  )~(Bσμ ∈ . ■ 

  Είναι φανερό ότι, σύμφωνα με αυτό το Θεώρημα, ο διαμερισμένος πίνακας  Jacobi  B~  

έχει  μόνον  ζεύγη  ιδιοτιμών:  εάν μ  είναι  μία  ιδιοτιμή  του  B~ ,  τότε  και  ο  αριθμός  μ−     είναι 

επίσης ιδιοτιμή του  B~ .  

  Ας υποθέσουμε τώρα ότι : 

}.{ 1,0−∈Cω  
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  Το  προηγούμενο Θεώρημα  περιγράφει  μία  απεικόνιση  μεταξύ  των  μιγαδικών  μ‐  και 

−λ   επιπέδων,  η  οποία  μπορεί  να  μελετηθεί  με  την  βοήθεια  διαδοχικών  στοιχειωδών 

μετασχηματισμών.  

  Προφανώς, η βασική σχέση του Θεωρήματος ΙΙΙ.4.10.3 είναι ισοδύναμη με την σχέση:  

  .
1

1
1

1
1 −

−
+

−
−

=
− ω

ωλ
ωλ

ω
ω
ωμ   

  Θέτοντας:  

       μ
ω
ω

1
:2

−
=z και  ,

1
1
ωλ

ωξ
−
−

=:       ( )1Τ  

η παραπάνω σχέση εκφράζεται και υπό τις εξής δύο μορφές:  

       .1  και   )1(
2
1 2 −+=+= zzz ξ

ξ
ξ     ( )2Τ  

  Η  απεικόνιση  που  ορίζεται  από  τις  δύο  αυτές  ισότητες  είναι  η  γνωστή  συνάρτηση 

Joukowski. 

  Συμβολίζοντας  1: −= ωa , η συνάρτηση αυτή γράφεται:  

         .)1(
2
1 μ

a
az +=       ( )3Τ  

  Έστω τώρα  μ±  ένα ζεύγος ιδιοτιμών του πίνακα  B~ . Σύμφωνα με τον μετασχηματισμό 

( )3Τ , το ζεύγος αυτό αντιστοιχεί στα σημεία  −+ zz   και  , όπως στο πιο κάτω σχήμα.  

  Είναι σαφές ότι υπάρχει μία έλλειψη  ||aE  τέτοια ώστε να περικλείει τα σημεία  
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−+ zz   και  . 

  Σύμφωνα με τον μετασχηματισμό  ( )2Τ , αυτή η έλλειψη απεικονίζεται σε δύο κύκλους  

||
1||    και   ||||
a

a == ξξ  στο  −ξ επίπεδο, 

ενώ το εσωτερικό της απεικονίζεται επί του δακτυλίου  

||
1||||
a

a << ξ  στο  −ξ επίπεδο  )1||( <a : 

 

 

  Επειδή η δεύτερη εξίσωση που περιγράφει τον μετασχηματισμό  ( )1Τ  είναι ισοδύναμη 

με την εξίσωση  ,122 −=− ωωλξξ  έπεται ότι:  

,111
2ξω

ω
ω

λ −
+=  

 

 

                                                 +z                           −
2ξ               +

1ξ   

     −z                                                                      +
2ξ  

                                        aE                                                           −
1ξ  

             −z επίπεδο  

                                                                                   −ξ επίπεδο 
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κι επομένως:  

,1111
2

ωω
λ

ω
ω

ξ ≤−≤
−

⇔≤≤
a

a  

που σημαίνει ότι οι δύο  κύκλοι  a=ξ   και 
a
1

=ξ   του  −ξ επιπέδου απεικονίζονται στους 

δύο κύκλους  

ω
ω

ω
λ

ωω
λ

211 και    11 −
=−=−  

του  −λ επιπέδου, αντίστοιχα, και ότι ο δακτύλιος  

a
a 1

<< ξ  

του  −ξ επιπέδου απεικονίζεται επί του δακτυλίου:  

ωω
λ

ω
ω 111 2

<−<
−

 

του  −λ επιπέδου.  

  Μπορούμε  τώρα  να  διατυπώσουμε  την  πρώτη  απαντητική  απόπειρα  στο  Πρόβλημα 

ΙΙΙ.4.10.1:  



Ν. ΔΑΡΑΣ 
ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

ΤΟΜΟΣ Ι 

 

ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  317 

 

Θεώρημα ΙΙΙ.4.10.4. Εάν οι παράμετροι ω  και τ  έχουν επιλεγεί έτσι ώστε:  

),1,1()1,1(       και  110
ττωω

ω Δ⊂Δ<−<  

τότε  η  επιταχυντική  υπερχαλαρωτική  μέθοδος  συγκλίνει  (κάτω  από  την  όχι  περιοριστική 

παραδοχή  ότι  όλες  οι  ιδιοτιμές  του  πίνακα  B~   περιέχονται  στο  εσωτερικό  της  έλλειψης 

)1ω(E −  που έχει ημιάξονες:  

1
1

1

1
1

1

−+
−

−±
−

ω
ω

ω
ω

 

και της οποίας ο μεγάλος ημιάξονας σχηματίζει γωνία:  

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−
−+

−−
= )1(

11

11
2

2

ω
ω

ω
φ ArgtgArgtg  

με τον πραγματικό ημιάξονα του  −μ επιπέδου.) Εδώ ο συμβολισμός: 

( )ra,Δ  

πάλι αναπαριστά τον ανοικτό δίσκο που έχει κέντρο το σημείο  a  και ακτίνα ίση με  r . 



ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

ΤΟΜΟΣ Ι 
Ν.ΔΑΡΑΣ 

 

318  ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  

 

Απόδειξη.  Σύμφωνα  με  τον  μετασχηματισμό  ( )3Τ ,  κάθε  εσωτερικό  σημείο  της  έλλειψης 

)1( −ωE   στο  −μ επίπεδο  απεικονίζεται  στο  εσωτερικό  της  έλλειψης 
1

E
−ω

  στο 

−z επίπεδο η οποία έχει ημιάξονες τις δύο ευθείες:  

.11
2
1 1−

−±− ωω  

  Σύμφωνα με τον μετασχηματισμό  ( )2Τ , κάθε εσωτερικό σημείο της έλλειψης 
1

E
−ω

 

στο  −z επίπεδο απεικονίζεται σε δύο σημεία του δακτυλίου  

|)|/1()/1()/1( 2 ωωλωω <−<−  

στο  −λ επίπεδο.  

  Έτσι, εάν  ),1(E)B~(E −⊂ ω  τότε:  

).~(           111 2

ωλ
ωω

λ
ω

ω
Λ∈∀<−<

−
E  

Ειδικότερα, θα ισχύει ότι:  

),1,1()1,1()~(
ττωωω Δ⊂Δ⊂ΛE   

που σημαίνει ότι  ,11 <− λτ  για κάθε  ).~( ωσλ Λ∈   

  Από το Θεώρημα ΙΙΙ.4.10.3, έπεται ότι:  

σζζ ∈∀< 1 ( ωτ ,
~L ),  
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σχέση  που  εγγυάται  ότι  ρ( ωτ ,
~L ) 1<   και  συνεπώς  ολοκληρώνει  την  Απόδειξη  του 

Θεωρήματος.■ 

  Επειδή ο εγκλεισμός  

|))|/1(),/1((|))|/1(),/1(( ττωω Δ⊂Δ  

μπορεί  να  εκλαμβάνεται  και  σαν συσχετισμός:  ,1)( ≥= kk τω   το προηγούμενο Θεώρημα 

μπορεί να οδηγήσει και στο ακόλουθο:  

Πόρισμα  ΙΙΙ.4.10.5.  Εάν  η  παράμετρος  ω   ικανοποιεί  τις  υποθέσεις  του  Θεωρήματος 

ΙΙΙ.4.10.4, και εάν:  

k
ωτ =  για κάποιο  ,,1 [[ +∞∈k   

τότε ρ( ωτ ,
~L ) 1< . ■ 

Στην συνέχεια, εάν  ,0}{−⊂CU θα συμβολίζουμε με  1−U  το σύνολο: 

}.0{ 1 Uzz ∈−∈ −:}{C  

Θεώρημα ΙΙΙ.4.10.6. Εάν:  

1|1|0 <−< ω  και  |)),|/1(),/1(()1,1()1,2( 1 ωωωτ −ΔΔ−Δ∈   

η  επιταχυντική μέθοδος  υπερχαλάρωσης συγκλίνει  (κάτω από  την προϋπόθεση ότι  όλες  οι 
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ιδιοτιμές του πίνακα  B~ ανήκουν στο εσωτερικό της έλλειψης  )1( −ωE ). 

 

Απόδειξη. Όπως στην Απόδειξη του Θεωρήματος ΙΙΙ.4.10.4, μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι 

είναι:  

).~(      ,1|1| ωσλλω Λ∈∀<−   

  Ας επιλέξουμε ένα τυχαίο σημείο  )( 1, −uζ  μέσα στο σύνολο  

|).|/1,/1()1,1( 1 ωω−Δ×Δ  

  Θέτοντας  

,)1( 1−−+= uζζωτ  

βλέπουμε εύκολα ότι εάν  0=ζ  τότε  ωτ = , διαφορετικά το σημείο  

11 )()(1 −− −−+= ωτω us :  

ανήκει στον κλειστό δίσκο  )1,0(Δ , δηλαδή  

1)1()1( −−−= uus ωτ .)1,0(Δ∈  

  Ειδικότερα, ισχύει ότι  

).~(    |,1||1| ωσλλωλτ Λ∈∀−≤−  

  Συνεπώς, ισχύει και:  
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,1|| <ζ σλτζ ∈−=∀ 1 ( ωτ ,
~L ), 

που ολοκληρώνει την Απόδειξη. ■  

  Θα  δούμε  τώρα  πως  η  αναζήτηση  του  τόπου  σύγκλισης  Ω   μπορεί  να 

ανεξαρτητοποιηθεί  από  την  Θεωρία  των  Σύμμορφων  Απεικονίσεων  και  να  συνδεθεί  με  μία 

στοιχειώδη αλγεβρική διαχείριση, έτσι ώστε να οδηγηθούμε σε έναν θεωρητικό προσδιορισμό 

του Ω . 

Θεώρημα ΙΙΙ.4.10.7. Για κάθε  ,C∈ω  θέτουμε:  

}:Im{: )~()(max 2
ωω σλλλλλ Λ∈−−= −

   

και   

,)~()|(|min~ 2 }:Im{: ωω σλλλλλ Λ∈−= −
 

και θεωρούμε το ανοικτό σύνολο:  

}:{: ωωω λλ ~
<<∈= yyS R   

καθώς και το υποσύνολό του:  

{ :ωω SyF ∈=
2

222

)~(

)Im(
max

λ

λλλλ
ωσλ

+−−
Λ∈

yRe
 

}.
ImRe

2

222

)~(

)(
min

λ

λλλλ
ωσλ

+−+
<

Λ∈

y
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  Εάν  

},:{: ∅≠∈= ωω FG C  

τότε ο τόπος σύγκλισης Ω  της επιταχυντικής μεθόδου υπερχαλάρωσης είναι: 

  GFyyixG ∈∈∈+×=Ω ωω ,:{ C και 

}.
ImRe

Re

2

222

)~(

2

222

)~(

)(
min

)Im(
max

λ

λλλλ

λ

λλλλ

ω

ω

σλ

σλ

+−+
<

<
+−−

Λ∈

Λ∈

y
x

y

 

Απόδειξη. Έστω  ., Ω∈)( τω   

  Όπως είδαμε πιο πάνω, αυτό σημαίνει ότι  

,1|1| <− λτ  

για κάθε  ).~( ωσλ Λ∈   

  Θέτοντας  ,   και   βλτ iayix +=+= ::   η  τελευταία  ανισότητα  ισοδυναμεί  με  την 

ακόλουθη:  

0)2][()2()( 222222 <+++−+ βββ yayxaxa , 

ή ακόμα με το ακόλουθο σύστημα των δύο ανισοτήτων:  
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+++−+

<<

+
+++−−

>+++−

22

222222

22

222222

222222

]2)[()(

]2)[()(
 

και
0]2)[()(

β
βββ

β
βββ

βββ

a
yyaaaa

x

a
yyaaaa

yyaaa

 

  Είναι  εύκολο  να  επαληθεύσουμε  ότι  η  πρώτη  ανισότητα  του  συστήματος  ισχύει  για 

κάθε  )~()( ωσβ Λ∈+ ia   εάν  και μόνον  εάν  ωSy∈   και ότι  οι  επόμενες δύο ανισότητες  του 

συστήματος ισχύουν για κάθε  )~()( ωσβ Λ∈+ ia  εάν και μόνον εάν  ωFy∈  και:  

2

222

)~(

)(
max

λ

λλλλ
ωσλ

ImRe +−−
Λ∈

y
 

.
)(

min 2

222

)~( λ

λλλλ
ωσλ

ImRe +−+
<<

Λ∈

y
x  ■ 

  Οι υποθέσεις  του πιο πάνω Θεωρήματος μοιάζουν να είναι πολύ τεχνικές, όμως, από 

την άλλη πλευρά η Απόδειξη αυτού του Θεωρήματος γενικεύεται, και η εμβέλειά της καλύπτει 

και την απάντηση που αναζητούμε στο πρόβλημα των βέλτιστων τιμών των παραμέτρων ω  και 

τ .  

  Προς το παρόν, ας παρουσιάσουμε μία άμεση συνέπεια του Θεωρήματος ΙΙΙ.4.10.7: 

Πόρισμα ΙΙΙ.4.10.8. Εάν η παράμετρος  C∈ω  επιλεγεί έτσι ώστε:  

0Re >λ  για κάθε  )~( ωσλ Λ∈ ,  
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και εάν η παράμετρος  ∈+= yixτ C  ικανοποιεί τις σχέσεις:  

2)~(
min0

λ

λλ
ωσλ

Im−
<<

Λ∈
y   και   2

222

)~(

)(
min0

λ

λλλλ
ωσλ

ImRe +−+
<<

Λ∈

y
x , 

τότε  

.),( Ωτω ∈  ■ 

 

  Ας στραφούμε τώρα προς την μελέτη των ειδικών περιπτώσεων:  

0=ω  και  1=ω . 

  Όταν  0=ω , η επιταχυντική μέθοδος υπερχαλάρωσης εκφυλίζεται στην μέθοδο Jacobi:  

  =+ )1(νx ( ) ( ) )(I 00 K,1,0      ]~[~
, =⋅+⋅Λ⋅−=⋅+⋅ vcxcx vv ττττL . 

  Από το Θεώρημα ΙΙΙ.4.10.3, έπεται ότι εάν  )~(Bσμ ∈  τότε  

),~()1( 0Λ∈±= σμλ  

αλλά και αντιστρόφως, εάν  ),~( 0Λ∈σλ  τότε  

).~()1( Bσλμ ∈−±=  

  Έτσι:  

ρ( 0,τ
~L ) 1< )~(     ,1)1(1|| 22 Bσμμτζ ∈∀<±−=⇔  
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                     22 |1|||)1()1(1
)]1(1[)]1(1[

μτμτμτ

μτμτ

±+±−±−=

±−±−⇔
 

                   
),~(    ,1)]1([1)]1([

)]1([})]1([)]1([21
22

22

Bσμμτμτ

μτμτμτ

∈∀<±+−±=

±+±+±−=

}{Im}{Re

}{Im{ReRe
 

και έχουμε αποδείξει το εξής:  

Θεώρημα ΙΙΙ.4.10.9.  Εάν  0=ω   και  ),~(1 Bσ∉±   τότε μία  ικανή και αναγκαία συνθήκη 

προκειμένου  η  επιταχυντική  μέθοδος  υπερχαλάρωσης  να  συγκλίνει  είναι  η  ισχύς  της 

επόμενης ανισότητας:   

22 })]1([11)]1([ μτμτ ±−<−± {Im}{Re  για κάθε  )~(Bσμ ∈ .■ 

 

Πόρισμα  ΙΙΙ.4.10.10.  Ας  υποθέσουμε  ότι  [.] 1,1)~( −⊂Bσ   Εάν  0=ω   και  εάν  για  κάθε 

)~(Bσμ ∈  ισχύει:  

,
1

20
μ

τ
±

<<   

η επιταχυντική μέθοδος υπερχαλάρωσης συγκλίνει. ■ 

  Όταν  1=ω , η επιταχυντική μέθοδος υπερχαλάρωσης ταυτίζεται με την μέθοδο Gauss‐

Seidel:  
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( ) ( ) ( ) ).,1,0(   )(]~[)(~ 11
,

1 K=⋅−⋅+⋅Λ⋅−=⋅−⋅+⋅= −−+ vcLxcLxx vvv III 11 ττττL  

  Από το Θεώρημα ΙΙΙ.4.10.3  έπεται ότι εάν  )~(Bσμ ∈  τότε  

),~()1( 1
2 Λ∈−= σμλ  

αλλά και αντιστρόφως, εάν  )~( 1Λ∈σλ  τότε υπάρχει  )~(Bσμ ∈  τέτοιο ώστε  

.1 2μλ −=   

  Έτσι: 

ρ( ⇔<1)~
,1τL )~(     ,1)1(1||

222 BE∈∀<−⋅−= μμτζ  

       )]1(1[)]1(1[ 22 μτμτ −−−−⇔  

).(    ,1)]1([1)]1([
)]1([)]1([)]1([21

2222

22222

Bσμμτμτ

μτμτμτ

∈∀<−+−−=

−+−+−−=

}{Im}{Re
}{Im}{ReRe

 

και έχουμε αποδείξει το εξής:  

Θεώρημα ΙΙΙ.4.10.11. Εάν  

1=ω  και  ),~(1 Bσ∉±  

τότε  μία  ικανή  και  αναγκαία  συνθήκη  προκειμένου  η  επιταχυντική  μέθοδος 

υπερχαλάρωσης να συγκλίνει είναι η ισχύς της επόμενης ανισότητας: 

( )[ ]{ } ( )[ ]{ }2222 1Im111Re μτμτ −−<−−  

για κάθε  )~(Bσμ ∈ . ■  

 

Πόρισμα ΙΙΙ.4.10.12. Ας υποθέσουμε ότι  
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.1,1)~( []−⊂Bσ  

  Εάν  1=ω  και εάν για κάθε  )~(Bσμ ∈  ισχύει:  

,
1

20 2μ
τ

−
<<  

τότε η επιταχυντική μέθοδος υπερχαλάρωσης συγκλίνει. ■ 

 

  Στην συνέχεια και μέχρι το τέλος της Παραγράφου, θα ασχοληθούμε με το Πρόβλημα 

ΙΙΙ.4.10.2.  

  Αρχίζουμε με ένα γενικό πρόβλημα μιγαδικής βελτιστοποίησης:  

  Έστω  ∅≠U  ένα ανοικτό συνεκτικό υποσύνολο του  nC  και έστω  

muuu ,,, 21 K ,  mvvv ,,, 21 K  

ολόμορφες μη σταθερές συναρτήσεις του U  τέτοιες ώστε:  

.,,,,     )(4)(2 )21( mjUttvtu jj K=∈≠  

  Εάν κάθε εξίσωση  

0)()(2 =++ tvztuz jj   ),,2,1,( mjUt K=∈  

έχει ρίζες  

))(),(( tvtuz jjj  και  )),(),(( tvtuz jjj′  
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και θα δείξουμε ότι η τιμή  0t  του  Ut ∈  (εάν υπάρχει), στην οποία η συνάρτηση:  

}
{:

|))(),((||,))(),((|,
|,))(),((||,))(),((|max)( 111111

tvtuztvtuz
tvtuztvtuztf

mmmmmm ′
′=

L

K
γίνεται 

ελάχιστη,  χαρακτηρίζεται  από  το  γεγονός  ότι  οι  απόλυτες  τιμές  των  ριζών  είναι  ίσες  μεταξύ 

τους.  

  Πιο συγκεκριμένα, έχουμε το εξής:  

Θεώρημα ΙII.4.10.13. Εάν υπάρχει ένα  Ut ∈0  τέτοιο ώστε  )()( 0 tftf ≤  για κάθε  Ut ∈ , 

τότε: 

.|))(),((||))(),((|
|))(),((||))(),((|

0000

0101101011

tvtuztvtuz
tvtuztvtuz

mmmmmm ′==
=′=

L

K
 

Απόδειξη. Προφανώς οι συναρτήσεις:  

))(),(())(),((12 tvtuztvtuh jjjjjj =−   και   ))(),(())(),((2 tvtuztvtuh jjjjjj ′=  

είναι ολόμορφες ως προς την μεταβλητή  Ut ∈ , για κάθε  j .  

  Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει ένα σημείο  Ut ∈0  τέτοιο ώστε: 

         )()( tftf ≤0           ( )1  

για κάθε  Ut ∈ .  

  Επί πλέον, ας δεχθούμε ότι: 

    |))(),((||))(),((| tvtuhtvtuh a aa0b0b <β ,       ( )2  
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για κάποια: 

      β,a    με  β≠a ( ) 2,...2,1  και  2,...,2,1 mma == β , 

και κάποια  ab, τέτοια ώστε:  

      .
2

1,
2

,
2

1,
2 ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +

∈
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +

∈
aaab ββ

 

  Από  την  ιδιότητα  της  συνέχειας  των  συναρτήσεων  ))(),(( tvtuh bbβ   και 

))(),(( tvtuha aa ,  είναι σαφές ότι υπάρχει μία ανοικτή περιοχή  UVt ⊂
0

  του σημείου  0t μέσα 

στην οποία ισχύει: 

      |))(),((||))(),((| tvtuhtvtuh a aabb <β       ( )3  

)(
0t

Vt ∈ .  

  Θα δείξουμε ότι υπάρχει κάποιο σημείο 
0

~
tVt ∈ τέτοιο ώστε  

|))(),((||))~(),~((| 00 tvtuhtvtuh aa aaaa < . 

  Προς τούτο, ας υποθέσουμε ότι: 

                |))(),((||))(),((| 00 tvtuhtvtuh aa aaaa <       ( )4  

για όλα τα σημεία 
0t

Vt ∈ .  

  Από την ανισότητα  ( )2 ,  έπεται ότι  0))(),(( 00 ≠tvtuha aa   και  έτσι από  την ανισότητα 

( )4  συνεπάγεται ότι:  

0))(),(( ≠tvtuha aa  
0t

Vt ∈∀ . 
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  Σύμφωνα  με  την  Αρχή  του  Ελαχίστου  για  τις  ολόμορφες  συναρτήσεις,  αλλά  και 

σύμφωνα με την ανισότητα  ( )4 , η συνάρτηση:  

))(),(( tvtuha aa  

πρέπει να είναι σταθερή μέσα στην ανοικτή περιοχή 
0t

V .  

  Μία  εφαρμογή  του  Θεωρήματος  της  Ταυτότητας  για  τις  ολόμορφες  συναρτήσεις 

δείχνει ότι η ολόμορφη συνάρτηση:  

))(),(( tvtuha aa  

πρέπει να είναι σταθερή μέσα στο ανοικτό συνεκτικό σύνολο U.  

  Αυτό όμως είναι άτοπο και επομένως, υπάρχει ένα σημείο 
0

~
tVt ∈ τέτοιο ώστε:  

                |))(),((||))~(),~((| 00 tvtuhtvtuh aa aaaa <       ( )5  

  Ο συνδυασμός των ανισοτήτων  ( )3  και  ( )5  οδηγεί στις ανισότητες: 

|))(),((||))~(),~((||))~(),~((| 00 tvtuhtvtuhtvtuh aa aaaabb <<β , 

που αντιτίθενται στην ανισότητα  ( )1 .  

  Άρα, το σημείο  Ut ∈0  πρέπει να ικανοποιεί τις ισότητες: 

|))(),((||))(),((| 0000 tvtuhtvtuh a aabb =β , 

για κάθε  ma 2,...2,1= , κάθε  m2,...,2,1=β  και  .
2

1a,
2
a ,

2
1,

2 ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +

∈
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +

∈ ab ββ
. Η Απόδειξη 

του Θεωρήματος είναι πλήρης. ■  
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  Είμαστε τώρα σε θέση να μελετήσουμε το πρόβλημα προσδιορισμού βέλτιστων τιμών 

για τις παραμέτρους της επιταχυντικής υπερχαλάρωσης.  

  Ας υποθέσουμε ότι  Ω∈)( τω, , δηλαδή ότι ρ( ωτ ,
~L ) 1< . Επί πλέον, ας υποθέσουμε ότι: 

.1)~(4,
1

12,0 2
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

±−∈−∞⋅
−

∪∉ }{:]]}{ Bσμ
μ

ω  

  Αυτή η υπόθεση εγγυάται ότι: 

    )~(   0,)44( 2 Bσμωμω ∈∀∞−∉+− ]] ,  

και κατά συνέπεια  η έκφραση: 

))44
2
1exp(44)1(4)2( 2222 ]Log[ +−=+−=−−− ωμωωμωμμω  

είναι  καλά  ορισμένη  και  ολόμορφη  ως  προς  την  μεταβλητή  ω,  για  κάθε    ιδιοτιμή  μ  του 

διαμερισμένου πίνακα Jacobi  B~ .  

  Έστω  E∈ζ ( ωτ ,
~L ).  

  Επειδή  ωτ ,
~L ,~

ωτ Λ−Ι= ο μιγαδικός αριθμός: 

         
τ
ζλ −

=
1

        ( )6  

είναι μία ιδιοτιμή του πίνακα  ωΛ~  και, σύμφωνα με το Θεώρημα ΙΙΙ.4.10.3, κάθε ρίζα μ  της 

εξίσωσης: 

        ).1()1( 22 ωλμλ −=−       ( )7  
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είναι μία ιδιοτιμή του πίνακα  B~ .  

  Λόγω της  ( )6 , η εξίσωση  ( )7  γίνεται: 

  0)12()22( 222222 =−++−++−− μτττμωτζτμωτζ   ( )8  

  Έτσι, εάν  

},...,{ 1 mμμ  

είναι το σύνολο  )B~(E όλων των ιδιοτιμών του  B~ , τότε, για κάθε  ,,...,2,1 mj = έχουμε:  

        0),(),(2 =++ τωζτωζ jj vu     ( )9  

με: 

)22(),( 2 +−−= τμωττω jju  και  )12(),( 2222
jjjv μτττμωττω −++−−= . 

  Οι ρίζες κάθε εξίσωσης  ( )9  είναι: 

).
2

4422
(1)),()),,((

22 +−−−
−=

ωμωμμω
ττωτωζ jjj

jjj vu  

και 

)
2

4422
(1)),()),,((

22 +−−−
−=′

ωμωμμω
ττωτωζ jjj

jjj vu . 

  Μία εφαρμογή του Θεωρήματος  ΙΙΙ.4.10.13  σε κάθε ανοικτή συνεκτική συνιστώσα  U  

του συνόλου:  
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⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

±−∈−∞−⋅
−

∪∈∈−Ω ){:]]}{:)( 1)~(4,
1

12,0, 2
2 Bσμ

μ
ωτω C  , 

οδηγεί στο ακόλουθο: 

Θεώρημα ΙII.4.10.14. Εάν το σημείο: 

.1)~(4,
1

12,0,, 2
2

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

±−∈−∞−⋅
−

∪∈∈−Ω∈ }{:]]}{:)()( 00 Bσμ
μ

ωτωτω C  

ελαχιστοποιεί την φασματική ακτίνα ρ( ωτ ,
~L ) του πίνακα  ωτ ,

~L , τότε πρέπει να ισχύει: 

)
2

442
(1)

2

442
(1

2222 +−+−
−=

+−+−
− 0

2
00

0
0

2
00

0

ωμωμω
τ

ωμωμω
τ ijjj

 

για κάθε  )~(, Bij σμμ ∈ . ■ 

  Αυτό το αποτέλεσμα είναι καθαρά θεωρητικό.  

  Εντούτοις,  στην συνέχεια,  χρησιμοποιώντας αυτό  το αποτέλεσμα,  θα  εξετάσουμε  την 

πιθανότητα  ύπαρξης  μίας  βέλτιστης  τιμής  )( 00 τω , του  Ωτω ∈),( ,  που  ελαχιστοποιεί  την 

φασματική ακτίνα ρ( ωτ ,
~L ) του πίνακα  ωτ ,

~L .  

  Θέτουμε:  
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)
2

442
)(

222 +−−−
=−

ωμωμω
ωλ jj

j :12   

και  

)
2

442
)(

222

2

+−−−
=

ωμωμω
ωλ jj

j :   

για κάθε   mj ,...,2,1= .  

  Αν υποθέσουμε ότι το ζεύγος  )( 00 τ,ω  αποτελεί μία βέλτιστη τιμή για την επιταχυντική 

μέθοδο υπερχαλάρωσης, τότε, σύμφωνα με το Θεώρημα ΙΙΙ.4.10.14, πρέπει να ισχύει:  

    
)ω(λ
)ω(λ

τ))ω(λ/1(
τ))ω(λ/1(

1
)ω(λ.τ1
)ω(λ.τ1

a

β

β

a

β

a

0

0

00

00

00

00 =
−
−

⇔=
−
−

  ( )10  

για κάθε  ma 2,...,2,1=  και κάθε  m2,...,2,1=β .  

  Είναι  φανερό  πως  κάθε  εξίσωση  ( )10   αναπαριστάνει  κύκλο  ))(),(( ,, 00 ωω ββ aa RHC  

με:  

* κέντρο το σημείο 
)()(|)(|)()(|)(|

)(|)(|)(|)(|
)( 22

222

,
000000a

0000a
0 ωλωλωλωλωλωλ

ωλωλωλωλ
ω

βββ

ββ
β

aa

a
aH

−

−
=  

* και ακτίνα   

22
a

a
, |)(||)(|

|)()(|
)(

00

00
0 ωλωλ

ωλωλ
ω

β

β
β

−
=aR . 
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  Με άλλα λόγια, έχουμε το εξής:  

 

Θεώρημα  ΙII.4.10.15.  Το  σημείο  2τ,ω C∈)00(     είναι  μία  βέλτιστη  τιμή  για  την 

επιταχυντική μέθοδο υπερχαλάρωσης  εάν και μόνον εάν το  0τ  ανήκει στην τομή των κύκλων 

))(),(( ,, 00 ωω ββ aa RHC : 

I
m2

,a 1
0

=

∈
β

τ ))(),(( ,, 00 ωω ββ aa RHC .  ■ 

Να σημειωθεί ότι η αναλυτική έκφραση της εξίσωσης  ( )10  για τον κύκλο 

))(),(( ,, 00 ωω ββ aa RHC  

είναι η ακόλουθη:  

)(|)(|)(Im2)(2 2
,

2
,,2

2
,1

2
000201 }{}{Re ωωωττωττ ββββ aaaa RHHH =+−++  

με  .21 τττ i+=   

  Σύμφωνα με  το Θεώρημα  ΙΙΙ.4.10.15,  η  αναζήτηση  των  βέλτιστων  τιμών  )( 00 τω ,   για 

την  επιταχυντική  μέθοδο  υπερχαλάρωσης  προϋποθέτει  την  κατανόηση  των  συνθηκών  που 

πρέπει να ικανοποιεί η παράμετρος  0ω  και οι οποίες πρέπει να εγγυώνται την κοινή τομή  0τ  

των κύκλων  
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))(),(( ,, 00 ωω ββ aa RHC . 

 

  Τα  δύο  τελευταία Θεωρήματα  μας  δημιουργούν  την  υποψία  ότι  η  ύπαρξη  βέλτιστης 

τιμής  )( 00 τω ,  εξαρτάται ευθέως από τον τρόπο που κατανέμονται οι ιδιοτιμές του πίνακα  B~  

στο  −μ επίπεδο.  

  Είναι  εύλογο να σκεφτούμε ότι, σε περίπτωση μίας  τυχαίας κατανομής των  ιδιοτιμών 

του  B~ , μία τέτοια βέλτιστη τιμή μπορεί ακόμα και να μην υπάρχει.  

  Με  την  εκτίμηση  αυτή  συμπνέει  και  το  επόμενο  Θεώρημα,  μέσα  από  το  οποίο 

καθίσταται φανερή η ευχέρεια επιλογής των παρεμβαλλόμενων παραμέτρων ω και τ, έτσι ώστε 

να επιτυγχάνεται (στην γενική περίπτωση ) μία “αυθαίρετα καλή“ συμπεριφορά σύγκλισης της 

επιταχυντικής μεθόδου. Η Απόδειξη του Θεωρήματος αυτού είναι ακριβώς ανάλογη με εκείνη 

του Θεωρήματος ΙΙΙ.4.10.7.  

Θεώρημα ΙII.4.10.16. Έστω  0>ε .  

  Εάν: 

{0,2},}}{:]]{- −±−∈−∞−⋅
−

∈ 1)~(4,
1

1
2 Bσμ

μ
ω C         

τότε θέτουμε: 

( ) }:Im|{|: )~()|(max 2
ω

ε
ω σλλελλλ Λ∈−−= −   
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και  

( ) }:Im|{|: )~()|(min~ 2
ω

ε
ω σλλελλλ Λ∈+−= −  

και θεωρούμε το ανοικτό σύνολο:  

( ) ( ) ( )}:{: ε
ω

ε
ω

ε
ω λλ ~

<<∈= yyS R   

καθώς και το ανοικτό υποσύνολό του:  

( ) ( )
2

22222

)~( ||
)1(||||||

maxy
λ

ελλλλλ
ωσλ

ε
ω

ε
ω

−−+−−
∈

Λ∈

]y[
SF

ImRe
:{:  

          }
ImRe

2

22222

)~( ||
)1(||||||

min
λ

ελλλλλ
ωσλ

−−+−−
<

Λ∈

]y[
. 

  Εάν:  

( ) ( ) }:{0,2}}}{:]]{: ∅≠−±−∈−∞−⋅
−

−∈= τ
ω

ε σμ
μ

ω FBG 1)~(4,
1

1
2C ,  

τότε για κάθε: 

  ( ) ( )τ
ω

τ
ω

ε ωτω GFyyixG ∈∈∈+×∈ ,),( )( :{ C    και  

<<
−−+−−

Λ∈
x

]y[
2

22222

)~( ||
)1(||||||

max
λ

ελλλλλ
ωσλ

ImRe
 

}
ImRe

2

22222

)~( ||
)1(||||||

min
λ

ελλλλλ
ωσλ

−−+−−
<

Λ∈

]y[

ισχύει  
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ρ( ωτ ,
~L ) ε< . ■ 

 

Πόρισμα ΙII.4.10.17. Έστω  20 << ε .  

  Εάν η παράμετρος  C∈ω  επιλεγεί έτσι ώστε:  

++ ×⊂Λ RR)~( ωσ   

και:  

))~((   1)2()][1( 2
ωσλεε

λ
λ

Λ∈<−+
Im
Re

  

και εάν η παράμετρος  

∈+= yixτ C  

είναι τέτοια ώστε:  

2
)~( ||

)2(||
min0

λ
εελλ

ωσλ

−+−
<<

Λ∈

Im
y   

και:  

<< x0 ,
Im

2

22222

)~( ||
)1(||||||Re

min
λ

ελλλλλ
ωσλ

−−+−−
Λ∈

]y[
 

τότε  
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ρ( ωτ ,
~L ) ε< . ■  

 

Πόρισμα ΙII.4.10.18. Έστω 0>ε .  

  Εάν η παράμετρος επιταχυντικής υπερχαλάρωσης  C∈ω επιλεγεί έτσι ώστε:  

+⊂Λ R)~( ωσ , 

ενώ η δεύτερη παράμετρος  

∈+= yixτ C  

είναι τέτοια ώστε:  

λωσλ

1
min0

)~(Λ∈
<< x  και 

λ
εε

ωσλ

)2(
min0

)~(

−
<<

Λ∈
y , 

τότε 

ρ( ωτ ,
~L ) ε< .■  

 

Πόρισμα ΙII.4.10.19. Έστω  20 << ε .  

  Εάν η παράμετρος επιταχυντικής υπερχαλάρωσης  C∈ω επιλεγεί έτσι ώστε:  

+⊂Λ R)~( ωσ , 

ενώ η δεύτερη παράμετρος  

C∈+= yixτ  

είναι τέτοια ώστε:  
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λωσλ

1
min0

)~(Λ∈
<< x   και 

λ
εε

ωσλ

)2(
min0

)~(

−
<<

Λ∈
y , 

τότε  

ρ( ωτ ,
~L ) ε< . ■ 

 

  Εάν, ιδιαίτερα,  1=ω , τότε: 

[] 1,1)~()~( −⊂⇔⊂Λ + Bσσ ω R  

και:  

λωσλ

1
min

)~(Λ∈
= 2

)~( 1
1

min
μσλ −∈ B

. 

Θέτοντας: 

[]:{: 1,1)~(min −⊂∈= Bσμμμ , 

βλέπουμε αμέσως ότι: 

 

Πόρισμα ΙII.4.10.20. Έστω  20 << ε .  

  Εάν  

[] 1,1)~( −⊂Bσ  

και εάν ο μιγαδικός αριθμός  

C∈+= yixτ  

ικανοποιεί τις σχέσεις: 
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21
10
μ−

<< x  και  21
)2(

0
μ
εε

−
−

<< y , 

τότε  

ρ( 1,
~
τL ) ε< .■ 

 

Πόρισμα ΙII.4.10.21. Έστω  20 << ε .  

  Εάν 

[] 1,1)~( −⊂Bσ  

και εάν ο μιγαδικός αριθμός  C∈+= yixτ  είναι τέτοιος ώστε: 

1x0 <<  και  )2.(y0 εε −<< , 

τότε  

ρ( 1,
~
τL ) ε< .■ 

  Σύμφωνα με το τελευταίο Πόρισμα, η μιγαδική Gauss‐Seidel μέθοδος μπορεί να έχει 

αυθαίρετα ικανοποιητική ασυμπτωτική συμπεριφορά. 

  Η δυσκολία πρακτικής  επαλήθευσης  των υποθέσεων  των  τελευταίων  αποτελεσμάτων 

είναι  τέτοια  που  μας  υποχρεώνει  να  αναζητήσουμε  άλλους  τρόπους  αντιμετώπισης  του 

προβλήματος.  
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  Έτσι,  όπως  στην  προηγούμενη  Παράγραφο,  θα  υποθέσουμε  ότι  ο  διαμερισμένος 

πίνακας Jacobi  B~ έχει ένα κρίσιμο ζεύγος ιδιοτιμών  μ~± .  

  Εξ  ορισμού,  το  κρίσιμο  ζεύγος  ιδιοτιμών  μ~±   του  B~   είναι  εκείνο  το  ζεύγος  που 

αντιστοιχεί  στην  υπερέχουσα  (  κατ’  απόλυτη  τιμή  )  ιδιοτιμή  του  πίνακα  ωτ ,
~L ,  για 

οποιαδήποτε   2τ,ω C∈)( .  

  Κάτω από αυτήν την ισχυρή υπόθεση, ισχύει ότι : 

min
2, C∈)( τω
ρ( ωτ ,

~L ) }}{
)(

|~||,~|max{max
2,

ζζ
τω

′=
∈C

, 

όπου  ζζ ′~    και  ~
 είναι οι ρίζες της εξίσωσης: 

  0)~12~()22~( 22222 =++−++−− μττμωτζτμωτζ . 

  Σύμφωνα με το Θεώρημα ΙΙΙ.4.10.13, η τιμή  )( 00 τω ,  του ζεύγους  )( τω,  στην οποία η 

παράσταση:  

}{ |~||,~|max ζζ ′   

γίνεται ελάχιστη χαρακτηρίζεται από το γεγονός ότι:  

|~||~| ζζ ′= . 

  Θέτοντας:  

2

2

~
~442

μ
μ

ω
−±

=:0  και 
2~1

1
μ

τ
−

=
m

:0 , 
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μπορούμε να επαληθεύσουμε εύκολα ότι:  

,0~12~22~ 22
0

2
00

2
000

2
00 =−++−=+− μτττμωττμωτ  

και γιαυτό, σε μία τέτοια περίπτωση, ισχύει  0~~
=′= ζζ  που συνεπάγεται ότι: 

min
2, C∈)( τω
ρ( ωτ ,

~L )=ρ(
00 ,

~
ωτL ) 0= . 

Με άλλα λόγια, έχουμε αποδείξει το εξής:  

Θεώρημα  ΙII.4.10.22.  Ας  υποθέσουμε  ότι  ο  διαμερισμένος  πίνακας  Jacobi  B~ έχει  ένα 

κρίσιμο ζεύγος ιδιοτιμών  μ~± .  

  Οι βέλτιστες τιμές  

)00 τ,ω(  

των  παραμέτρων  της  επιταχυντικής  υπερχαλάρωσης  που  ελαχιστοποιούν  την  φασματική 

ακτίνα του πίνακα  ωτ ,
~L  (και συνεπώς μεγιστοποιούν τον ασυμπτωτικό ρυθμό σύγκλισης της 

μεθόδου) είναι:  

2~11
2

μ
ω

−−
=:0 , 

2~1
1
μ

τ
−−

=:0  

και 

2~11
2

μ
ω

−+
=:0 , 

2~1
1
μ

τ
−

=:0 . 

Τότε:  
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ρ(
00 ,

~
ωτL )= min

2, C∈)( τω
ρ( ωτ ,

~L ) 0= . ■ 

  Προφανώς,  η  ύπαρξη  ενός  κρίσιμου  ζεύγους  ιδιοτιμών  εξαρτάται  από    τον  τρόπο 

κατανομής  του  πίνακα  B~   στο  −μ επίπεδο.  Ακόμη,  στην  γενική  περίπτωση  μίας  τυχαίας 

κατανομής,  ένα  τέτοιο  ζεύγος  μπορεί  και  να  μην  υπάρχει.  Γιαυτό,  πρέπει  να  είμαστε 

προσεκτικοί ως προς την εξασφάλιση της ύπαρξης ενός κρίσιμου ζεύγους ιδιοτιμών.  

ΙΙΙ.5. ΟΙ ΜΕΘΟΔΟΙ ΠΡΟΒΟΛΗΣ ΓΙΑ ΤΗΝ ΕΠΙΛΥΣΗ  
ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ  

 

ΙΙΙ.5.1. ΓΕΝΙΚΑ  

  Έστω ότι δίνεται προς επίλυση το ακόλουθο σύστημα γραμμικών εξισώσεων: 

β=⋅ xA , 

όπου:  

nj,i1j,ij,i aaA ≤≤== )()( , με  j  και  i    a j,i ∀∀∈R , 

και όπου: 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

n

2

1

β

β
β

β
M

, με  i    i ∀∈Rβ . 

  Ας υποθέσουμε ότι το σύστημα αυτό έχει μοναδική λύση: 
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n

n

    R∈

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

ξ

ξ
ξ

ξ
M
2

1

. 

  Η εύρεση της μοναδικής αυτής λύσης ισοδυναμεί με τον προσδιορισμό της τομής των 

n  επιπέδων που έχουν την ακόλουθη γενική εξίσωση: 

∑ =
=−==

n

j ijjinii xaxxfxf
1 ,1 0),...,()( β   ),...,2,1( ni = . 

(Παρατηρήστε πως ο αριθμός  

∑ =

n

j jji xa
1 ,  

είναι  ίσος με  το εσωτερικό γινόμενο του διανύσματος, που σχηματίζεται από τα στοιχεία της 

−i γραμμής του πίνακα  A , πολλαπλασιασμένο με το διάνυσμα:  

n

n

   

x

x
x

x R∈

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
M
2

1

.) 

  Θα προσπαθήσουμε να γενικεύσουμε τις δυνατότητες αυτής της ιδέας, δημιουργώντας 

επίπεδα που υποκαθιστούν τα επίπεδα  if και προσεγγίζουν την τομή. Έστω λοιπόν ένα τυχαίο 

διάνυσμα: 

n

n

    

u

u
u

u R∈

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
M
2

1

. 

  Συμβολίζουμε με  Tu τον πίνακα  ( )nuuu ,  ...  ,  , 21 . Τότε: 
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Πόρισμα ΙII.5.1.1. Το επίπεδο που ορίζεται από την εξίσωση: 
( ) 0)( =⋅−⋅⋅= βTTu uxAuxg  

έχει τις ακόλουθες ιδιότητες: 

(i). διέρχεται από το διάνυσμα ξ , 

(ii). έχει κανονικοποιημένο το διάνυσμα  uAT ⋅ . 

 

Απόδειξη. Η ιδιότητα (i) είναι άμεση, γιατί, προφανώς,  ( ) 0)( =ξug .  

  Όσον αφορά στην  ιδιότητα  (ii), εάν δεχθούμε ότι  ( )1x   και  ( )2x   είναι δύο διανύσματα 

του επιπέδου  ( ) 0)( =xg u , τότε, εξ ορισμού, είναι: 

         0)1( =⋅−⋅⋅ βTT uxAu    

και: 

         0)2( =⋅−⋅⋅ βTT uxAu , 

οπότε, αφαιρώντας κατά μέλη, λαμβάνουμε την σχέση:  

,)(0)( )2()1()2()1( uAxxxxAu TTT ⋅⋅−==−⋅⋅  

που δείχνει ότι τα διανύσματα  uAT ⋅  και  )( )2()1( xx − είναι ορθογώνια.  

  Επειδή  τα  διανύσματα  )2()1(    και   xx είναι  τυχαία  επιλεγμένα  επί  του  επιπέδου 

( ) 0(x) =ug ,αποδείξαμε  ότι  το  διάνυσμα  uAT ⋅   είναι  κανονικοποιημένο  στο  επίπεδο 

( ) 0(x) =ug . ■ 
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  Ας  υποθέσουμε  τώρα  ότι  έχουμε  εντοπίσει  μία  προσεγγιστική  λύση  ( )vξ   του 

συστήματος  β=⋅ xA .  

  Ας αντιστοιχίσουμε σ’ αυτήν την προσεγγιστική λύση ένα επίπεδο: 

( ) ( ) 0][][ =⋅−⋅⋅ βTvTv uxAu , 

τέτοιο ώστε, για κατάλληλα επιλεγμένο  ( ) nvu R∈ , αυτό να διέρχεται από το ξ .  

  Αν  προβάλλουμε ορθογώνια  το  διάνυσμα  ( )vξ   πάνω σ’  αυτό  το  επίπεδο,  δηλαδή αν 

μετατοπίσουμε παράλληλα προς το διάνυσμα  ( )vT uA ⋅  έως ότου πέσει πάνω στο επίπεδο, τότε 

θα λάβουμε ένα διάνυσμα  ( )1+vξ που θα είναι της μορφής: 

( ) ( ) ( )vΤvv uAs ⋅+=+
vξξ 1 . 

  Ας  σημειωθεί  ότι,  επειδή,  από  κατασκευής,  το  ( )1+vξ   ανήκει  στο  επίπεδο 

( ) ( ) 0][][ =⋅−⋅⋅ βTvTv uxAu , θα πρέπει να ισχύει: 

( ) ( ) ( ) ( ) 0][)(][ =⋅−⋅+⋅⋅ βTvvTvTv uuAsAu vξ , 

κι επομένως ο αριθμός  R∈vs  θα πρέπει να επιλεγεί έτσι ώστε:  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) 2

)(][
][

)(][
vT

vTv

vTTv

vTv

uA

Au
uAAu

Au

⋅

−⋅⋅
−=

⋅⋅⋅
−⋅⋅

−=
ββ ξξsv . 

  Έτσι, καταλήγουμε στην ακόλουθη επαναληπτική μέθοδο: 

    ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )vT

vT

vv
vv uA

uA

ru
⋅

⋅

〉〈
−=+  /

2
1 ξξ   ,...)2,1,0( =v ,   



ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

ΤΟΜΟΣ Ι 
Ν.ΔΑΡΑΣ 

 

348  ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  

 

όπου  

( )vr  είναι το διανυσματικό υπόλοιπο  ( ) βξ −⋅ vA   

και όπου  

( ) ( ) 〉〈 vv r/u   είναι  το  εσωτερικό  γινόμενο  του  διανύσματος  ( )vu   με  το  διάνυσμα 

( )vr .  

  Η επαναληπτική αυτή μέθοδος είναι συγκλίνουσα, γιατί: 

( ) ( ) ξξξξ −≤−+ vv 1  ( ),...2,1,0=v . 

(Το σύμβολο    .   αναπαριστά την Ευκλείδεια νόρμα του  nR .)  

  Πράγματι από κατασκευής έχουμε: 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )vT

vT

vv
vv uA

uA

ru
⋅

⋅

〉〈
−−=−+  /

2
1 ξξξξ . 

  Όμως,  καθώς  το διάνυσμα  ( )vT uA ⋅   είναι  ορθογώνιο προς  το διάνυσμα  ( ) ξξ −+1v ,  η 

Ανισότητα  Schwarz  εκφυλίζεται  σε  ισότητα,  γιαυτό  και,  από  την  προηγούμενη  σχέση,  έπεται 

ότι: 

( ) ( )
( ) ( )

( ) 2

222 /
vT

vv
vv

uA

ru

⋅

〉〈
−−=−+ ξξξξ 1 , 

απ’ όπου συνεπάγεται ότι: 

( ) ( ) ξξξξ −≤−+ vv 1 . 
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  Οι  διάφορες  επαναληπτικές  μέθοδοι  προβολής  διαφοροποιούνται  από  τις  ποικίλες 

επιλογές του διανύσματος  ( )vu . Ας δώσουμε δύο παραδείγματα: 

Παράδειγμα ΙII.5.1.2. Επιλέγουμε: 

( )
( )

( )v

v
vu

ξ
ξ

= . 

  Τότε, η μέθοδος δίνεται από τον Τύπο: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )vT

vT

vvv
vv A

A

A ξ
ξ

βξξξξξ ⋅
⋅

〉〈−〉⋅〈
−=+  //

2
1 . ■ 

 

Παράδειγμα ΙII.5.1.3. (Μέθοδος του Kacmarz) Έστω  i  ο δείκτης που είναι τέτοιος 

ώστε: 

1+= vi (modulo  n ). 

  Επιλέγουμε:  

( ) ( )iv eu = , 

όπου  ( )ie  είναι το i‐διάνυσμα της κανονικής βάσης του  nR : 
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( ) γραμμή−←

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= ie i

0

0
1
0

0

M

M

 

  Τότε, η αντίστοιχη επαναληπτική μέθοδος προβολής διαμορφώνεται από τον 

ακόλουθο τύπο: 

( ) ( ) ( )
( )

( ) 2
1

iT

iT
v

i
vv

eA

eAr
⋅

⋅
−=+ ξξ , 

όπου  ( )v
ir  είναι η i‐συνιστώσα του διανυσματικού υπολοίπου: 

( ) ( )∑ =
−=

n

j i
v

jji
v

i ar
1 , βξ .■ 

 

ΙΙΙ.5.2. ΜΕΘΟΔΟΙ ΠΡΟΒΟΛΗΣ ΓΙΑ ΣΥΜΜΕΤΡΙΚΑ  
ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ  

  Από  εδώ  και  στο  εξής  θα  ενδιαφερόμαστε  για  την  επίλυση  συστημάτων  γραμμικών 

εξισώσεων:  

),,,(:,  21 n
TnnxxA ββββββ K=∈∈=⋅ RR  
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όπου  ο  πίνακας  njijiji aaA ≤≤== ,1,, )()(   είναι  κανονικός,  συμμετρικός  και  θετικά  ορισμένος, 

δηλαδή τέτοιος ώστε:   

AAT =   και   }0{   0 −∈∀>⋅⋅ nT uuAu R . 

  Θα  παρουσιάσουμε,  σε  αυτήν  την  περίπτωση,  μία  διαφορετική  απόδοση  του 

προβλήματος.  

  Ας θεωρήσουμε την συνάρτηση  ( )xF , που ορίζεται από την εξίσωση:  

( ) )(         
2
1 nTT xxxAxxF R∈⋅−⋅⋅= β . 

  Πρόκειται για μία τετραγωνική μορφή ως προς τις συνιστώσες  ),,( 1 nxxx K= :  

( ) ∑∑∑ ===
−=

n

i ii
n

j jji
n

i i xxaxxF
11 ,12

1 β . 

 Στην πραγματικότητα, αυτή η τετραγωνική μορφή είναι η εξίσωση μίας κωνικής 

υπερεπιφάνειας.  

Θεώρημα  ΙII.5.2.1.  Το  σημείο  nR∈ξ ,  που  είναι  η  μοναδική  λύση  του  συστήματος 

β=⋅ xA   είναι  το  κέντρο συμμετρίας  μίας από  τις  κωνικές  υπερεπιφάνειες  kQ   που  έχουν 

εξίσωση:  

)(  )( R∈= kkxF . 

Απόδειξη. Έστω  )0(x  ένα τυχαίο σημείο του Ευκλείδειου χώρου  nR , και έστω  nu R∈ .  

  Το σημείο:  

utxx ⋅+= )0(  
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βρίσκεται  πάνω  στην  υπερεπιφάνεια  kQ εάν  και  μόνον  εάν  ο  αριθμός  t   ικανοποιεί  την 

δευτεροβάθμια εξίσωση ως προς το  t : 

kutxutxAutx TT =⋅⋅+−⋅+⋅⋅⋅+⋅ β)()()(
2
1 )0()0()0(  

ή την, μετά από πράξεις, ισοδύναμή της εξίσωση:  

( ( ) )

.0][][
2
1

2][
2
1

2
1

)0()0()0(

0)0(2

=−⋅−⋅⋅⋅+

⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅⋅+⋅⋅⋅

kxxAx

uuAxxAutuAut

TT

TTTT

β

β
 

  Επειδή  

  ( )[ ] uAx T ⋅⋅0 )0()0( )( xAuxAu TTTT ⋅⋅=⋅⋅=    

(αφού  AAT = ), η τελευταία γίνεται: 

( )( ) ( )( ) 0
2
1 002 =−+−⋅⋅⋅+⋅⋅⋅ kxFxAutuAut TT β . 

  Καθώς  ο  πίνακας  A   είναι  κανονικός  και  το  σημείο  )0(x   είναι  τυχαίο,  μπορούμε  να 

υποθέσουμε ότι το  )0(x  είναι το μοναδικό σημείο που επιλύει την εξίσωση  

β=⋅ xA , 

δηλαδή μπορούμε να δεχθούμε ότι το  )0(x  ταυτίζεται με την λύση ξ  του συστήματος  

β=⋅ xA . 

  Έχοντας κάνει αυτήν την παραδοχή, η προηγούμενη εξίσωση διαθέτει δύο ρίζες:  

( )( )[ ]
⋅

⋅⋅
−

±=
uAu
xFk

t T

02
 

(Παρατηρήστε ότι, από την υπόθεση, ισχύει  0≠⋅⋅ uAuT .) Άρα, υπάρχουν δύο σημεία της 

μορφής:  

utxx ⋅+= )0(  



Ν. ΔΑΡΑΣ 
ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

ΤΟΜΟΣ Ι 

 

ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  353 

 

που βρίσκονται πάνω στην υπερεπιφάνεια  kQ .  

  Είναι, επί πλέον, φανερό ότι τα σημεία αυτά είναι συμμετρικά ως προς το  ))0(x=(ξ .  

  Αυτό σημαίνει ότι το σημείο  ξ  είναι πράγματι το κέντρο συμμετρίας, διαπίστωση που 

περατώνει την Απόδειξη του Θεωρήματος. ■ 

Παρατήρηση ΙΙΙ.5.2.2. Σύμφωνα με την Απόδειξη αυτή, είναι: 

( ) ξξξξξξξξ ⋅⋅−⋅⋅⋅=−⋅⋅⋅== AAAFxF TTTT

2
1

2
1)( )0( , 

γιατί  ξβ ⋅= A .  

  Άρα: 

( )( ) 0
2
10 <⋅⋅⋅−= ξξ AxF T  

και  συνεπώς,  εάν  0>k ,  οι  δύο  τιμές  του  t   προέκυψαν  στην  παραπάνω  απόδειξη  είναι 

πραγματικοί αριθμοί, και αυτό για κάθε  }0{−∈ nu R .  

  Έτσι, εάν  0>k , τότε η επιφάνεια  kQ είναι σίγουρα ένα υπερελλειψοειδές. ■ 

Θεώρημα ΙII.5.2.3. Έστω u  ένα τυχαίο διάνυσμα του  }0{−nR  και έστω  r  το αντίστοιχο 

διανυσματικό υπόλοιπο: 

β−⋅= uAr . 

  Τότε, το  r  έχει την ίδια διεύθυνση με αυτήν του κανονικοποιημένου διανύσματος στο 

υπερελλειψοειδές που περνάει από το u . 

Απόδειξη. Εάν  ( )Tnuuuu ,...,, 21=  και  ( )Tnrrrr ,...,, 21=  τότε, επειδή  
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( ) β⋅−⋅⋅⋅= TT uuAuuF
2
1

, 

θα είναι:  

( ) ( ) ( ) ( ) ,,...,2,1
2
1

2
1 njruAuAAu

u
F

jjjjj
T

j

==−⋅=−⋅⋅+⋅⋅=
∂
∂ ββ  

οπότε    οι  συνιστώσες  του  διαστήματος  r   είναι  οι  παράμετροι  διεύθυνσης  του 

κανονικοποιημένου διανύσματος στο σημείο  ( )uF .  

  Άρα, ισχύει:  

( ) ( )xFgradxr = , 

και η Απόδειξη είναι πλήρης. ■ 

Θεώρημα  ΙII.5.2.4.  Όταν  ο  πίνακας  A   είναι  αντιστρέψιμος,  συμμετρικός  και  θετικά 

ορισμένος, τότε το πρόβλημα της εύρεσης της λύσης του συστήματος  

β=⋅ xA , 

ισοδυναμεί με το πρόβλημα της εύρεσης του σημείου που ελαχιστοποιεί την συνάρτηση: 

( ) β⋅−⋅⋅⋅= TT xxAxuF
2
1

. 

Απόδειξη. Στην εξίσωση:  

( )( ) ( )( ) 0
2
1 002 =−+−⋅⋅⋅+⋅⋅⋅ kxFxAutuAut TT β  

της απόδειξης του Θεωρήματος ΙΙΙ.5.2.1, λαμβάνουμε  ξ=)0(x , οπότε: 

( ) 0
2
1 2 =−+⋅⋅⋅ kFuAut T ξ . 

  Επειδή  



Ν. ΔΑΡΑΣ 
ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

ΤΟΜΟΣ Ι 

 

ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  355 

 

kxF =)( , 

η τελευταία σχέση διαμορφώνεται ως εξής: 

( ) ( ) uAutFxF T ⋅⋅⋅+= 2

2
1ξ , 

που σημαίνει ότι ένα σημείο  x  ελαχιστοποιεί την συνάρτηση  F  όταν το  t  ισούται με μηδέν, 

γιατί  0>⋅⋅ uAuT .  

  Θα  έχουμε  λοιπόν,  σε  αυτήν  την  περίπτωση,  ότι  ξ≡x ,  και  συνεπώς  η  F  

ελαχιστοποιείται στο σημείο ξ . ■ 

  Το Θεώρημα ΙΙΙ.5.2.4 επιτρέπει τον ορισμό μίας επαναληπτικής μεθόδου επίλυσης του 

συστήματος 

β=⋅ xA . 

  Σύμφωνα με αυτήν την μέθοδο, κατασκευάζουμε το διάνυσμα  )1( +νx  από το διάνυσμα 

)(νx , όπως περιγράφεται στην ακόλουθη σχέση: 

),2,1,0(    ,)()1( K=⋅+=+ vuxx ν
νν μ  

όπου  u   είναι  ένα  τυχαίο διάνυσμα και  όπου ο αριθμός  R∈νμ επιλέγεται  έτσι ώστε η  τιμή 

)( )1( +νxF  να καθίσταται ελάχιστη.  

  Έτσι, καθώς:  
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ν
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⋅⋅⋅+=

TvTTv
v

T
v

uxAuuAx

uAuxF
θέτοντας, 

όπως προηγουμένως,  

βνν −⋅= )()( xAr , 

ή ακόμα, πολλαπλασιάζοντας με  Tu :  

βνν ⋅−⋅⋅=⋅ TTT uxAuru )()(  

βρίσκουμε ότι: 

( )( ) ( )( )v
v

vT
v

T xFruuAuxF +⋅+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅⋅⋅=+ μμν 2)1(

2
1)( , 

κι  επειδή αυτό το  τριώνυμο ως προς  νμ   ελαχιστοποιείται όταν το  νμ  πάρει εκείνη την τιμή 

που μηδενίζει την μερική παράγωγο  

νμ∂
∂F

, 

διαπιστώνουμε ότι ο αριθμός  νμ πρέπει να επιλεγεί έτσι ώστε:  

)(ν
νμ ruuAu TT ⋅−=⋅⋅ , 

ή ακόμη, έτσι ώστε:  
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⋅
⋅⋅

⋅
−=

uAu
ru

T

T )(ν

νμ  

 

  Άρα,  τελικά,  η  ακριβής  σχέση  που  εκφράζει  την  παραπάνω  επαναληπτική  μέθοδο 

επίλυσης του συστήματος  

β=⋅ xA , 

με τον πίνακα  A : αντιστρέψιμο και θετικά ορισμένο, αποδίδεται από τον ακόλουθο Tύπο:  

uxx ⋅+=+
ν

νν μ)()1( , 

με: 

         u : τυχαίο διάνυσμα του  }0{−nR  , 

        
uAu

ru
T

T

⋅⋅
⋅

−=
)(

:
ν

νμ , 

         ),1,0(                 : )()( K=−⋅= vxAr βνν . 

  Η  τυχαία  επιλογή  του  διανύσματος  nu R∈ ,  δεν  απαλλάσσει  την  μέθοδο  από  την 

αναμενόμενη συνέπεια  της  εξάρτησής  του από  τα υπόλοιπα μεγέθη που υπεισέρχονται στην 

διατύπωση του προηγούμενου Tύπου.  

  Αυτό γίνεται φανερό στο εξής:  

Θεώρημα ΙII.5.2.5. Τα διανύσματα:  
u   και   r )1( +ν  

είναι ορθογώνια μεταξύ τους. 

Απόδειξη. Χρησιμοποιώντας τους παραπάνω ορισμούς, βλέπουμε ότι διαδοχικά ισχύουν τα 

εξής:  
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v
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v
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v
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v
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uAuru

uAru
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uAxAu
xAuru

ν

ν
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μβ

βμ

β

 

  Δεδομένου ότι: 
)1()1( / ++ ⋅>=< νν ruur T , 

η Aπόδειξη είναι πλήρης. ■ 
 

ΙΙΙ.5.3. ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΤΗΣ ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΑΣ  

  Πραγματοποιούμε  μία  διατομή  δύο  διαστάσεων  μέσα  στον  χώρο  nR   που  διέρχεται 

από τα σημεία  )1()()(   και   , +ννν xrx .  

  Οι τομές αυτής της διατομής με τις επιφάνειες  

( ) )0(   >= kkxF  

συνιστούν μία οικογένεια από ελλείψεις που έχουν όλες το ίδιο κέντρο συμμετρίας  .nR∈ξ  

  Σύμφωνα με τα προηγούμενα αποτελέσματα:  

.   το διάνυσμα  )(νr  είναι κανονικοποιημένο στην θέση  )(νx  της έλλειψης που περνά από 

αυτό το σημείο και  

.   το διάνυσμα  u  είναι εφαπτόμενο στην έλλειψη που περνά από το σημείο  )1(   +νx , γιατί 

το u  είναι κανονικοποιημένο στην θέση  )1( +νr .  

  Μετά  από  όλα  αυτά,  μπορούμε  να  κατασκευάσουμε  το  επόμενο  σχήμα,  στο  οποίο 

 

                                                             )(νr       )(νx  
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αναπαρίσταται  η  γεωμετρική  απόδοση  της  διαδικασίας  που  μελετήθηκε  στην  Παράγραφο 

ΙΙΙ.5.2:  

  Οι  διάφορες  μέθοδοι,  που  εφαρμόζονται  στην  πράξη,  προέρχονται  από  τις 

διαφορετικές επιλογές του διανύσματος  nu R∈ .  

  Πριν  προχωρήσουμε  στην  ιδιαίτερη  ανάπτυξη  τέτοιων  μεθόδων  στις  δύο  επόμενες 

Παραγράφους,  ας  σπεύσουμε  να  κάνουμε  κάποιες  παρατηρήσεις,  οι  οποίες  ενισχύουν  το 

ενδιαφέρον που απορρέει  από την μέχρι τώρα θεωρητική μελέτη που προηγήθηκε.  

Παρατήρηση ΙΙΙ.5.3.1. Εάν ο πίνακας  A  του συστήματος  

β=⋅ xA  

δεν είναι συμμετρικός, τότε μπορούμε να πετύχουμε την αναγωγή του σε συμμετρικό πίνακα 

πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη της εξίσωσης  β=⋅ xA  με  TA : 

β⋅=⋅⋅ TT AxAA . 

  Ο δημιουργούμενος πίνακας  

AAT ⋅  

είναι συμμετρικός, και, επί πλέον, έχει όλες του τις ιδιοτιμές πραγματικούς αριθμούς.  

  Για  να  είναι  ο  πίνακας  αυτός  θετικά  ορισμένος  αρκεί  ο  αρχικός  πίνακας  A   να  έχει 

αυτήν την ιδιότητα.  

  Παρ’ όλα αυτά, ο  τρόπος αυτός αναγωγής του τυχαίου πίνακα σε συμμετρικό έχει  το 

μειονέκτημα να επιβραδύνει την αποτελεσματικότητα της όλης μεθόδου. ■ 
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Παρατήρηση ΙΙΙ.5.3.2. Το βασικό ενδιαφέρον που προέρχεται από την πολλαπλασιαστική 

δράση  του  ανάστροφου  πίνακα  έγκειται  στο  γεγονός  ότι  καθίσταται  δυνατή  η  επίλυση  ενός 

γραμμικού συστήματος που έχει περισσότερες εξισώσεις από αγνώστους.  

  Πράγματι,  εάν  A   είναι  ένας  nm×   πίνακας  ( nm > ),  με  στοιχεία  πραγματικούς 

αριθμούς, τότε ο ανάστροφός του  TA είναι ένας  mn×  πίνακας, και συνεπώς το μεν γινόμενο 

τους  

AAT ⋅  

είναι  ένας  τετραγωνικός  nn×   πίνακας,  το  δε  γινόμενο  β⋅TA   είναι  ένα  διάνυσμα  με  n  

πραγματικές συνιστώσες.  

  Είναι εύκολο να διαπιστωθεί πως το πρόβλημα της επίλυσης του συστήματος: 

β⋅=⋅⋅ TT AxAA  

είναι ισοδύναμο με το πρόβλημα της εύρεσης του στοιχείου εκείνου του  nR  που ελαχιστοποιεί 

την συνάρτηση:  

( ) ( )∑ =
=

m

i i xfxG
1

2 , 

όπου  

( ) ∑ =
=−=

n

j ijjii xaxf
1 , 0β ( με  ))( 1,1, njmijiaA ≤≤≤≤= . 

  Προκειμένου  να  καταστήσουμε  σαφή  αυτόν  τον  ισχυρισμό,  επισημαίνουμε  ότι  το 

πρόβλημα  της  ελαχιστοποίησης  της  συνάρτησης  ( )xG   ισοδυναμεί  με  την  επίλυση  του 

συστήματος:  

( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==
∂
∂ njx
x
G

j

,,2,1    ,0 K . 

  Επειδή όμως:  

( ) ( ) ( ) 2
1∑ = ∂

∂
=

∂
∂ m

i
j

i
i

j

x
x
f

xfx
x
G

 

κι επειδή:  
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( )    ,
1 ,∑ =

−=
n

j ijjii xaxf β ( ) ji
j

i ax
x
f

,=
∂
∂

, 

το παραπάνω σύστημα γράφεται και υπό την μορφή:  

( ) 0=−⋅⋅ βxAAT . 

  Το σύστημα αυτό ονομάζεται σύστημα ελαχίστων τετραγώνων, ενώ η μέθοδος αυτής 

της ελαχιστοποίησης της συνάρτησης  ( )xG  ονομάζεται μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων. 

Η λύση του συστήματος αυτού επιλύει το πρόβλημα της ελαχιστοποίησης της  ( )xG . ■  

ΙΙΙ.5.4. ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΗΣ ΒΑΘΥΤΕΡΗΣ ΚΑΘΟΔΟΥ

  Η μέθοδος αυτή έγκειται στην επιλογή:  

)(νru = . 

Τότε, η επαναληπτική μέθοδος επίλυσης του συστήματος  

β=⋅ xA , 

με  τον  πίνακα  A   αντιστρέψιμο,  συμμετρικός  και  θετικά  ορισμένο,  προσδιορίζεται  από  τον 

ακόλουθο Τύπο:  

)()()1( ν
ν

νν μ rxx ⋅+=+ , 

με: 

( ) ),2,1,0(      
][][

][
)()(

2)(

)(

)()(

K=
⋅⋅

−=
⋅⋅

⋅
−= v

rAr

r

rAr
rr

TTv

T

νν

ν

ν

νν

νμ . 
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  Για  να  απλοποιήσουμε  τον  φόρτο  που  προκύπτει  από  τις  επανειλημμένες  πράξεις, 

μπορούμε να αποφύγουμε τον υπολογισμό του αριθμού    νμ σε κάθε επανάληψη: εκτός από 

τις  πρώτες  επαναλήψεις,  υπολογίζουμε  περιοδικά  την  εκάστοτε  τιμή  του    νμ   και  μετά 

διατηρούμε την τελευταία τιμή του    νμ σταθερή μέχρι το τέλος της διαδικασίας.  

  Η  ιδέα  αυτή  δεν  είναι  ούτε  αυθαίρετη,  ούτε  αναποτελεσματική.  Πράγματι,  εάν 

επιλέξουμε μία τυχαία και σταθερή τιμή  μ  για το  νμ , τότε η συνθήκη εκείνη που εγγυάται την 

σύγκλιση της μεθόδου είναι:  

Mλ
μ 2

−> , 

όπου  Mλ είναι η ιδιοτιμή του συμμετρικού πίνακα  A  που έχει την μεγαλύτερη απόλυτη τιμή. 

(Προκειμένου να επαληθεύσουμε αυτόν τον ισχυρισμό, παρατηρούμε ότι, επειδή: 

( ) ,)( )()()()1()1( ννννν μβμβ rArxAxAr ⋅⋅+Ι=−⋅+⋅=−⋅= ++  

έχουμε:  

,)( )0()( rAr kk ⋅⋅+= μI  

με συνέπεια η σύγκλιση της μεθόδου να εξασφαλίζεται όταν η φασματική ακτίνα  

ρ ( )A⋅+Ι μ  

του  πίνακα  ( )A⋅+Ι μ   είναι  γνήσια  μικρότερη  του  αριθμού  1,  ή  ακόμα  όταν 

111 <+<− Mλμ , ή ισοδύναμα όταν  02 <<− Mλμ , δηλαδή όταν:  

  02
<<− μ

λM

. ) 
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  Από  την  άλλη  πλευρά  όμως,  δεν  είναι  εύκολο  να  βρούμε  το  Mλ .  Το  μόνο  που 

μπορούμε να βρούμε χωρίς δυσκολία είναι ένα άνω φράγμα για την φασματική ακτίνα ρ ( )A  

του  A , καθώς:  

ρ ( ) ( )ASA φ≤ β:== ∑ ==
2
1

1,1
2
, )( n

ij jia . 

  Έτσι, μπορούμε κατ’ αρχήν να επιλέξουμε: 

β
μ 2
= . 

  Εν  τούτοις,  η  καλύτερη  επιλογή  για  το  μ   είναι  εκείνη  που  καθιστά  ελάχιστη  την 

φασματική ακτίνα  

ρ ( )A⋅+Ι μ  

δηλαδή εκείνη που ελαχιστοποιεί την συνάρτηση  

ini λμ+≤≤ 1max1  

(όπου  nλλλ ,,, 21 L  είναι οι ιδιοτιμές του  A ).  

  Έτσι, εάν υποθέσουμε ότι όλες οι ιδιοτιμές  iλ  του συμμετρικού πίνακα  A  βρίσκονται 

μέσα στο κλειστό διάστημα  ],[ Ma , με  0>a , τότε επειδή:  

{ }μμλμ Maini ++≤+≤≤ 1,1max1max1  

αρκεί να ελαχιστοποιήσουμε την συνάρτηση:  

( ) { }μμμ Mau ++≤ 1,1max . 
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  Όπως φαίνεται και από τις γραφικές αναπαραστάσεις των  |1 μa+|  και  |1| μM+ , η 

τιμή  optμ  του  μ  που ελαχιστοποιεί την  ( )μu  πρέπει να ικανοποιεί την σχέση: 

=+ optaμ1 ( )optM μ+− 1 , 

απ’ όπου προκύπτει ότι: 

Maopt
2

−=μ . 

 

 Σχετικά με το πρόβλημα της σύγκλισης της μεθόδου της βαθύτερης καθόδου 

αναφέρουμε το πιο κάτω ειδικό αποτέλεσμα, του οποίου την Aπόδειξη παραλείπουμε. 

Θεώρημα  ΙII.5.4.1.  Εάν  ο  πίνακας  A   είναι  συμμετρικός  και  θετικά  ορισμένος, 

συμβολίζουμε  με  Mλ   και  mλ   τις  ιδιοτιμές  που  έχουν  την  πιο  μεγάλη  και  την  πιο  μικρή 

απόλυτη τιμή, αντίστοιχα.  

        
a
1

−                    
M
1

−  
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  Η  μέθοδος  της  βαθύτερης  καθόδου  συγκλίνει  προς  την  λύση  του  συστήματος 

β=⋅ xA , κι αυτό για οποιαδήποτε επιλογή του αρχικού διανύσματος  )0(x , εάν:  

2<
m

M

λ
λ

. ■  

 

  Θα ολοκληρώσουμε την αναφορά μας στην μέθοδο της βαθύτερης καθόδου 

δίνοντας την γεωμετρική της αναπαράσταση στο ακόλουθο σχήμα: 

 

 

 

 

ΙΙΙ.5.5. ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΗΣ ΣΥΖΥΓΟΥΣ ΔΙΑΒΑΘΜΙΣΗΣ 

  Όπως  έχουμε  ήδη  επισημάνει  στην  Παράγραφο  ΙΙΙ.5.2,  το  σύνολο  των 

υπερελλειψοειδών με εξισώσεις  

( ) kxF =  

      2x                                             ( )2x           ( )0x       

                                        ( )3x            ( )1x  

                                                                

 

 

                                                                                ξ 
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έχουν το ίδιο κέντρο συμμετρίας  

βξ ⋅= −1A  

(όπου ο πίνακας  A  θεωρείται πάντα συμμετρικός, θετικά ορισμένος και αντιστρέψιμος).  

  Ας  θεωρήσουμε  ένα  διάνυσμα   w  που  εφάπτεται  στην  θέση  )(νx   ενός  από  αυτά  τα 

υπερελλειψοειδή.  

  Σύμφωνα με το Θεώρημα ΙΙΙ.5.2.3,  το w πρέπει να είναι ορθογώνιο προς το διάνυσμα 

)(νr , και συνεπώς θα είναι:  

( )( ) ( )( ).0)(0 1)()( ξββνν −⋅⋅=⇒⋅−⋅⋅=−⋅⋅=⋅= − vTvTTT xawAxAwxAwrw
  Παρατηρήστε πως το διάνυσμα w εφάπτεται στο υπερελλειψοειδές, ενώ το διάνυσμα 

)( )( ξν −x  διέρχεται από το κέντρο συμμετρίας  του. Λέμε ότι αυτές οι δύο διευθύνσεις είναι 

συζυγείς ως προς το συγκεκριμένο υπερελλειψοειδές:  

  Ας θεωρήσουμε τώρα την τομή της οικογένειας όλων αυτών των υπερελλειψοειδών με 

το  επίπεδο  που  σχηματίζουν  τα  διανύσματα  )1()(    και  −νν ur .  (Το  τελευταίο  αυτό  διάνυσμα 

είναι, όπως έχουμε δει στην Παράγραφο  ΙΙΙ.5.2,  εφαπτόμενο επί  του υπερελλειψοειδούς που 

περνά από το σημείο  )(νx .)  

                                             )(νx  

                                                            w 
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  Η παραπάνω ιδιότητα διατηρείται: όταν το  )(νu  είναι ένα διάνυσμα που διέρχεται από 

το σημείο  )(νx  και που κατευθύνεται προς το κέντρο του υπερελλειψοειδούς, έχουμε ακόμα 

μία σχέση της μορφής: 

        
( ) ( ) 0.][ 1 =⋅⋅ −vTv uAu         ( )11  

  Όπως προηγουμένως, ορίζουμε την επαναληπτική μέθοδο ως εξής: 

         )()()1( ν
ν

νν μ rxx ⋅+=+ ,      ( )12  

όπου αυτή την φορά διαλέγουμε το διάνυσμα  )(νu  να βρίσκεται στο επίπεδο που ορίζεται από 

τα διανύσματα  )1( −νu  και  )(νr :  

         ( ) )1()( −⋅+−= ν
ν

ν usru v .       ( )13  

  Αν μεταφέρουμε αυτήν την τιμή του  )(νu  μέσα στην σχέση  ( )11 , θα λάβουμε:  

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ⇒=⋅⋅⋅+⋅⋅−⇒=⋅⋅⋅+− −−−−− 00 11111 vTv
v

vvvTv
v

v uAusuAruAusr    

    
( )[ ] ( )

( )[ ] ( )11

1

−−

−

⋅⋅
⋅⋅−

= vTv

vTv

v uAu
uArs       ( )14  

  Η τελευταία αυτή έκφραση μπορεί να απλοποιηθεί, χάρη στον ορισμό του διανύσματος 

)(νr .  

  Πράγματι, παρατηρήστε πως: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ,1)1()1( v
v

vvv
v

v uArruxAxAr ⋅⋅+=⇒−⋅+⋅=−⋅= +++ μβμβνν    ( )15  

και πως, αφού πολλαπλασιάσουμε τα δύο μέλη αυτής της ισότητας με  
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( )[ ]Tvu 1− , 

θα προκύψει: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )vTv
v

vTvvTv uAururu ⋅⋅⋅+⋅=⋅ −−+− ][][][ 1111 μ . 

  Όμως, επειδή τα διανύσματα  )1( −νu  και  )(νr  είναι ορθογώνια μεταξύ τους κι επειδή η 

έκφραση  

( ) ( )vTv uAu ⋅⋅− ][ 1  

είναι η ανάστροφη της έκφρασης που συμμετέχει στην σχέση  ( )11 , από την τελευταία ισότητα 

συνάγεται ότι:  

( ) ( ) 0][ 11 =⋅ +− vTv ru . 

  Έχοντας υπ’ όψη ότι, επί πλέον, ισχύει:  

( ) ( ) 0][ 1 =⋅ +vTv ru , 

συμπεραίνουμε  ότι  το  διάνυσμα  )1( +νr   είναι  ορθογώνιο  ταυτόχρονα  και  προς  τα  δύο 

διανύσματα  )()1(   και  νν uu − .  

  Κατά συνέπεια, το  )(νu  θα είναι επίσης ορθογώνιο προς κάθε διάνυσμα του επιπέδου 

που ορίζεται από τα  )()1(   και  νν uu − .  

  Ειδικότερα, το  )1( +νr  θα είναι ορθογώνιο προς το διάνυσμα  )(νr : 

         ( ) ( ) 0][ 1 =⋅ +vTv rr         ( )16   
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  Ας επιστρέψουμε τώρα στην εμβόλιμη πρόθεσή μας να απλοποιήσουμε την έκφραση 

( )14  υπολογισμού του  vλ . Ο συνδυασμός των σχέσεων  ( )14  και  ( )15 , οδηγεί στην ισότητα: 

( )[ ] ( ) ( )( )
( )[ ] ( ) ( )( )

( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )

( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ⋅⋅−⋅
⋅−⋅

=
−⋅
−⋅

= −−−

−

−−

−

111

1

11

1

vTvvTv

vTvvTv

vvTv

vvTv

v ruru
rrrr

rru
rrrs  

  Αλλά, καθώς  

( ) ( ) 0][ 1 =⋅ +vTv rr  και  ( ) ( ) 0][ 1 =⋅− vTv ru , 

η τελευταία γίνεται: 

      
( )[ ] ( )

( )[ ] ( )

( )

( )[ ] ( ) ⋅⋅
−=

⋅
⋅

= −−−− 11

2

11 vTv

v

vTv

vTv

v ru

r

ru
rrs     ( )17  

  Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη της σχέσης  ( )13  με  ( )[ ]Tvr  έχουμε:  

( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )[ ] )1()( −⋅+⋅−=⋅ ν
ν

ν ursrrur TvTvvTv , 

ή, επειδή  ( ) ( ) 0][ 1 =⋅ −vTv ur :  

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ,][ vTvvTv rrur ⋅−=⋅  

οπότε η (17) γράφεται και ως εξής: 

                .
)1(

)(

2ν

2ν

ν
r

r
s

−
=         ( )18   

  Ας υπολογίσουμε τώρα την τιμή του αριθμού  νμ , που εμφανίζεται στην σχέση  ( )12 .  

  Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη της σχέσης  ( )15  με  ( )[ ]Tvu είναι:  
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( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )vTv
v

vTvvTv uAururu ⋅⋅⋅+⋅=⋅ + μ1 , 

και επειδή  ( ) ( ) 0][ 1 =⋅ +vTv ru , βρίσκουμε ότι:  

        
( )[ ] ( )( )

( )[ ] ( ) ⋅⋅⋅
⋅

= vTv

vTv

v uAu
ruμ νμ       ( )19  

  Συνοψίζοντας,  και  χρησιμοποιώντας  τους  τύπους  ( ) ( ) ( )18,13,12   και  ( )19 , 

διαπιστώνουμε ότι κάθε επανάληψη της μεθόδου της συζυγούς διαβάθμισης περιλαμβάνει την 

εξής ακολουθία διαδοχικών υπολογισμών:  

( ) ( )
( )

( )

( )
( )[ ] ( )

( )[ ] ( )

( ) ( ) ( ).

,,

,,

1

)1()(

21

2

v
v

vv

vTv

vTv
v

v

v

v
vv

uxx
uAu

ruusru

r

r
sxAr

⋅+=

⋅⋅
⋅

−=⋅+−=

=−⋅=

+

−

−

μ

μ

β

ν
ν

ν
ν  

 

Παρατήρηση ΙΙΙ.5.5.1. Βλέπουμε ότι προσδιορίζουμε:  

.   το  )(νu , εκμεταλλευόμενοι το γεγονός ότι είναι συνεπίπεδο με τα διανύσματα   ( )1−vu  και 

( )vr  

και  χρησιμοποιώντας  την συζυγία  του με  το διάνυσμα  )1( −νu ,  ιδιότητα που,  άλωστε,  μας 

οδηγεί στον υπολογισμό της τιμής του  vs , 

.   το  νμ ,  έτσι ώστε  το διάνυσμα  )(νu   να  εφάπτεται  επί  του υπερελλειψοειδούς στην θέση 

)1( +νx .  
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  Έτσι, μπορούμε να ξεκινήσουμε τις επαναλήψεις λαμβάνοντας, παραδείγματος χάρη: 

)0()0( ru = , 

και επιλέγοντας ένα τυχαίο διάνυσμα  nx R∈)0( .  

  Εάν, παραδείγματος χάρη, επιλέξουμε  0)0( =x , τότε, αναγκαστικά, θα είναι  

β=)0(r . ■ 

 

Θεώρημα  ΙII.5.5.2.(Stiefel)  Έστω  )0()0( ru = .  Τότε,  η  μέθοδος  της  συζυγούς 

διαβάθμισης συγκλίνει μετά από το πολύ  n  επαναλήψεις.  

Απόδειξη. Θα δείξουμε, κατ’ αρχήν, ότι όλα τα διανύσματα  )(νr  είναι ορθογώνια ανά δύο 

μεταξύ τους και επί πλέον ότι όλα τα διανύσματα  )(νu  είναι αμοιβαία συζυγή, δηλαδή ότι:  

( ) ( ) 0][ =⋅ λrr Tv  και  ( ) ( ) λλ ,0][ vuAu Tv ∀=⋅⋅ λ≠v   με . 

  Ας αρχίσουμε θέτοντας  )0()0( ru = , και ας υποθέσουμε ότι οι προηγούμενες ιδιότητες 

ισχύουν μέχρι και την  ( )−−1k επανάληψη.  

  Θα  αποδείξουμε  ότι  αυτές  οι  ιδιότητες  παραμένουν  ισχύουσες  ακόμα  και  κατά  την 

−k επανάληψη.  

  Η σχέση  ( )15  μπορεί να γραφεί και υπό την μορφή: 

( ) ( ) ( ) ,1
1

1 −
−

− ⋅⋅+= k
k

kk uArr μ  

οπότε, πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη της τελευταίας με  ( )[ ]Tkr 2−  προκύπτει ότι:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ⇒⋅⋅⋅+⋅=⋅ −−
−

−−− 12
1

122 ][][ kTk
k

kkkTk uArrrrr μ  

     ( ) ( ) ( ) ( )12
1

2 ][][ −−
−

− ⋅⋅⋅=⋅ kTk
k

kTk uArrr μ     ( )20  
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  Είναι  φανερό  ότι  εάν  2=k   τότε,  καθώς  )0()0( ur = ,  θα  έχουμε,  σύμφωνα  με  την 

σχέση  ( )11 , ότι:  

( ) ( ) 0][ 2 =⋅− kTk rr , 

ενώ εάν  2>k  τότε η σχέση  ( )13  γράφεται ισοδύναμα ως εξής: 

( ) ( ) ( ) ⇔⋅+−= −
−

−− 3
2

22 k
k

kk usru  

( ) ( ) ( )3
2

22 −
−

−− ⋅+−= k
k

kk usur . 

  Έτσι, αντιστρέφοντας και συνδυάζοντας με την  ( )20 , βρίσκουμε ότι:  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )13
2

2
1

2 ][ −−
−

−
−

− ⋅⋅⋅+−⋅=⋅ kTk
k

k
k

kTk uAusurr μ  

ή 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).][][][ 13
21

12
1

2 −−
−−

−−
−

− ⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅−=⋅ kTk
kk

kTk
k

kTk uAusuAurr μμ  

  Οι δύο όροι στο δεξιό μέλος αυτής της εξίσωσης είναι μηδενικοί, επειδή υποθέσαμε ότι 

( ) ( ) 1,10][ −≤−≤∀=⋅⋅ kkvuAu Tv λλ  με  λ≠v   

  Επομένως, θα ισχύει: 

         ( ) ( ) 0][ 2 =⋅− kTk rr .        ( )21   

  Ας υπολογίσουμε τώρα τον αριθμό 

( ) ( )2][ −⋅⋅ kTk uAu . 

Χρησιμοποιώντας την σχέση  ( )13 , διαπιστώνουμε πως: 

  ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )212][ −−− ⋅⋅⋅+−=⋅⋅ kTk
k

kkTk uAusruAu          

       ( ) ( ) ( ) ( )212 ][][ −−− ⋅⋅⋅+⋅⋅−= kk
k

kTk uAusuAr    

     ( ) ( ) ( ) ( )22 ][][ −− ⋅⋅−=⋅⋅⇒ kTkkTk uAruAu , 

επειδή υποθέσαμε ότι η σχέση της συζυγίας ισχύει μέχρι και την  ( )−−1k επανάληψη.   Όμως, 

καθώς από την σχέση  ( )15  έχουμε: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )21

2

-k2
2

2)1( 1 −−

−

−
−

−− −⋅=⋅⇒⋅⋅+= kk

k

k
k

kk rruAuArr
μ

μ 2 , 

καταλήγουμε στην διαπίστωση ότι: 

( )[ ]
( )[ ] ( ) ( )( ).21

2

−−

−

−⋅−=⋅⋅ kk

k

Tk
Tk rrruAu

μ
 

  Αλλά, με δεδομένο το ότι, σύμφωνα με τις σχέσεις  ( )16  και  ( )21 , είναι  

( ) ( ) 0][ 1 =⋅ −kTk rr  και  ( ) ( ) 0][ 2 =⋅− kTk rr  

αντίστοιχα, συμπεραίνουμε πως: 

( )[ ] ( ) 02 =⋅⋅ −kTk uAu . 

  Με ανάλογο τρόπο, θα μπορούσε κανείς να αποκομίσει τα ακόλουθα συμπεράσματα: 

        ( ) ( ) 0][ 3 =⋅ −kTk rr  και 

    ( )[ ] ( ) 03 =⋅⋅ −kTk uAu . 

 Γενικότερα, επαναλαμβάνοντας τα ίδια επιχειρήματα όπως και πιο πάνω, 

μπορούμε να αποδείξουμε ότι οι σχέσεις: 

        ( ) ( ) 0][ =⋅ λrr Tv  και 

    ( )[ ] ( ) 0=⋅⋅ λuAu Tk  

ισχύουν για οποιεσδήποτε φυσικές τιμές των  v  και λ  τέτοιες ώστε  λ≠v .  

  Από  το  γεγονός ότι  τα  ( )1+n   διανύσματα  )()1()0( ,...,, nrrr είναι αμοιβαία ορθογώνια 

και διάφορα μεταξύ τους και από το γεγονός ότι μέσα σ’ έναν διανυσματικό χώρο διάστασης 

ίσης  με  n   είναι  αδύνατον  να  συνυπάρξουν  περισσότερα  από  n   γραμμικά  ανεξάρτητα 

διανύσματα,  συνάγουμε,  σύμφωνα  με  την  σχέση  ( )16 ,  ότι  0)( =nr και  συνεπώς  ότι  το 

διάνυσμα  )(nx είναι  η  ακριβής  λύση  και  άρα  ότι  η  μέθοδος  συγκλίνει  μετά  από  n  

επαναλήψεις.■  



ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

ΤΟΜΟΣ Ι 
Ν.ΔΑΡΑΣ 

 

374  ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΚΕΝΤΡΟ ΕΛΕΓΧΟΥ ΟΠΛΩΝ  (www.armscontrol.info)  

 

Παρατήρηση ΙΙΙ.5.5.3. Παρά την θεωρητική πολυτέλεια που παρέχει το Θεώρημα Stiefel, 

κατά  τις  πρακτικές  εφαρμογές  της  μεθόδου  σε  αριθμητικό  υπολογιστή  δύο  ενδεχόμενα 

μπορούν να συμβούν: 

(α). ή να βρεθεί ότι  

( ) 0=kr  

για κάποιο  nk < , οπότε σ’ αυτήν την (πολύ σπάνια) περίπτωση η μέθοδος θα έχει συγκλίνει 

πριν από την  −n οστή επανάληψή της, 

(β). ή τα αναγκαστικά σφάλματα στρογγύλευσης να αποτρέπουν την επίτευξη της ισότητας  
( ) 0=kr , 

για  κάποιο  k ,  οπότε  σ’  αυτήν  την  (συνηθισμένη)  περίπτωση  αρκεί  να  προκαλούμε  την 

συνέχιση  των  επαναλήψεων  της  μεθόδου  μέχρις  ότου  μπορέσουμε  να  πετύχουμε  την 

επιθυμητή ακρίβεια στην προσεγγιστική λύση. ■ 

Παρατήρηση  ΙΙΙ.5.5.4.  Εάν  κατορθώσουμε  να  υπολογίσουμε  τα  διανύσματα 

)()1()0( ,...,, nuuu  που αντιστοιχούν στον αντιστρέψιμο, συμμετρικό και θετικά ορισμένο πίνακα 

A  του συστήματος  

β=⋅ xA , 

τότε μπορούμε, στην συνέχεια, να προσδιορίσουμε την λύση ξ~  κάθε άλλου συστήματος  

dxA =⋅ , με  β≠d . 

  Πράγματι, αρκεί να θέσουμε  

)(
1

~ λ
λ λξ ucn

⋅= ∑ =
, 
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και  να  πολλαπλασιάσουμε  τα  δύο  μέλη  αυτής  της  ισότητας  με  ( ) Au Tv ⋅][ ,  οπότε  θα 

σχηματισθεί η ισότητα:  

( )[ ] ( )[ ] ⋅⋅=⋅⋅ AuAu TvTv ξ~ )(
1

λ
λ λ ucn

⋅∑ =
 

  Επειδή όμως  ( ) 0][ =⋅⋅ λuAu Tv )  ,(  λλ ≠∀ vv  με , η τελευταία γίνεται: 

( )[ ] ( )[ ] ( )vTv
v

Tv uAucAu ⋅⋅⋅=⋅⋅ ξ~ , 

και καθώς dA =⋅ξ~ , βρίσκουμε ότι: 

( )[ ]
( )[ ] ( ) nv

uAu
duc vTv

Tv

v ,...,2,1, =
⋅⋅
⋅

−= . �  

 

  Ας σημειωθεί τέλος μία ωραία εφαρμογή αυτής της Παρατήρησης: Επιλέγοντας  

)(νed =  

όπου  )(νe  είναι το  −v οστό στοιχείο της κανονικής βάσης του  nR  μπορούμε να υπολογίσουμε 

τον  αντίστροφο  πίνακα  1−A   του  A ,  γιατί  τότε  η  λύση  ξ~   θα  είναι  η  −k οστή  στήλη  του 

πίνακα  1−A .■ 
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